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SITZUNG  AM  11.  JANUAR  1892. 

Robert  Bohrend,  lieber  die  Löslichkeit  von  Doppel  verb  in- 
dunyen.  I. 

Wenn  eine  chemische  Verbindung  in  zwei  Bestandtheile 
zerfällt  und  bei  derselben  Temperatur  aus  diesen  wieder  ent- 
steht, so  findet  Gleichgewicht  zwischen  den  beiden  Reactionen 
statt,  wenn  die  Redingung  Cu  =  Ciuiut  erfüllt  ist,  wo  u  die 
wirksame  Menge  der  Verbindung,  uA  und  ut  die  wirksamen 
Mengen  der  Bestandtheile,  C  und  C,  die  Geschwindigkeiten  des 
Zerfalls  und  der  Wiederbildung  der  Verbindung  aus  den  Be- 
standteilen bedeuten.  Wenn  ein  fester  Körper  in  zwei  gleich- 
volumige  gasförmige  zerfällt,  so  wird  u  constant  und  wir  erhallen 

für  den  Gleichgewichtszustand  die  Beziehung  Cu  =  utut  =  const. 

Die  Gültigkeit  des  Gesetzes  ist  für  diesen  Fall  an  mehreren  Bei- 
spielen nachgewiesen.  Ganz  dasselbe  Gesetz  muss  aber  auch 
bestehen ,  wenn  sich  ein  fester  Körper  bei  der  Lösung  in  zwei 
Moleküle  seiner  Bestandtheile  dissoeiirt.  Das  Product  der  in 
der  Lösung  befindlichen  wirksamen  Mengen  der  Bestandtheile 
muss  bei  derselben  Temperatur  constant  sein,  gleichviel  w:clcher 
der  Bestandtheile  im  Ueberschuss  vorhanden  ist.  Vorausgesetzt, 
dass  die  von  van't  Hopf  entdeckte  Anwendbarkeit  der  Gasge- 
setze auf  Lösungen  statthaft  ist,  müssen  die  wirksamen  Mengen 
den  in  der  Volumeinheit  der  Lösung  befindlichen  molekularen 
Mengen  der  Bestandtheile  proportional  sein.  Eine  experimen- 
telle Untersuchung  dieser  Beziehungen  würde  demnach  gleich- 
zeitig einen  weiteren  Prüfstein  für  die  Gültigkeit  des  yan't  Hoff- 
schen  Gesetzes  liefern. 

Math.-phys.  Clastse.  18V2.  \ 
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2  ROBBRT  BeHRRND, 

Für  eine  solche  l'ntersuchung  fand  ich  gelegentlich  einer 
gemeinschaftlich  mit  E.  Konig  durchgeführten  Arbeit  Ober  die 
Alkylderivale  des  Hydroxylamins  l)  ein  bequemes  Material. 

Der  bei  14  8°  schmelzende  ßenzyläther  des  Isoparanitro- 
henzaldoxims  und  der  isomere  bei  406°  schmelzende  Paranitro- 
benzylHther  des  Isobenzaldoxims  vereinigen  sich  im  Verhältniss 
ihrer  Molekulargewichte  zu  einer  bei  93  —  94°  schmelzenden 
Doppelverbindung. 

Die  Molekulargewichtsbestimmung  der  Doppelverbindung 
ergab  '),  dass  dieselbe  in  Eisessiglösung  bei  16°  ganz  oder  nahe- 
zu vollständig  dissociirt  ist. 

Molekulargewicht  berechnet  Gefunden 

512  268.7  282. 

Die  zu  beschreibenden  Versuche  sind  mit  Lösungen  in 
neunzigprocentigem  Alkohol  angestellt.  Eine  directe  Bestimmung 
des  Dissocintionsgradcs  der  alkoholischen  Lösung  bei  den  Ver- 
suchstemperaturen liess  sich  nicht  durchführen,  da  die  für  ähn- 
liche Fälle  geeignete  Methode  von  Will  und  Bredig  bei  dem 
hohen  Molekulargewicht  und  der  geringen  Löslichkeil  der  Ver- 
bindung nicht  hinreichend  genaue  Resultate  liefern  dürfte.  Da 
jedoch  nach  Beckmanns  Versuchen  Alkohol  in  derselben  Weise 
dissoeiirend  zu  wirken  pflegt  wie  Eisessig,  und  sich  auch  aus 
den  Löslichkeitsbestimmungen  selbst,  wie  weiter  unten  gezeigt 
werden  wird,  dasselbe  schliessen  lässt,  so  darf  man  mit  ziem- 
licher Sicherheit  annehmen,  dass  die  Verbindung  auch  unter 
den  eingehaltenen  Versuchsbedingungen  nahezu  vollständig 
dissociirt  war.  Für  die  Temperatur  des  siedenden  Alkohols 
wurde  dies  noch  mit  Hülfe  des  Beck  mann 'sehen  Apparates  nach- 
gewiesen. 

Constante  des  absoluten  Alkohols  41.5. 

Alfa.h.1    Substanz      „ft^  ErhOhun« 

11.5      0.2524         2.49  0.094         268  542 

4  4.5      0.4991         4.34  0.183  273 

11.5      0.9082         7.90  0.303  299 

Für  die  ersten  Versuchsreihen  (bei  0°)  bin  ich  meinem  frti- 


i)  Annalen  der  Chemie  263,  175  ff. 
i)  a.  o.  O.  S.  204. 
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heren  Schüler,  Herrn  Dr.  E.  König,  zu  Dank  verpflichtet;  die- 
selben haben  leider  keine  brauchbaren  Resultate  geliefert,  aber 
wenigstens  gezeigt,  dass  man  die  Lösungen  lange  Zeit,  mindestens 
etwa  acht  Tage,  bei  möglichst  constanter  Temperatur  erhalten 
muss,  um  den  endgültigen  Gleichgewichtszustand  abzuwarten. 
Ich  habe  die  Versuche  neuerdings  wieder  aufgenommen  und  in 
folgender  Weise  durchgeführt. 

Die  zu  untersuchenden  Substanzen  wurden  in  gut  ver- 
schliessbaren  Flaschen  in  warmem  neunzigproceotigem  Alkohol 
gelöst  und  zwar  in  solchen  Mengen,  dass  sich  beim  Abkühlen 
der  Lösungen  sehr  bedeutende  Mengen  der  Körper,  mit  denen 
die  Lösung  gesättigt  werden  sollte,  abschieden.  Die  Flaschen 
wurden  nebst  einem  Thermometer,  das  ^°  zu  schätzen  erlaubte, 
in  einer  Holzkiste  in  Heu  und  Flanell  verpackt  unter  zeitweiligem 
Umschulteln  in  einem  Räume  von  möglichst  gleichmassiger  Tem- 
peratur aufbewahrt.  Nach  Ablauf  einer  geeigneten  Zeit  wurden 
gleichzeitig  je  ca.  45  ccm  der  einzeluen  Lösungen  entnommen, 
in  tarirte  Kölbchen  filtrirt  und  gewogen.  Alle  Gefässe  waren 
durch  längeres  Verweilen  in  demselben  Räume  auf  die  Versuchs- 
temperaturen gebracht. 

Die  Lösungen  wurden  dann  bei  etwa  60°  im  Luftstrome 
verdunstet  und  im  gewogenen  Rückstände  das  Nitrobenzyliso- 
benzaldoxim  im  wesentlichen  nach  der  in  den  Annalen  der 
Chemie  263,  205  angegebenen,  weiter  unten  näher  zu  beschrei- 
benden Methode,  das  Benzylisonitrobenzaldoxim  aus  der  Diffe- 
renz bestimmt. 

Um  den  häufigen  Gebrauch  der  langen  Namen  zu  vermeiden, 
soll  im  Folgenden  das  Benzylisonitrobenzaldoxim  mit  a,  das 
Nitrobenzylisobenzaldoxim  mit  ß,  das  Nitrobenzylisonitrobenz- 
aldoxim  mit  JV  bezeichnet  werden. 

Versuchsreihe  A.  /  =  9.4°. 

In  je  70  ebem  90  %  Alkohol  wurden  am  4.  Nov.  gelöst: 
I.  2.4  g  a. 
IL  4  g  ß. 

III.  Je  2.4250  g  a  und  ti. 

IV.  2.9  g  «  und  4.7  g  ß. 

V.  4.5  g  a  und  4.0  g 

Die  Lösungen  wurden  in  einem  Keller  aufbewahrt,  über 
dessen  Temperatur  die  folgende  Tabelle  Auskunft  giebt. 

r 
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6.  Nov.  früh  9.8° 

6.  »  abds.  9.8° 

7.  »  früh  9.8° 
7.  »  abds.  9.8° 
9.  »  früh  9.4° 

10.  »  »  9.4° 

10.  »  abds.  9.8° 

11.  »  früh  9.4° 


12.  Nov.  früh  9.4° 

13.  »      »  9.6° 

14.  •      »  9.6° 

15.  »  »  9.8° 
17.  »      »  10.0° 

17.  »  abds.  10.4° 

18.  *  früh  10.4° 

19.  »      »  10.4°. 


Am  11.  November  wurden  in  je  15  ccm  der  fünf  Lösungen 
der  Gesammtgehalt  an  gelöster  Substanz  bestimmt.  Die  Rück- 
stände der  Proben  III,  IV  und  V  wurden  mit  je  20  ccm  neunzig- 
procentigem  Alkohol,  der  zuvor  mit  Nitrobenzylisonitrobenz- 
aldoxim  gesättigt  war,  übergössen,  zu  III  und  IV  je  0.1  g,  zu  V 
0.21g  Paranitrobenzaldehyd  gefügt,  die  Lösungen  nahezu  zum 
Sieden  gebracht  und  mit  je  4  Tropfen  concentrirter  Salzsäure 
versetzt. 

Das  Nitrobenzylisobenzaldoxim  setzt  sich  unter  diesen  Um- 
ständen mit  dem  Nitrobenzaldehyd  zu  Benzaldehyd  und  Nitro- 
benzylisonitrobenzaldoxim  um. 

CJl4NOt  •  CH%  —  N—CH  —  C6//5  +  C%HtNOtCOH  = 


Letzterer  Körper  ist  in  Alkohol  fast  unlöslich  und  scheidet 
sich  bereits  in  der  Hitze  zum  grössten  Theile  aus. 

Nach  dem  Erkalten  (ca.  72 — 3/4  Stunde)  wurde  das  Nitro- 
benzylisonitrobenzaldoxim  auf  einem  Wnr'schen  Filter  abgesaugt, 
mit  ca.  20  ccm  neunzigprocentigem  Alkohol  (ebenfalls  milNitro- 
benzylisonitrobenzaldoxim  gesättigt)  und  dann  mit  etwas  Aether 
gewaschen,  bei  1 00°  getrocknet  und  gewogen.  Die  Verbindung 
zieht  sich  beim  Absaugen  zu  einem  äusserst  leichten  Filz  zu- 
sammen, der  sich  nach  dem  Trocknen  völlig  zusammenhängend 
vom  Filter  abheben  lässt,  so  dass  man  letzteres  nicht  mit  zu 
wägen  braucht.  Aus  der  Menge  des  Niederschlages  erhält  man 
die  Menge  des  Nitrobcnzylisobenzaldoxims  durch  Multiplikation 
mit  0.8505. 

Die  Begründung  einer  an  den  gefundenen  Wcrthen  ange- 


V/ 


CJIANOtCHt  -  N—CH  •  C6HANOt  +  CJi^COH  . 


V 
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brachten  unwesentlichen  Correctur  folgt  nach  Mittheilung  der 
Analysen. 

Da  es  sich  im  vorliegenden  Falle  um  Massenwirkungen 
handelt,  so  hHtten  eigentlich  die  in  gleichen  Volumen  der  Lösung 
enthaltenen  Mengen  der  gelösten  Stoffe  berechnet  werden  müssen ; 
da  aber  bei  den  geringen  in  Frage  kommenden  Concentrations- 
unterscbiedendiespeeifischen  Gewichte  der  Lösungen  sehr  wenig 
verschieden  sein  werden,  so  habe  ich  mich  damit  begnügt,  den 
Gehalt  in  100  Gewichtstheilen  der  Lösung  zu  berechnen. 

Lösung  I.    1  2.75  g  hinterliessen  0.1 479  g  «. 

100  Theile  enthalten  1.16  Theile  ct. 

Lösung  IL    1 1 .73  g  hinterliessen  0.2538  g. 

1 00  Theile  enthalten  2.1  G  Theile  ß. 

Lösung  III.    12.67  g  hinterliessen  0.3150  g 

und  gaben  0.1888  g  N  entsprechend  0.1606  ß 

anstatt  0.1575 
100  Theile  enthalten  2.40  Theile 
100      »  o  1.25« 

100     »  »        1.25,7  ccß=\M. 

Lösung  IV.    10.595  g  hinterliessen  0.2616  g 

und  gaben  0.1585  .V 
entsprechend  0.1348  ß     corrigirt  0.1318. 
100  Theile  enthalten  2.47  Theile 

100      o  i       1.20«    corr.  1.23       «  ^=1.52 

100  »       1.27/J      »    1.24  corr.  1.52. 

Lösung  V.    1 1 .885  g  hinterliessen  0.3538  g 

und  gaben  0.3133  <V  entsprechend  0.2665  ff 

corr.  0.2645  ß. 

100  Theile  enthalten  2.98  Theile 

100     »  i       0.74  Th.  «;  corr.  0.75  a-,tf=1.65 

400      «  n       2.24  »  ß;     »    2.23   corr.  =  1.67. 


Versuchsreihe  B.    /  =  10.4°. 
Am  18.  November  wurden  von  den  Lösungen  wieder  je 
15  ccm  entnommen  und  analysirt.  ß  wurde  dieses  Mal  auch 
in  Lösung  II  bestimmt  unter  Zusatz  von  0.25  g  Nilrohenzaldehyd. 
Lösung  I.    12.33  g  hinterliessen  0.1458  g. 

100  Theile  enthalten  1.18  a. 
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Lösung  II.    12.30  g  hinterliessen  0.2692  g 

und  gaben  0.3102  N  entsprechend  0.2638  jt 

anstatt  0.2692  ti. 

100  Theile  enthalten  2.19  ti. 


Lösung  III.    11 .82  g  hinterliessen  0.3004  g 

und  gaben  0.1790  N  entsprechend  0.1522  fi 

berechnet  0.1502//. 

1 00  Theile  enthalten  2.54 
100     »  »       1.27  a 

100      .)  »        1.27  (t  «/*=1.61. 


Lösung  IV.    1 1 .38  g  hinterliessen  0.3004  g 

und  gaben  0.1717  .V  entsprechend  0.1460  <i 

corr.  0.1 430  (i. 

100  Theile  enthalten  2  .64  Theile 

100      »  »       1.38  Th.« 

100      »  »       1  20   «  ti  1.74. 


Lösung  V.    \  2.34  g  hinterliessen  0.3754  g 

und  gaben  0.3348  V  entsprechend  0.2847  ;>' 

corr.  0.2827  p. 

100  Theile  enthalten  3.04  Theile 

100      »  »)       0.75  Th.« 

100      »  ),       2.29   »  ti  1.72. 


Am  21.  November  wurden  den  Lösungen  noch  je  20  cem 
neunzigprocentiger  Alkohol  zugesetzt.  Nachdem  bis  zur  völligen 
Lösung  erwilrmt  war,  wurden  die  Flaschen  in  einen  Raum  von 
etwas  höherer  Temperatur  gebracht,  die  allerdings  nicht  so 
constant  erhalten  werden  konnte. 


21. 

Nov.  früh  16.8° 

28.  Nov.  früh 

15.2° 

23. 

» 

»        1  5.8° 

30. 

»  » 

1 3.8° 

23. 

abds.  15.8° 

1. 

Dec.  » 

13.6° 

24. 

» 

früh  15.8° 

1. 

»    abds.  13.4° 

24. 

» 

abds.  15.8° 

2. 

.)  früh 

14.2° 

25. 

» 

frön  16.0" 

2. 

»  abds. 

13.6° 

26. 

n 

»  15.8° 

3. 

»  früh 

14.6° 

27. 

i» 

»  13.8° 

3. 

»  abds. 

14.0° 

27. 

n 

abds.  14.2° 

4. 

»  früh 

13.6° 
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Am  25.  November  wurden  wieder  Proben  analysirt.  Die 
Verdampfungsrückstände  wurden  diesmal  in  je  25  ccm  Alkohol 
(mit  X gesättigt)  gelöst,  zu  II  und  V  je  0.3  g.  zu  III  und  IV  je  0.1 5  g 
Nitrobenzaldehyd  gesetzt. 

Es  zeigte  sich,  dass  nach  viertägigem  Stehen  der  Gleich- 
gewichtszustand noch  nicht  erreicht  war,  trotzdem  gerade  in 
diesen  Tagen  die  Temperatur  sehr  gleichmässig  gewesen  war. 
Namentlich  machte  sich  dies  bei  Lösung  V  bemerkbar,  welche 
auch  bei  0°,  den  Versuchen  von  König  zufolge,  stark  abweichende 
Resultate  ergeben  hatte,  während  die  Lösungen  III  und  IV,  ent- 
sprechend ihrer  nahezu  identischen  Zusammensetzung,  hier  wie 
bei  0°  bereits  ziemlich  befriedigende  Resultate1  gaben. 

Versuchsreihe  C.  /=I6°. 

Lösung  1.    11  .79  g  hinterliessen  0.1 780  g. 

1  00  Thcile  enthalten  1  .52  g  «. 

Lösung  II.    1 1.845  g  hinterliessen  0.3271  g 

und  gaben  0.3784  X  entsprechend  0.3218/* 

anstatt  0.3271  ti. 

lOOTbeile  enthalten  2.76  .*. 

Lösung  III.     1 2.355  g  hinterliessen  0.4035  g 

und  gaben  0.2433  A7  entsprechend  0.2069  ,* 

anstatt  0.2018/*. 

100  Theile  enthalten  3.27 
100  »  1.64« 

100      »  »        1.64/*.  ff/*  =  2. 69. 

Lösung  IV.    1  1 .905  g  hinterliessen  0.3999  g 

und  gaben  0.2317  X  entsprechend  0.1971  /* 

corr.  0.19  41  /*. 

100  Theile  enthalten  3.36  Theile 
100      »  »  1.73« 

100      »  •        1.63/*.  «-/*  =  2.82. 

Lösung  V.     12.29  g  hinterliessen  0.4988  g 

und  gaben  0.4243  V  entsprechend  0.3609  {} 

corr.  0.3589/*. 

100  Theile  enthalten  4.06  Theile 
100      .  »        1.14  a 

100      »  »       2.92  ,*.  «  /*  =  3.33. 
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Am  4.  December  wurde  wieder  analysirt.  Die  Temperatur 
hatte  wahrend  der  letzten  7  Tage  mit  einer  kleinen  Ausnahme 
zwischen  43.6°  und  14.6°  geschwankt. 

Versuchsreihe  D.  /  =  14°.  (13.6  bis  1 4.6°). 

Lösung  1.    11.20  g  hinterliessen  0.1584  g 
100  Theile  enthalten  1.41  «." 

Lösung  11.    1 4 .71  g  hinterliessen  0.3042  g 

und  gaben  0.3479  .Y  entsprechend  0.295D  ß 

anstatt  0.3042  ß. 
100  Theile  einhalten  2.60/?. 

Lösung  III.    11.78  g  hinterliessen  0.35G1  g 

und  gaben  0.2083  Ar  entsprechend  0.1772  ß 

anstatt  0.1781  ß. 

100  Theile  enthalten  3.02 
100     »  »  1.51« 

100      n  »        1.51p?  «  ■  ß  =  2.28. 

Lösung  IV.    1 1 .54  g  hinterliessen  0.3569  g 

und  gaben  0.2036  Ar  entsprechend  0.1732  ß 

corr.  0.1702  ß. 

100  Theile  enthalten  3.09 
100      *  «  1.62« 

100      .  ,        1.47,*  «./y  =  2.38. 

Lösung  V.    12.11  g  hinterliessen  0.4400  g 

und  gaben  0.3866  Ar  entsprechend  0.3288  ß 

corr.  0.3268  ß. 

100  Theile  enthalten  3.63 
100     j»  »  0.93« 

100     n  „       2.70  ^  «   pf  =  2.51. 

Bevor  aus  den  Versuchen  weitere  Schlüsse  gezogen  werden 
können,  muss  die  Genauigkeit  der  Analysen  kurz  erörtert 
werden. 

Die  Bestimmung  der  Gesammtlöslichkeit  dürfte  auf  ein  bis 
zwei  Einheiten  in  der  zweiten  Decimale  genau  sein,  da  die  Wage- 
fehler  wohl  1  —  2  mg  sicher  nicht  übersteigen. 

Die  Genauigkeit  der  Bestimmung  von  ß  ergiebt  sich  aus 
den  mitgetheilten  Analysen  der  Rückstände  der  Lösungen  II 
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und  III.  Dieselben  zeigen,  dass  unter  den  eingehaltenen  Be- 
dingungen die  Bestimmungen  in  II  stets  etwas  zu  niedrig,  in  HI 
etwas  zu  hoch  ausfallen.  Auf  die  Ursachen  dieser  Erscheinung, 
welche  sich  aus  den  der  Bestimmung  zu  Grunde  liegenden  Re- 
actionen  leicht  erklären  lassen,  soll  hier  nicht  nHher  eingegangen 
werden,  da  es  sich  zunächst  nur  darum  handelt,  den  wahrschein- 
lichen Fehler  in  jedem  Falle  festzustellen. 

Zu  diesem  Zwecke  und  um  zugleich  zu  erfahren,  ob  die 
aus  Lösung  II  und  III  auskrystallisirten  Körper  dieselbe  Zu- 
sammensetzung, wie  die  in  Lösung  befindlichen  besiissen,  wurden 
die  aus  diesen  Lösungen  abgeschiedenen  Krystalle  analysirt. 

1)  Krystalle  aus  Lösung  II  ,>'). 

0.2923  g  in  25ccm  Alkohol  gelöst,  mit  0.3  g  Nitrobenz- 
aldehyd  versetzt  und  mit  4  Tropfen  Salzsaure  gefallt, 
gaben  0.3394  .V  entsprechend  0.2887  ß. 


i)  Doppelverbindung  aus  Lösung  III  abgeschieden.    F.  P. 
93 — 94°.  Analysirt  wie  unter  I),  nur  0.15  g  Nitrobenz- 

aldehyd  zugesetzt. 
0.3798  g  gaben  0.2282  A  entsprechend  0.1941 

anstatt  0.1899  ti. 

Die  Abweichungen  von  den  berechneten  Werthen  stimmen 
mit  den  gelegentlich  der  Lösliehkeitsbestimmungen  gefundene!» 
ttberein,  wie  aus  folgender  Zusammenstellung  hervorgeht. 
Lösung  II.  Differenz: 
Reihe  B.    —  5.4  mg  j 

n    C.    — 5.3  »    I      Mittel  — 6.4  mg:  nach  Aus- 
»    D.    —8.3  »    ( merzung  des  WerthesD  —4.8mg. 
Versuch  1)    —  3.7  n  | 

Lösung  HL  Differenz: 
Reihe  A.    +  3.<  mg  j 

l    C    +51  !  Mittel  4- 2  8 mg.  Nach 

D     —0  9»     I   Ausmerzung  von  D -f  3.6  mg. 

Versuch  2)    +4.2  » 

Abweichung  vom  Mittel  im  extremen  Fall  4.5  mg,  in  den 
Übrigen  höchstens  t.6  mg. 
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Um  auch  Uber  den  wahrscheinlichen  Fehler  bei  der  Analyse 
der  Rückstände  der  Lösungen  V  ein  Urtheil  zu  gewinnen,  wur- 


den zwei  Gemische  von  deren  Zusammensetzung  analysirl. 

3)  0.3043  g  ß  und  ÖJg«  in  25  cem  Alkohol  gelöst.  Nitro- 


Auf  Grund  dieser  Resultate  sind  von  den  gefundenen 
Werthen  von  ß  in  den  Lösungen  V  2  mg  in  Abzug  gebracht,  in 
den  Lösungen  IV,  die  in  ihrer  Zusammensetzung  von  den  Lö- 
sungen III  kaum  abweichen,  3  mg. 

Die  corrigirten  Werthe,  die  bei  der  Berechnung  von  «  •  ff 
benutzt  sind,  dürften  nur  ausnahmsweise  um  mehr  als  2  mg 
falsch  sein,  die  Löslichkeit  von  ß  demnach  bis  auf  zwei  Einheiten 
der  zweiten  Decimale  richtig  bestimmt  sein.  Die  Werthe  für  die 
Löslichkeit  von  er  sind  aus  der  Differenz  bestimmt.  Da  sich  die 
Fehler  hier  summiren  können,  so  sind  in  ungünstigen  Fällen 
Fehler  von  3  —  4  Einheiten  der  zweiten  Decimale  zu  erwarten. 

Die  Werthe  von  et  •  ß  dürften  sonach,  soweit  analytische 
, Fehler  in  Frage  kommen,  bis  auf  höchstens  etwa  fünf  Einheiten 
der  zweiten  Decimale  genau  sein. 

Wie  aus  der  folgenden  Tabelle  hervorgeht,  übersteigt  die 
Abweichung  der  Producte  «  •  ß  von  einander  diese  Werthe 
wesentlich;  doch  kommt  hier,  abgesehen  von  den  analytischen 
Fehlern  in  Betracht,  dass  der  Eintritt  des  Gleichgewichtes  sehr 
lange  Zeit  in  Anspruch  nimmt,  theoretisch  sogar  unendlich 
lange  Zeit,  und  dass  es  nicht  möglich  war,  die  Temperatur  auf 
längere  Zeit  völlig  constant  zu  erhalten.  Eine  Schwankung  der 
Temperatur  von  1°  aber  bedingt  eine  Aenderung  des  Productes 
a  •  ß  von  etwa  1  x/2  Einheiten  in  der  ersten  Decimale.  Man  darf 
daher  wohl  annehmen ,  dass  das  Gesetz  a  •  ß  =  const.  in  erster 
Annäherung  als  gültig  erwiesen  ist. 


benzaldehyd  0.3  g. 
Gefunden  0.3594  AT 
entspr.  0.3056  ,V 


Diff.  +  1.3  mg. 


4)  0.2904  g/tf  und  0.1  g  a. 
Gefunden  0.3456  N 
entspr.  0.2939  ß 


Di  IT.  +3.5  mg. 
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Nr. 

Reili«?  A.  t  = 

:  9.4° 

Reihe  B.  t  = 

10.4° 

Reihe  D.  t  =  U° 

« 

ß 

«  •  ß 

« 

i* 

«  •  ^ 

a 

a  •  , V 

III. 

1.25 

1.25 

1.56 

1.27 

1.27 

1.61 

1.51 

1.51 

2.28 

IV. 

1.24 

1.52 

1.38 

1.26 

1.74 

1.62 

1.47 

2.38 

0.75 

2.23 

1.67 

0.75 

2.29 

1.72 

0.93 

2.70 

2.51 

Die  erhaltenen  Zahlen  bieten  aber  in  anderer  Beziehung 
etwas  Auffälliges.  Alle  Versuchsreihen  zeigen  nämlich  überein- 
stimmend ,  dass  das  Bcnzylisonitrobenzaldoxim  («)  in  reinem 
Alkohol  schwerer  löslich  als  in  Gestalt  der  Doppelverbindung, 
während  bei  allen  bisher  bekannten  Doppelverbindungen  die 
Löslichkeit  des  am  schwersten  löslichen  Bestand theiles  geringer 
ist,  als  dessen  Löslichkeit  für  sich  allein.  Diese  Erscheinung 
würde  sich  durch  die  Annahme  erklären  lassen,  dass  die  Doppel- 
verbindung in  der  Lösung  nicht  vollständig  dissoeiirt  ist.  Voraus- 
gesetzt, dass  die  Dissociationstendenz  der  Doppel  Verbindung 
gross  genug  ist,  um  dies  zu  gestatten,  würde  sich  die  Lösung 
mit  freiem  Benzylnitrobenzaldoxim  sättigen  und  es  würde  dann 
noch  diejenige  Menge  hinzukommen,  welche  in  Form  der  nicht- 
dissoeiirten  Doppelverbindung  löslich  ist.  Die  directen  Molekular- 
gew ich tsbestimmungen  gestatten  nicht,  diese  Frage  zu  entschei- 
den. Wenn  auch  die  etwas  zu  hoch  gefundenen  Zahlen  für  die 
Annahme  grösserer  Molekularcomplexe  sprechen,  so  liegen  die 
Abweichungen  doch  innerhalb  der  Versuchsfehler.  Doch  dürften 
sich  aus  den  Löslichkeitsbestimmungen  selbst  Schlüsse  in  dieser 
Richtung  ziehen  lassen.  Wäre  die  Doppel  Verbindung  in  der 
Lösung  vollständig  dissoeiirt,  so  sollte  man  annehmen,  dass 
wenn  einer  der  Bestandteile  im  Ueborschusse  vorhanden  ist, 
sich  dieser  in  der  Lösung  in  derselben  Menge  befände,  wie  in 
reinem  Alkohol.  Ist  aber  ein  Theil  der  Doppelverbindung  in 
nichtdissociirlem  Zustande  in  der  Lösung  vorhanden,  so  sollte 
die  Lösung  erstens  die  Menge  des  betreffenden  Bestandteiles 
enthalten .  welche  der  nichtdissoeiirten  Doppelverbindung  ent- 
spricht und  zweitens  diejenige  Menge,  welche  in  reinem  Alkohol 
löslich  ist.  Man  würde  also  die  in  ersterer  Form  vorhandene 
Menge  eines  jeden  Bestandtheiles  finden,  wenn  man  die  in 
reinem  Alkohol  lösliche  Menge  desselben  von  der  Menge,  welche 
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sich  in  der  Lösung  der  Doppelverbindung  befindet,  abzieht,  vor- 
ausgesetzt, dass  der  betreffende  Bestandteil  im  Uebcrschuss 
vorhanden  ist.  Hierfür  bietet  jede  Versuchsreihe  zwei  Paare 
von  Daten. 

Die  in  Gestalt  der  nichtdissociirten  Doppelvcrbindung  ge- 
löste Menge  von  «  findet  man  aus  «iv  —  <*i '),  die  entsprechende 
Menge  von  ti  aus  ßy  —  ßu . 

Die  gefundenen  Mengen  von  «  und  ß  müssen,  da  die  Doppel- 
verbindung gleiche  Mengen  der  isomeren  Bestandtheile  enthält 
natürlich  gleich  sein,  und  ihre  Summe  stellt  die  Lösliehkeit  der 
nichtdissociirten  Doppelverbindung  in  Alkohol  dar. 

Im  vorliegenden  Falle  erhalt  man  auch  aus  am  —  «1  das- 
selbe Resultat,  d.  h.  es  ist  in  der  Lösung  der  reinen  Doppel- 
verbindung neben  der  als  Doppel  Verbindung  gelösten  Menge 
von  «  ebenso  viel  davon  enthalten,  wie  in  der  Lösung  in  reinem 
Alkohol.  Es  ist  das  der  Maximalwerth,  welcher  nur  dann  er- 
reicht werden  kann,  wenn  die  Dissociationstendenz  der  Doppel- 
verbindung gross  genug  ist,  um  dies  zu  gestatten. 

Die  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Werthe 
stimmen  in  Anbetracht,  dass  sich  hier  alle  Versuchsfehler  sum- 
miren,  so  gut  «herein,  dass  man  der  gemachten  Annahme  einige 
Wahrscheinlichkeit  zuerkennen  möchte. 


Versuchs  reih 

«iv  =  1.23  ßy  =  2.24 
«i  =1.16  ^„=2.16 

0.07  "0.08" 

Reihe  B. 

«IV  =  1.38  /fv=2.29 
«!  =1.18  ,*n=2.19 


e  A. 

Mittel    Löslichkeit  der  Dop- 
polvcrbiiidung  =  cf. 

0.08  0.16 


cm  =  1.25 
«i  =1.16 

Diff.  O.OlT 

«In  =  i  .27 
cti  =1.18 

0.09 


0.20 


0.10  0.13 


0.26 


Reihe  D. 

am  =  1.51  aiv  =  1.62  £v=2.70 
«!  =1.41    ai  =1.41  £„=2.60 

0.10  0.21  0.10    0.13  0.26 


i)  Die  Zahlen  bedeuten  die  Nummern  der  Lösungen. 
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Die  entsprechenden  Werthe  der  Reibe  C,  bei  der  der  Gleich- 
gewichtszustand noch  nicht  erreicht  war,  sind: 

0.12  0.21  0.16    0.16  0.32 


Hieraus  Wörde  sich  ergeben,  dass  die  Doppel  Verbindung  in 
der  alkoholischen  Lösung  nur  zu  90— 93#  dissoeiirt  ist. 

In  diesem  Falle  kann  man  aber  in  der  Gleichung  ]*  =  wt  •  u% 

K 

für  u{  und  vt  nicht  die  direct  gefundenen  Mengen  von  a  und  fi 
einsetzen  und  ferner  nicht  ohne  weiteres  u,  die  Menge  der  nicht- 
dissoeiirten  Doppelverbindung,  als  constant  in  Rechnung  bringen. 
Im  vorliegenden  Falle  aber  ist  die  gelöste  Doppelverbindung 
stets  in  Berührung  mit  der  im  festen  Zustande  abgeschiedenen; 
ihre  Menge  muss  also,  wie  die  einer  jeden  Substanz  in  ihrer  ge- 
sättigten Lösung,  bei  constanter  Temperatur  constant  sein.  Um 
die  Mengen  von  w4  und  m,  ,  deren  Product  constant  sein  soll,  zu 
finden,  muss  man  von  den  für  er  und  pf  gefundenen  Mengen  die 

nichtdissoeiirten  Antheile  ,  die  sich  aus  vorstehender  Tabelle 
ergeben,  abziehen. 

Reihe  A3   t  =  9.4°. 


Nr. 

J 

>-\ 

III. 

0.16 

1.17 

1.17 

1.37 

IV. 

1.16 

1.15 

1.16 

1.33 

V. 

1.16 

0.67 

t.15 

1.44 

Reihe  B. 

/  =  10.4 

• 

III. 

0.26 

1.14 

1.14 

1.30 

IV. 

0.26 

1.25 

1.13 

1.41 

V. 

0.26 

0.65 

2.19 

1.34 

Reihe  D.  /  =  14° 

111. 

0.26 

1.38 

1.38 

1.90 

IV. 

0.26 

1.49 

1.34 

1.90 

V. 

0.26 

0.H0 

2.06 
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Die  so  erhaltenen  Resultate  sind  in  der  Tabelle  Seite  4  3 
zusammengestellt.  Die  Uebereinslimmung  der  Producte  ist  etwas 
besser,  als  ohne  diese  letzte  Correctur.  Vor  Allem  aber  unter- 
scheiden sich  die  Zahlen  dadurch  vortheilhaft  von  den  in  der 
uncorrigirten  Tabelle  gegebenen,  dass  sich  die  Abweichungen 
vom  Mittel  unregelmässiger  auf  die  einzelnen  Versuche  vertheilen, 
und  demnach  wahrscheinlich  auf  Versuchsfehler  zurückzuführen 
sind. 

Ich  bin  damit  beschäftigt,  die  Pikrate  des  Napbtalins  und 
des  Phenanlrens  unter  denselben  Gesichtspunkten  zu  unter- 
suchen. 

Leipzig,  I.  chemisches  Laboratorium  der  Universität. 

U.  Januar  1892. 
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M.  Kraasa,  Ueber  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung, deren  Coefficienten  doppeltper indische  Functionen  sind.  I. 

In  einer  Reihe  von  Arbeiten ')  sind  diejenigen  Differential- 
gleichungen untersucht  worden,  deren  Integrale  beide  doppelt- 
periodische  Functionen  sind.  Insbesondere  hat  sich  die  Unter- 
suchung auf  die  Differentialgleichungen  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung bezogen.  Diese  Gleichungen  stellen  den  allgemeinen  Fall 
derjenigen  Gleichungen  dar,  deren  Coefficienten  eindeutige  dop- 
peltperiodische Functionen,  deren  Integrale  uniforme  Func- 
tionen sind.  Es  möge  in  Bezug  hierauf  auf  einige  Arbeiten  der 
Herren  Picard*)  und  Floqlet3)  verwiesen  werden.  Daneben 
aber  giebt  es  Fälle,  in  denen  nicht  sämmtliche  Integrale  doppelt- 
periodische  Functionen  sind.  Zu  der  Betrachtung  derselben 
wenden  wir  uns  jetzt  und  zwar  beschränken  wir  uns  zunächst 
auf  Differentialgleichungen  zweiler  Ordnung.  Es  sollen  damit 
die  Lücken  ausgefüllt  werden,  die  in  den  früheren  Arbeiten, 
wie  schon  daselbst  bemerkt,  geblieben  sind.  Es  sollen  nun  zu- 
nächst eine  Reihe  nothwendiger  Bedingungen  dafür  aufgestellt 
werden,  dass  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 
eine  uniforme  Function  sei.  Die  Betrachtungen  sollen  nicht  in 
der  allgemeinsten  Form  angestellt  werden,  jedoch  so,  dass  die 
allgemeinsten  Resultate  unmittelbar  in  derselben  Weise  ent- 
wickelt werden  können.  Soweit  dem  Verfasser  bekannt,  sind 
diese  Resultate  in  der  vorliegenden  Form  neu. 

1)  Siehe  diese  Berichte,  Sitzung  vom  3.  Marz  1890,  7.  Juli  1890, 1. !)<•- 
cember  «890,  2.  Februar  1894,  8.  Juni  1891,  7.  December  1891. 
t   Khonkckkr's  Journal,  Band  90. 
3.i  Annales  de  Pecole  normale,  1883.  1884. 
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Dann  wird  dazu  übergegangen,  ftlr  einzelne  Gleichungen 
die  Ausnahmeniii e  zu  untersuchen.  Den  ersten  und  wichtigsten 
Platz  nimmt  hierbei  die  LAHfi'sche  Differentialgleichung  ein. 
Dieselbe  ist  nach  der  angegebenen  Richtung  hin  im  einfachsten 
Falle  von  Herrn  Fuchs1),  im  allgemeinen  Falle  von  Herrn  Her- 
mite-)  untersucht  worden,  abgesehen  von  der  alteren  Literatur 
Uber  diesen  Gegenstand.  Hier  soll  nun  der  Gang  der  Unter- 
suchung ein  anderer  wie  bei  Herrn  Herhite  sein.  Es  liegt  das 
an  dem  Ausgangspunkt.  Bei  den  sämmtlichen  bisherigen  Be- 
trachtungen ist  die  Produclform  der  Integrale  zu  Grunde  gelegt 
worden.  Dies  wird  hier  beibehalten,  wahrend  Herr  Herhitk 
von  der  Summendarstellung  ausgeht.  Daneben  finden  sich 
einige  Untersuchungen  vor,  auf  die  Herr  Hkrhite  überhaupt 
nicht  eingegangen  ist.  Als  zweites  Beispiel  wird  die  FicAun'sche 
Gleichung  gewählt,  die  nach  der  angegebenen  Richtung  hin 
noch  nicht  untersucht  worden  ist. 

Einfache  Ableitung  einiger  bekannter  Formeln. 

Bei  einer  anderen  Gelegenheit^  ist  von  dem  Verfasser  eiue 
einfache  Methode  angegeben  worden,  wie  doppeltperiodische 
Functionen  dritter  Art  durch  Primfunctionen  dargestellt  werden 
künnen.  Als  specieller  Fall  ergiebt  sich  die  HermitkscIic  Dar- 
stellung der  Functionen  zweiter  Art  und  zwar  können  wir  hier- 
bei in  folgender  Weise  schliessen. 

Die  Function : 

(t )      f[v  =  #f  [v  —  >>,  ;•      (r  —  vt)  .  .  •  &t  (v  —  <r,J  <'kw 

ist  eine  ganze  transcendente  doppeltperiodische  Function  dritter 
Art  von  der  Ordnungszahl  n.    Die  Functionen  : 

sind  von  derselben  Art  und  leisten  überdies  denselben  Bedin- 
gungsgleichungen Genüge,  wenn 

v  =  vt  +  vt  H  h  vn  —  a{  —  ai  ~  un 

1)  Comples  rendus,  turne  85,  pag.  947. 

a.i  Sur  quelques  sqiplications  des  fonclions  ellipliques.  Paris  4H85. 
S)  Math.  Aniiulen,  Hand  30. 
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gesetzt  wird.  Hierher  sind  die  Grössen  «,  •  •  •  an  von  einander 
nach  dem  Modul  in  +  m{  r  verschieden,  im  Uebrigen  aber  will- 
kürlich. Nehmen  wir  die  Annahme  hinzu,  dass  v  verschieden 
ist  von  mi  -f-  mi,  r,  so  folgt,  dass  die  n  neuen  Functionen  von  ein- 
ander verschieden  und  linear  unabhHngig  sind.  Unter  solchen 
Umständen  erhalten  wir  die  Darstellung : 

(*)  /»-^«vM»)  • 

I 

In  ähnlicher  Weise  ist  zu  verfahren,  wenn  mehrere  der  Grössen 
a  einander  gleich  sind. 

Werden  s  der  Grössen  gleich  at ,  so  haben  wir  zu  dieser 
Stelle  die  s  Grössen  in  Betracht  zu  ziehen : 

&x  ;r  _  at)s  .  ^(,_ „j  •  •  •  ;)  ,    (7  =  0,  1  . 

Führen  wir  noch  an  Stelle  der  Argumente  der  Thetafunctionen 
die  Argumente  der  elliptischen  Functionen  ein,  so  erhalten  wir 
das  bekannte  ÜERMiTB'sche  Resultat: 

[  <f[w)  = 

\jSr  [A> '  <Pr  [«>)  +  4  ■  +  •  •  +  V. '  "  rf^-T-,  J. 

wobei  gesetzt  ist : 

\    <PrW-     ^(„_ar)     ^  ' 

wo  die  Summe  nach  r  über  alle  von  einander  verschiedene  Wur- 
zeln des  Nenners  zu  erstrecken  ist  und  s  angiebt,  wievielfach 
die  Wurzel  ar  ist.    Die  Coefficienten  A0J  AK ,  •••  As_{  sind  in 
der  bekannten  Weise  zu  berechnen. 
Die  Resultate  werden  falsch,  wenn : 

v  =  0  mod  m-\-mKx 

ist. 

Nehmen  wir  jetzt  diesen  Specialfall  und  machen  zunächst 
die  Annahme,  dass  die  Grössen  a, ,  a, ,  •  ■  •  an  alle  von  einander 
verschieden  sind,  so  wollen  wir  die  Grössen  in  Betracht  ziehen: 

Math  -ptay«.  CIum.  \W2.  2 
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Die  Anzahl  dieser  Functionen,  die  auch  ihrerseits  ganze  trans- 
cendente  Functionen  sind,  ist  dann  gleich  n.  Einzeln  leisten 
dieselben  nicht  den  nämlichen  Gleichungen  Genüge,  wie  die 
ursprünglich  zu  Grunde  gelegte  Function,  wohl  aber  thut  es  die 
Summe : 

»,  [v  -«,)•■  -  »,  («,  -  ojJV  «V  •  •  «*« , 

*m         &{  it.?  —  ar) 

vorausgesetzt,  dass  die  Grössen  cr  der  Bedingungsgleichung  Ge- 
nüge leisten : 

Es  bleiben  also  n  —  \  der  Grössen  cr  willkürlich,  so  dass  wir 
eine  Function  mit  n  —  \  willkürlichen  Gonstanten  erhalten,  die 
denselben  Gleichungen  wie  die  ursprüngliche  Genüge  leistet. 
Zu  ihnen  kommt  noch  die  Function: 

*,(t>-a,)  ■  ■  ■        -  a„)e^ 

hinzu,  so  dass  wir  die  Darstellung  erhalten : 

I  m = 

(8)  J-*.(— J^(f.+^cr.J;J.^). 

Aehnlich  ist  der  Fall  der  gleichen  Wurzeln  zu  behandeln.  Wir 
erhalten  das  Resultat  von  Mittag-Lbfflbr  1  j : 

(6)  <p(w)  -  c0  •*»+2!(A,-'Pri«>)+  ■  ■  +  A'-fjJs-"))  . 
wobei  jetzt  gesetzt  ist: 

und  die  Grössen  A0  •  •  •         der  Gleichung  Genüge  leisten; 

2(^  +  Ai    l  +       +  am-i  •^-•)e-^  =  0  . 

Für  manche  Betrachtungen  empfiehlt  es  sich,  die  Wbibrstrass- 
schen  Functionen  .1  la  [w]  einzuführen. 

1)  Comptes  rendus,  26  Janvier  4880,  siehe  auch  Steenbbrg  :  Sur  uu 
cas  special  de  l'öquation  de  Lame,  Acta  raathematica  Band  i  0. 
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Wir  setzen : 

(9)  i</aM=  *°        ,    «  =  0,2,3. 

Wir  können  mit  den  Functionen  AI  (tu)  dann  ähnlich  wie  mit 
den  Thetafunctionen  operiren  und  erhalten  die  Darstellung: 

(10)  <p(w)  =  ct  ■  *»>+2[At.9r[w)+.--  +  A,_  rf'jy]  , 

wobei  die  Grössen  A  einer  ahnlichen  Bedingung  wie  vorhin  Ge- 
nüge leisten  und  cpr  (w)  gesetzt  ist  gleich : 

Hierbei  ist  bekanntlich : 

(PlozA^jw)  \ 


d w*  sn*  w 

Setzt  man  in  diesen  Pormeln  l  =  0 ,  so  ergiebt  sich  die  be- 
kannte Summendarstellung  der  gewöhnlichen  doppeltperiodi- 
schen Functionen. 


§2. 

Ableitung  von  Bedingungen,  denen  die  doppeltperiodischen  Coeffl- 
cienten  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  Genfige  leisten 
müssen,  damit  das  Integral  eine  uniforme  Function  sei. 

In  früheren  Arbeiten  sind  in  einer  Reihe  von  Fällen  die 
hinreichenden  und  nothwendigen  Bedingungen  für  die  doppelt- 
periodischen  Coefficienten  einer  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  aufgestellt  worden ,  damit  beide  Integrale  doppelt- 
periodische Functionen  sind. 

Es  soll  nun  versucht  werden,  unter  der  Annahme  eines 
uniformen  allgemeinen  Integrales  analoge  Bedingungen  abzu- 
leiten. Es  hat  gar  keine  Schwierigkeit,  das  Problem  in  seiner 
allgemeinsten  Form  zu  lösen.  Um  aber  möglichst  einfache  Be- 
trachtungen zu  erhalten,  wollen  wir  specialisiren.    Die  Diffe- 
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rentialgleichungen  können  nach  der  Ordnung  und  der  Zahl  der 
Unendlichkeitspunkle  ihrer  Integrale  eingetheilt  werden,  ferner 
nach  der  Zahl  der  sonstigen  Unendlichkeitspunkle,  die  in  den 
Coefficienlen  auftreten.  Wir  wollen  nun,  wie  schon  bemerkt, 
bei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  bleiben  und  ferner 
annehmen,  dass  das  allgemeine  Integral  nur  zwei  Unendlich- 
keilspunkte besitze  und  zwar  die  beiden  Punkte 

w  =  iK'    und    w  =  —  a  -\-  i k  '  , 

wobei  der  erstere  von  der  Ordnungszahl  w,  ,  der  zweite  von  der 
Ordnungszahl  n,  sein  möge.  Die  Zahl  der  übrigen  Unendlich- 
keitspunkte in  den  Coefticienten  möge  einstweilen  beliebig  und 
zwar  gleich  m  sein.  Dann  folgt,  dass  ein  Integral  sicher  die 
Form  haben  muss: 

es  folgt  ferner,  dass  in  dem  Coefficienlen  von  ^  Cp  ^  nur  Unend- 

a  w 

lichkeitspunkte  erster  Ordnung,  in  dem  Coefficienten  von  <p  [w) 
nur  Unendlichkeitspunkte  zweiter  Ordnung  vorkommen  können. 
Hieraus  ergiebt  sich  leicht  als  allgemeinste  Form  der  möglichen 
Differentialgleichungen : 

wobei  gesetzt  ist: 

(3)  fx  (w)  =  c,  +  c4  •  k*  •  sn  w  •  sn(w  -f-  a)  -\- 


m 


c/x+t  •  p ' snw ' sn  (w  +  flp)  * 

i 

(4)  ft  (w)  =  c[  +  c't  •  k*  •  sn  w  -  sn  (  w  -f-  a)  + 

4-  Cj  •  A*  •  sn*  w  -f-  c4'  •  k*  •  sn*  [tv  -j-  a) 

m 

+^*ciM+4  •  /»*  •  sn  w  ■  sn  [w  -f-  ßp)  • 
i 

Es  folgt  dann  leicht,  dass  die  sämmtlkhen  Grössen : 


... 


sna  '  sn^4  '  sn// 
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ganze  Zahlen  sein  müssen  und  zwar  mit  Ausnahme  der  ersten 
ijanze  positive  Zahlen. 

Wir  wollen  den  Beweis,  der  auf  mehrfachem  Wege  gegeben 
werden  kann,  nur  für  die  Grössen         geben.    Der  Punkt: 

w  =  —  ^  -f-  ih' 

ist  kein  Unendlichkeitspunkt  der  Integrale,  folglich  müssen  die 
letxteren,  von  einem  constanten  Factor  abgesehen,  um  diesen 
Punkt  herum  sich  darstellen  lassen: 

1  +  BK  •  e  +  Bt  •  e*  H  . 

Setien  wir  diesen  Ausdruck  in  die  Differentialgleichung  ein,  so 
erhallen  wir  eine  Reihe  von  Gleichungen,  die  der  Reihe  nach 
die  Bestimmung  der  Grössen  ß,,  //,,  •  •  •  liefern.  Diese  Be- 
stimmung darf  keine  eindeutige  sein.    Hieraus  folgt  ähnlich, 

c 

wie  in  früheren  Arbeiten,  dass    ft+*   eine  positive  ganze  Zahl 

sn  rfp 

sein  muss.  Wir  wollen  uns  der  einfacberen  Bezeichnung  wegen 
an  Stelle  von  c4,  c3  etc.  gesetzt  denken:  c4  •  sn«,  c3  -  sn fi,  etc. 

Ferner  kann  gezeigt  werden,  dass  die  Zahl  der  Punkte  fi„ 
eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreiten  kann.  Wir  wollen  dazu 
das  zweite  Integral  bilden.  Nennen  wir  das  erste  yK ,  so  ist 
das  zweite : 

Vi 

Zur  Bildung  von : 

—  fft[w)  die 

beschränken  wir  uns  zunächst  auf  ein  Glied  von  (\  >  ),  nämlich : 

c,  •  k*  ♦  sn  a  •  sn  ic  .  sn  (w  -f-  a)  , 

dann  wird  der  entsprechende  Theil  des  Integrales  gleich: 

fsn*ic-cua  -dna-l-sn/r-cnn -dnw  sna  . 

-  k*  •  sn«  •  c4  /  n  5  -t  d  w  = 

*«/  1  —  Ii  •  sn*«  •  an*  ic 

fsn*ir  •  cna  •  dn«  •  die 

—  k*  •  sna  •  t-  /  -  n  5  5  h 

V  \  —  k*  •  sn*a  •  sn*  w 

-f-  ic»  •  log(4  —  A*  •  sn*a  •  &n*ic)  . 
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Das  erste  Integral  ist  aber  das  dritte  Normalintegral,  also  er- 
halten wir: 

4-  Je,  •  log  (1  —  k*  •  sn*a  •  sn'u?) 

oder  also : 

C»   W        da      +  c*l0&     #o(t>)        #o(«)  ' 
da  die  Formel  besteht : 

*S  •     («  4-  o)  •  *0  (v  -  a)  =  #0  (ü)  •  •     (a)  •  -     M«  •  &t  (a)*  . 
Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  als  Werth  von 

e-ff,(w)dw 

den  Ausdruck: 

/       _  dlog*0(a)      y  dlog^o(V\  m 

L  ^oW  '^o(«)JyiL  s0M  ^o^)J 

Hieraus  folgt,  dass 

eine  doppeltperiodische  Function  zweiter  Art  ist,  wie  es  auch 
die  allgemeine  Theorie  lehrt. 

Ferner  folgt,  dass  die  Function  als  einzige  Unendlichkeits- 
punkte die  beiden  Punkte  : 

to  =  iK'       und       w  =  —  a  +  i K' 

besitzen  kann  und  zwar  diese  höchstens  von  den  resp.  Ord- 
nungen £n(  und  2wt  . 

Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  nun,  deren  Inte- 
grale y%  und  yt  sind  lautet : 

y   y4  y% 
y'  y{  y't  =  o 

y" 


oder 
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wobei  gesetzt  ist : 

=        —  &  > 

R  =  yl'tt->A"A, 

Eine  leichte  Rechnung  zeigt  die  Richtigkeit  der  Relationen : 

p=e-ffi'w)dw, 

Aus  den  vorhin  gemachten  Bemerkungen  folgt  dann,  dass  die 
Nullpunkte  von  P  die  einzigen  Unendlichkeitspunkte  sind,  die 

2 
p 

ausser  den  Punkten  w  =  iK'  und  w  =  iK'  —  a  noch  besitzen 
kann.   Die  Anzahl  derselben  ist  aber  höchstens 

2n,  -f2n4  =  2n  . 

Wir  finden  somit  das  Resultat,  dass  ausser  den  Unendlichkeits- 
punkten der  Integrale  in  den  Coefficienten  höchstens  2  n  andere 
Unendlichkeitspunkte  vorkommen  können. 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  halber  an ,  dass  nur  ein  wei- 
terer Unendlichkeitspunkt  vorkomme,  nämlich  w  =  —  ß-\-iK' , 
bemerken  aber  nochmals,  dass  im  allgemeinen  Falle  die  Betrach- 
tungen ganz  analog  angestellt  werden  können. 

Die  Differentialgleichung  wollen  wir  in  diesem  Falle 
schreiben : 

,i\  d*w{w)      r  ,  .  d(p(w)        ,     r,  \ 

{fK  (w)  =  ct  -f  c,  •  k*  •  sna  •  sn  w  sn(w  4-  a)  -f- 
-h  c,  •  k*  •  snß  •  sn  w  •  sn(w     ß)  , 

(9)  I  c4  -f-  cs  •    •  sn«;  •  sn (w  +  or)  +  ce  •  /i*  •  snw  •  sn(«;  -+-/?)  -f- 

I  c,  •  /c*  •  sn*  w  +  cg  •  k*  •  sn*  fio     a)  . 

Das  zweite  Integral  nimmt  die  Form  an : 
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(*<>)  <A=yJe 

J  Vk 

l\v)-*Ml  L  V1.*,(6)J  • 

Da  nun  das  zweite  Integral  dieselben  Unendlichkeitspunktc  wie 
das  erste  besitzen  soll,  so  folgt: 

\)  c3  mim  positiv  sein,  ivus  schon  auf  anderem  Wege  be- 
w iesen  wur\ 

2)  ct  muss  die  Werlhe  annehmen  —  2;i4,  —  2«,  +  1  ,  •  •  • 

o,  i,  •  •  •  ; 

3)  ct  +  r,  mtm  kleiner  oder  gleich  2//4  sc/h. 

Die  Function  innerhalb  des  Integralzeichens  können  wir 
schreiben : 

v  ( /r  =  6'*.  w  •  h  »  —  •  ■  

wobei  der  Werth  von  A,  nicht  naher  hingeschrieben  zu  werden 
braucht.  Die  noch  fehlenden  Bedingungen  dafür,  dass  das  zweite 
Integral  eine  uniforme  Function  sei ,  können  dann  leicht  dahin 
aufgestellt  werden,  dass  die  Coefficienten  von: 

(r  +  *V)- 

in  der  Entwicklung  von  /(w)  nach  Potenzen  von  (v  -f-  vr) 
siimmtlich  verschwinden,  oder  also,  dass  die  Gleichungen  be- 
stehen : 

III  d   t   >    \    *i{»  +  *r)*  **>r)  \ 

1      '  dw\*k    '         &0{lf  ,v  =  —  >'r 

Hier  treten  nun  die  Entwickelungen  des  ersten  Paragraphen 
ein,  so  weit  sie  sich  auf  die  Summendarstellung  doppcltpcrio- 
discher  Functionen  beziehen.  Im  Allgemeinen  wird  die  Fune 
tion  unter  dem  Integralzeichen  eine  doppeltperiodische  Function 
zweiter  Art  von  der  gewöhnlichen  Form  sein.  Sie  nimmt  die 
MiTTAG-LBFFLER'sche  Form  an,  wenn  die  Gleichung  besieht . 

(12a)      a  •  ct  +  b  •  r3  =  2  [vA  -+-  v%  +  h  »'»  —  «)  , 

sie  wird  zu  einer  doppeltperiodischen  Function  erster  Art,  wenn 
überdies : 

(12  b)  ^  =  0 
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ist.  Uerr  Picard  zeigt,  dass  in  den  beiden  ersten  Fällen  das 
zweite  Integral  wiederum  eine  doppeltperiodische  Function  ist, 
im  dritten  dagegen  nicht.  Die  hierbei  auftretenden  Formeln 
folgen  unmittelbar  aus  den  Resultaten  des  ersten  Paragraphen 
und  brauchen  daher  nicht  aufgestellt  zu  werden. 


§3. 

Die  Lame'sche  Differentialgleichung.  Discnssion  der  Ausnahmefälle 

für  n  =  1  und  n  =  2. 

Die  LAMB'sche  Differentialgleichung  entsteht,  wenn  wir  die 
Bedingung  festsetzen,  dass  das  Integral  den  Punkt  w  =  ik  '  als 
alleinigen  Unendlichkeitspunkt  «tor  Ordnung  besitzt,  wahrend 
die  Coefficienten  keinen  weiteren  Unendlichkeitspunkt  besitzen. 
Als  Form  derselben  ergiebt  sich: 

(1)  =c/»M:r,  +  r|.Ä-«.sn««:]  . 

Nun  lehrt  die  allgemeine  Theorie,  dass  das  allgemeine  Integral 
dieser  Gleichung  die  Form  hat : 


</>!«')  =c.   ','  ,     '  SLc*w-{- 

»,(<<  +»,)■  •■».('■  +  "n) 


wobei  die  Grössen  r  und  A  in  gewisser  Weise  zu  bestimmen  sind. 

Hieraus  folgt  dann  ohne  jede  Schwierigkeit,  dass  der  Aus- 
nahmefall dann  und  nur  dann  eintreten  kann ,  wenn  die  beiden 
parliculären  Integrale  zusammenfallen,  oder  also  wenn  die  Aus- 
drücke 

^  >'  +  >',)  •  •  •  [v  +  vn)  und  [v  —  vx)  •  •  •  (t>  —  f„) 
dieselben  Nullstellen  besitzen,  wenn  überdies 

/  =  0 

ist. 

Hierbei  folgt  zunächst  leicht,  dass  die  Grössen  vK  •  •  •  vn 
von  einander  verschieden  sein  müssen.  In  der  That,  wäre  das- 
selbe nicht  der  Fall,  so  möge  sich  (p(w)  in  die  Form  bringen 
lassen : 


Digitized  by,Google 


26  M.  Krausb, 

Differentiircn  wir  dann  die  Differentialgleichung  links  und  rechts 
1  —  2  mal,  so  wird  die  rechte  Seite  für  v  =  —  v  der  Null  gleich, 
die  linke  also  auch  d.  h.  es  müsste  die  Gleichung  bestehen : 

was  nicht  möglich  ist. 

Ehe  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Falle  übergehen ,  wollen 
wir  die  einfachsten  Fälle  für  sich  betrachten  und  zwar  zunächst 
den  Fall  n  =  \.  In  ihm  kommt  das  Problem  darauf  hinaus 
zu  untersuchen,  wann 

ist.   Offenbar  sind  drei  Fälle  möglich, 
I)  «,  =  0  , 

II)  = 
III)  a>t=A'+iA". 
Im  ersten  Falle  wird  das  erste  Integral : 

(3)  ;/,=sn«<;, 
das  zweite  also : 

r  dw  Al[[w) 
y.  =  sn  w I     a    =  sn  w  yj ■—  -  • 
J%  J  sii-w  Alt  \w) 

Im  zweiten  Falle  wird : 

(4)  l/,=cnw, 

fdw 

m  =cntc  /-  i 
J*  «/  cn1  w 

oder  also 

t/t  =  cn  t6' 

Im  dritten  Falle  wird : 

(5)  >Jt  =  dnu?  , 

fdw 

oder  also 


V  I  A*  •  W  +  -pj-,  -:  I  . 
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Damit  ist  in  diesem  speci eilen  Falle  die  Integration  vollführt. 
Die  Werthe  der  Constanten  c0  und  c«  brauchen  nicht  hinge- 
schrieben zu  werden.  Es  sind  dieses  die  Resultate  der  Herren 
Fichs  und  Herhite. 

Wir  nehmen  zweitens  n  =  2. 

Dann  fragt  es  sich,  wann  die  Gleichung  bestehen  kann : 
+      '        +  vt)  =  c  &k[v  -  v%)  •  ^  (i>  -  vt) . 

Berücksichtigen  wir ,  dass  vK  verschieden  von  vx  sein  muss ,  so 
bleiben  vier  Möglichkeiten  übrig: 


I)  ioi  =  —  tu,  =  (O  , 

II)  iat  =  A* ,      Ct>,  =  0  , 

III)  w4  =  A',     iot  =  K+iK' 

IV)  wt  =  0,  cot  ==A*+ i'A*'  . 
Im  ersten  Falle  wird  das  erste  Integral : 

(6)  yK  =  sn*  tu  —  sn*  w  , 


Der  Werth  von  w  ist  auf  mehrfache  Weise  zu  bestimmen.  Ganz 
allgemein  ergiebt  sich  im  Falle  n  =  2 .  wenn  wir  die  frühere 
Bezeichnungsweise  aufnehmen,  die  Gleichung: 

3£|  —  OP^ 

Wird  nun  x{  =xtt  ut  =  —  so  nimmt  diese  Gleichung  die 
Gestalt  an: 

(7)  \  —  2(1  4-  **) sn*  w  +  3  **  sn«  w  =  0  . 

Es  ist  das  dieselbe  Gleichung,  die  auch  Herr  Herhite  aufstellt. 
Sie  zeigt,  dass  es  zwei  Integrale  der  vorhin  charakterisirten 
Art  giebt. 

Das  zweite  Integral  wird  nun : 

d  w 

*w  —  sn*  wj* 

Wenn  aber  sn*  w  in  der  vorhin  angegebenen  Art  bestimmt  wird, 
so  ist  der  Ansatz  erlaubt: 

(sn^-sn'w)«""*0  dw*  *  dw% 


y*  =  y*f{ 


s 
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Dio  Constanten  c0 ,  e, ,  et  bestimmen  sich  leicht.  In  der  That. 
für  den  Punkt  w  =  to  ergiebt  sich: 

- =   ;  j  h  steigend.  Pot. 

sn-  w  —  sn*  (ü     2  w  —  tu)  sn  oj  •  cn  w  •  dn  w 

Unter  solchen  Umständen  wird : 

  1 

*  *       4sn*  (o  •  cn*w  dn*w 

Ebenso  folgt: 


*         4  sn*  tu  •  cn4  ia  •  dn*  w 

Setzen  wir  schliesslich  links  und  rechts  ir  —  0 ,  so  ergiebt  sich 
lür  e0  die  Bestimmungsgleichung : 

sn*w       0     2 sn4 <o  •  cn* o>  •  dn*  <t> 

Damit  ist  die  Integration  der  LAMfi'schen  Differentialgleichung 
im  ersten  Falle  vollkommen  zu  Ende  geführt.  Die  entspre- 
chende Differentialgleichung  lautet: 

(8)  'lif[l[  =,/  *  +6A«.sn«*6-). 
x  '               f//r*        '       \     sn'w  / 

Wir  nehmen  den  zweiten  Fall.    In  ihm  ist: 

(9)  */,  =  sn  w  ■  cnw  , 
also 

/'      </  w 
!,t  ~~  V  J  sn'  w  ctfw  ' 

Der  Factor  von  yi  kann  sofort  bestimmt  werden.    In  der  That, 

es  ist : 

 1  _  _J  \ 

sn*  w  ■  cn*  tu     sn4u>     cn*  w  ' 

also: 


/dw  fdw 
sn«Tr  +  ViJ  cn*  w  ' 


Damit  haben  wir  die  früheren  Integrale  und  die  Integration 
auch  in  diesem  Falle  vollführt.  Die  entsprechende  Differential- 
gleichung lautet: 

1 0)         ^-PP  =  a «;)  (-  4  -  k*  +  6  A*  •  sn*  iv)  . 
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Drittens  wird: 

(H)  ys  —  cnw  •  dnw  , 

also: 

f  dir 
!h  ~~  V  cn«M>.dn»w  * 

Da  aber : 

<         =  \   J  _     *•  \ 

cn*  m;  dn*  w     k\  cn*  m>  A \  dn1 w 

ist,  so  folgt: 

Hiermit  sind  wir  wieder  am  Ziel.  Die  entsprechende  Differen- 
tialgleichung lautet : 

(<2)  "dl?"  =  ,/>!w  )(-  1  ~  A*  +  6 A'a  *  sn*  w>  ' 

Endlich  letztens  kann  sein: 

(J 3)  —  sn  m;  •  dn  w , 

/*      d  w 
1Jt  ~~  Vi.l  sn*w.dn*ir  ' 

Da  aber  die  Gleichung  besteht : 

J  =  J  A*_ 

sn4  w  •  dn*  iv     sns  w     dn*  w  ' 

so  folgt : 

Die  entsprechende  Differentialgleichuung  lautet: 

(U)  =  *  ~  **■  +  6**  •  sn««>)  . 

Damit  ist  der  Fall  w  =  2  vollkommen  erledigt. 

In  Bezug  auf  die  hier  behandelten  Integrale  möge  u.  A. 
auf  die  Arbeiten  von  Herrn  Scheibmer  verwiesen  werden,  die 
sich  in  diesen  Berichten  finden ,  überdies  auf  eine  Arbeil  von 
Craig  im  fttnften  Bande  des  American  Journal  of  Mathematics, 
wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  letztere  nicht  fehlerfrei  ist. 
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§4. 

Die  Lamesche  Differentialgleichung.  Allgemeine  Discussion  des 

Ausnahmefalles. 

Um  den  allgemeinen  Fall  zu  untersuchen,  müssen  wir 
unterscheiden,  ob  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

(A.)  n  =  2  m  . 

Die  Frage  lautet,  wann  die  beiden  Ausdrücke: 

#4  [v  +  vK )  ■  •  •     {v  -f  vtm)     und     &t  (v  —  v% )  •  •  •  #t  (t>  —  f4m) 

dieselben  Nullpunkte  besitzen. 

Unter  Berücksichtigung  der  früheren  Bemerkungen  folgt 
dann  leicht,  dass  vier  und  nur  vier  Falle  möglich  sind : 

I)  o)K  =  —  ioxm  ,    ü)i  =  —  wsin_, ,  •  •  •  iom  =  —  wMJ+l  , 

II)  w4  =  A ,       =  0  ,    ws=  —  wim,  •••  wm+l  =  —  wm^t  , 

III)  w,  =  A'+iA",  w,  =A ,  co3=— iütm,  wffl+,  =  —  iom+t  , 

IV)  w,  =  0,  ws=A+/A',  w,=  —  wtfn,  •..  wm+t  =  —  ww+4  . 

Zu  gleicher  Zeit  folgt,  dass  in  allen  vier  Fallen  A  =  0  ist,  so 
dass  sich  die  Discussion  lediglich  auf  dieses  Gleichungssystem 
beschranken  kann.  Diese  Discussion  kann  ahnlich  geführt 
werden,  wie  diejenige  der  PiCARD'schen  Differentialgleichung 
in  einer  früheren  Arbeit1!. 

Das  allgemeine  Gleichungssystem  lautet: 

Wenden  wir  uns  nun  zu  der  Betrachtung  des  ersten  Falles,  so 
wird  ein  Glied  existiren,  bei  welchem 

ur  =  —  ut  ,       xr  =  ort 
ist.   An  Stelle  desselben  tritt  das  Glied : 

2f/,. 

Das  ganze  System  von  Gleichungen  nimmt  die  Form  an : 
(2)     o  =  +     aV+SA-'.ay»  +  ^      tir»  ^ 

1)  Diese  Berichte,  3.  März  1890. 
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Der  Strich  an  der  Summe  bedeutet ,  dass  dieselbe  nach  /  über 
\ ,  2 ,  •  •  •  m  zu  nehmen  ist  und  zwar  mit  Ausnahme  von  /  =  r. 
Ad  Stelle  von  r  ist  der  Reihe  nach  zu  setzen  \ ,  2 ,  •  •  •  im. 

Wir  erhalten  also  ein  System  von  m  Gleichungen ,  welches 
die  Werthe  xr  in  der  folgenden  Weise  liefert.  Dieselben  mögen 
der  Gleichung  Genüge  leisten : 

(3)  f(x)  =  xm  +  Pl  .ic*-«  +  hpw  =  0  . 

Unter  dieser  Voraussetzung  kann  das  obige  Gleichungssystem 
geschrieben  werden: 

|       f      (4  -  2  ( 4  +         +  3  A«  •  + 
l  +  2r       *r( «  -  {*  +  *Vr  +  A*  •  .rr«)  =  0  , 
wobei  dann  ist : 

r  [xr]  =  m  •  ay«"1  +  (»'  -  •  )  J\  ■V*"*  +  h  7>m-.  • 

r{xr)  =  im  •  »i  —  4  •  xrm~*  4-  .  .  .  4-  2/>m_4  . 

Wir  erhalten  also  eine  Gleichung  vom  Grade  »i  4~  *  mit  der 
Unbekannten  a?r)  deren  Coefficienten  symmetrische  Functionen 
der  Grössen  xr  sind.   Der  Factor  von  a?rm  +  '  lautet: 

A1  •  tu  (2  im  4-  1), 
der  Factor  von  ;rrl  allgemein : 

A  •  }>m.Ui  +  Ä  •  /im_,  4-  C  •  /!„,_,_,  , 
wobei  gesetzt  ist: 

A  =  k*[l—  i;  2/ -4)  , 

£  =  —  2(4  +  A,)/t  , 
C=:/+1)  2/  +  1:.  . 

Nun  ist  aber : 

/l1.//i(2m+l);c,.w  +  l  = 
=  —  A*  •  im(2  im  +  4 )      •  xrw  +  pt  •  oyw,~4  4-  *    •  +  pm  •  .i>)  . 

Denken  wir  uns  diesen  Ausdruck  eingesetzt,  so  nimmt  der  Fac- 
tor von  xrl  die  Form  an : 

Ai  •  Vm-i+i  4-  #  •  Vm-i  +  C  •  pw_/_,  , 
wobei  gesetzt  ist : 

Ax  =A  —  A*  im  (2  im  4-  I)  . 
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Der  Factor  von  xrm  insbesondere  nimmt  die  Form  an : 

/,*  -  \){m  -  1)  -  w(2w+  I))  —  2(1  +  k*)m*  • 

Denken  wir  uns  durch  diesen  Factor  die  Gleichung  dividirt, 

so  erhalten  wir  eine  Gleichung ,  deren  Coefficienten  mit  denen 
der  Gleichung : 

+      '  H  \-Pm  =  ° 

zusammenfallen  müssen. 

Die  Vergleichung  ergiebt  die  Formeln : 

1     7 ~~  /,* ((*  m  —  1 )  [in  —  1 )  —  m  (2  m  +  I ) )  —  2  (1  +  /»*}  m* 

Aus  diesen  Gleichungen  sind  der  Reihe  nach  die  Grössen  pt , 
Pm  '  '  '  Pm  bestimmt  und  zwar  als  ganze  Functionen  von  />4  von 
den  resp.  Graden  2,  3,  •  •  •  m.  Setzen  wir  diese  Ausdrücke 
in  die  letzte  Gleichung  ein : 

 Pm-i  

Pm  ~~  k*p{((1»t  -  \){<n  -  1)  -  m(tm  +  1))  -  2,1  +  *4)w*  ' 

so  ergiebt  sich  eine  Gleichung  vom  Grade  m  -\-  1  mit  der  Un- 
bekannten pv   Wir  finden  also  den 

Lehrsatz.  Das  Gleichungssyslem  (4'  ist  auflösbar,  und  zwar 
leisten  die  Grössen  xr  einer  Gleichung  mtvD  Grades  Genüge,  deren 
Coefficienten  sich  sämmtlich  ganz  und  rational  durch  eine  Lösung 
einer  Gleichung  vom  Grade  m  -\-  1  darstellen  lassen. 

Damit  sind  die  Grössen  ./>  bestimmt.  Es  hat  nun  keine 
Schwierigkeit  das  zweite  Integral  aufzustellen.  Dasselbe  lautet : 

dw 


r    dw   


Entwickeln  wir  den  Ausdruck 

 1  =  1 

(x  —  xj*  •  •  •  [x  —  arj*  ""/>)« 

nach  Potenzen  von  >r  —  ior,  so  füllt  vermöge  unserer  Bedin- 
gungsgleichungen der  Factor  von 

 1  

u  iür 
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fort  und  umgekehrt  zieht  das  Fortfallen  des  Factors  unsere 
Bedingungsgleichungen  nach  sich.   In  der  That,  es  ist: 


+ 


r{x)  = {w  ~  ur)  (-fc)^  +  Sts-  (^lr 

Nun  ist  aber 

ldf(x)\ 

\(iwl     ~   f       Sn  10 r  '  cnü)r'  d° (or 

+  2/"  (.7  r;  (1  -  2  (1  +  A-*).xr  +  3  k*  .  V)  • 

Als  hinreichende  und  noth wendige  Bedingung  für  das  Ver- 
schwinden des  genannten  Factors  ergiebt  sich  aber  die  Glei- 
chung : 

CT)  =<> 
\  d  W*  /<ar 

und  das  ist  genau  die  früher  gefundene. 

Unter  solchen  Umständen  können  wir  den  Ansatz  machen : 

Dabei  ist: 


er  =  er  =  - 


4/ "  (.Tr)*  •  sn"1  wr  •  cn*  wr  •  dn*  &>r  ' 

und  ebenso  einfach  ist  e0  bestimmt. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  drei  anderen  Falle  zu  be- 
trachten. Da  principiell  nichts  Neues  auftritt,  so  wollen  wir 
uns  bei  ihnen  kürzer  fassen. 

Im  zweiten  Fall  hat  das  erste  Integral  die  Form: 

(6)  yx  =  snw  •  cn?t  (sns  w  —  sn*w3)  •  •  •  (sn*w  —  sn*  . 
Dann  fallen  von  den  allgemeinen  Gleichungen: 


 y  11  r  T  »/ 

xr  —  X'i 


zwei  fort,  nämlich  diejenigen,  die  sich  auf  w  =  0  und  w  =  A' 
beziehen.  Es  bleiben  nur  m  —  i  Gleichungen ,  die  die  Form 
haben : 

Math.-phy«.  Classe  1802.  3 
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ft_1-2  .i  +  P)xr+ZP.xr* 

wobei  für  r  zu  setzen  ist  3 ,  4 ,  •  •  •  m  1 ,  die  Summe  nach 
/  über  dieselben  Zahlen  mit  Ausschluss  von  /  =  r  zu  er- 
strecken ist. 

Das  Gleichungssystem  kann  geschrieben  werden : 
1-z '\  +  h*)xr+M*  ■  xr* 

3Lp  ~~~~  Ji  i 

oder  auch 

Damit  haben  wir  ein  ähnliches  Gleichungssystem  wie  vorhin 
erhalten ,  welches  genau  so  wie  das  vorige  behandelt  werden 
kann.    Wir  sehen  hiervon  ab. 

Im  dritten  Falle  hat  das  erste  Integral  die  Form: 

(8)  yt  —  cnw  •  dnw  (sn1«;  —  sn4w3i  •  •  •  (sn*  w  —  sn*wm+*)  • 
Dann  fallen  von  den  allgemeinen  Gleichungen  wiederum  zwei 
fort,*  nämlich  diejenigen,  welche  sich  auf  w  =  K  und  io  =  iK'  A 
beziehen  und  es  bleibt  das  System  übrig : 

i  _  2(1  +  /,*)  .Tf.  +  3  ..rr4 
0  =  g  + 

*r  ~~  /T5 

oder  also ; 

(9)  o=<.4(<+^r+7,..JV. 

Z  ^™     *I  f.  —  JL  [ 

Damit  sind  wir  wieder  am  Ziele. 

Viertens  endlich  kann  das  erste  Integral  die  Form  haben  : 

(10)  //,  —sn  iv  ■  dnfr  sn*<r  —  sn*w3)  •  •  •  sn*  u  —  sn*  )  . 
Von  dem  allgemeinen  Gleichungssystem  fallen  zwei  Gleichungen 
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fort,  nämlich  diejenigen,  die  sich  auf  w  =  0  und  10  =  ik '  +  A 
beziehen. 

Das  übrig  bleibende  System  lautet: 


oder  also: 

3-2i2  +  3/t').7V  +  7/t^.V     aVT,  i/r« 
|H'    0==  2  +^  a?r  — a?4 

Damit  sind  wir  wieder  am  Ziele.  In  allen  drei  Fällen  ergiebt 
sich  das  Resultat,  dass  die  Griissen  xs,  xA  •  •  •  ■x#B+4  H rurzeln 
einer  Gleichung  vom  Grade  m  —  1  sind,  deren  Coefficienlen  sich 
ganz  und  rational  durch  eine  Wurzel  einer  Gleichung  vom  Grade 
m  darstellen  lassen. 

Auf  die  Bestimmung  des  zweiten  Integrals  braucht  der 
Einfachheit  wegen  gar  nicht  eingegangen  zu  werden ,  ferner  ist 
der  Werth  von  c4  in  allen  vier  Fällen  gleich  n  -  n  -\-  \ ,  wahrend 
der  Werth  von  c0  sich  in  der  bekannten  Weise  ergiebt. 

Wir  nehmen  jetzt  den  Fall : 

(B)  n  =  2iw+  \  . 

Es  fragt  sich,  wann  die  beiden  Ausdrücke: 

&t(v  +  Vx) ...        +  nwf+l)    und    ^  (v— vK) ...  $4  (v  —  vtm+{) 

dieselben  Nullpunkte  haben,  wobei  die  Grössen  v  alle  von  ein- 
ander verschieden  sind. 

Es  folgt  leicht,  dass  auch  hier  vier  Falle  möglich  sind  und 
zwar  die  folgenden  : 

I)  io{  =  0  ,    wt  =  —  w.m+{ ,  . . .    wm+|  =  —  <am+t  , 

II)  w,  =  A\    w4  =  —  o>4m+l  ,  •  •  •    wm+1  =  —  wm+i  , 

III)  w,  =  A'  -f-  <  A  '  ,    iot  =  -  ,    wm+ ,  =  -  wmJhi  , 

IV)  1^  =  0,    w1  =  A',    w,  =  A'H-iA', 

w4  =  —  cusm+1  ,  •  •  •    wm+l  =  —  ü>w+1  . 

Im  Princip  bleiben  die  Betrachtungen  genau  so  wie  vorbin. 
Im  ersten  Falle  hat  das  erste  Integral  die  Form : 

(12)    y{  =  snw(snsR*  —  sn'w,)  •  •  •  (sn*w  —  sn*wwl+l)  . 

3* 
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Eine  Gleichung  fällt  von  den  allgemeinen  fort,  die  übrigen  haben 
die  Form : 


\  —  2(1 -{-*»)  ay-f- 3  ft*  ■  xr% 
2 


+  2V'— M  rV  + 

+  1  —  (1  +  jfc!)  .  ay  +  A-*  •  V  =  0 


oder  also 

(13)   3  -  4  1  +  l*)*r  +  »*'  •  V  +  8y.     V  _  =  Q  . 

Dieses  Gleichungssystem  kann  genau  so  wie  das  erste  behandelt 
werden.  Es  ist  auflösbar  und  zwar  leisten  die  Grössen  ac, , 
x*  '  '  '  xm+i  einer  Gleichung  vom  Grade  m  Genüge,  deren  Coeffi- 
cienlen  sich  sümmtlich  ganz  und  rational  durch  eine  Lösung  einer 
Gleichung  vom  Grade  m  +  1  darstellen  lassen. 
Das  zweite  Integral  hat  die  Form : 


/*  die 
sn*  w[sn*w  —  sn*«^)*  •  • 


(sn*w  —  8n,wm+l)f  " 

Entwickeln  wir  den  Ausdruck: 

 1  ___J_ 

sn*w  (sn*tr  —  sn'        -  •  •  ;sn*  w  —  sn*  (om+t)      r  •  /'(.t*)* 

nach  Potenzen  von  w—  un  so  fällt  vermöge  unserer  Bedingungs- 
glcichungen  der  Factor  von 

1 

tv  —  wr 

fort  und  umgekehrt  zieht  das  Fortfallen  des  Factors  unsere 
Bedingungsgleichungen  nach  sich.   In  der  That,  es  ist: 

SB  IV  •  f(x,  = 

{"-W'!\—dw       1+  [  dn7*  )»,  +  ••' 

Nun  ist  aber: 

id  snw  •  f(a'  \  i 

+  f  uiy)  (3-4(1-f  Ä1)  .rr  +  5A«  •  ay')  . 
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Die  Bedingungsgleichungen  für  das  Verschwinden  des  genannten 
Factors  lauten  demgemäss: 

f  (^(3  —  4  (1  +  k*)xr  +  5A*  ■  zy») 

-+-  2a*r  •  f"  {xr)  (*  —  H  +  P)  xr  +  k*  •  xr%)  =  0  , 

und  das  sind  genau  die  früheren  Gleichungen. 

Unter  solchen  Umständen  können  wir  schreiben: 

I  rfMog,!/»     "£4  r/Mog^-oy) 

8n»io./,(x)»"C°'1'e*       rfto«  ~h-*fr' 

,  (/'  logA/,  (K?H-ft*r) 
+4  *  

Dabei  ist  : 

e  —  1 


e  -e.  I  

und  ebenso  einfach  kann  eQ  berechnet  werden. 
Im  zweiten  Falle  wird  : 

U)      yt=cnw  (sn*  w  —  snf  w4)  •  •  •  (sn'w  —  sn*wm+1)  . 

Eine  Gleichung  fällt  fort  und  es  bleibt  das  System : 

o  _ ,  _e(<  +Wa-r+>y  .,r»  +  8y  _JvL  _  3V(<  _/,,,,. 

oder  also : 

(45)        Q  =  1  ~  2  <2  +  *')     +  5  A  *  •        ,  gV>'  ur* 
Drittens  wird: 

(<6)      yt  =  dnwfsn1!^  —  sn'w,)  •  •  •  (sn%w  —  sn* wm+l)  . 
Das  übrigbleibende  Gleichungssystem  lautet: 

°  =   «  -  +  «2f  ^J^r-Vj 

oder  also : 

2  x*r  —  Xi 
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Viertens  endlich  kann  sein: 

(\ 8)  y4  =sn  w  cn  w-  dn  w (sn*  w  —  sn*  w3)  ••  •  (sn*  w  —  sn*  wm^., j , 

Hier  fallen  drei  Gleichungen  fort.  Das  übrigbleibende  Glei- 
chungssystem lautet: 

2  xr  —  x{ 

+  1_-2(4  4.A*)a?r  +  3/,*.V) 

oder  also : 

(i  9)  o  =  3 " 6  (1  +J^xr  +  9_*'  *  ^  +  ay  . 

Weiter  braucht  auf  diese  Fülle  nicht  eingegangen  zu  werden,  so 
dass  der  Fall  des  ungeraden  n  jetzt  auch  als  erledigt  angesehen 
werden  kann. 

Oiscnssion  des  Aasnahmefalles  für  die  Pieard  sche  Differential- 
gleichung. 

Die  PiCARD  Sche  Differentialgleichung  lautet : 

r/ dn*r  ' 

Bei  derselben  sind  die  Fülle  zu  unterscheiden,  ob  n  eine  gerade 
oder  eine  ungerade  Zahl  ist.  Beide  Falle  sind  in  der  Arbeit 
des  Verfassers,  welche  sich  in  diesen  Berichten  vom  3.  März  1890 
findet,  behandelt  worden.  Aus  den  dortigen  Untersuchungen 
geht  hervor,  dass  nur  der  Fall  des  ungeraden  n  zu  Ausnahme- 
betrachtungen Anlass  geben  kann. 

In  diesem  Falle,  indem  wir  uns  n  =  2m  -|-  1  gesetzt 
denken,  hat  ein  Integral  die  Form: 


wahrend  das  andere  durch  Verwandlung  von  <•  in  —  v  ent- 
steht. Zunächst  folgt,  dass  auch  hier  die  Grössen  wt  •  •  •  ion  von 
einander  verschieden  sein  müssen.   Eines  besonderen  Beweises 
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bedarf  diese  Eigenschaft  nur  für  u)  =  A '  -\-  ik".  Wir  beweisen, 
dass  das  Integral  nicht  die  Form  haben  kann: 

<p[w)  =  dnrw  •  <pt[w)  . 

In  der  That,  wäre  dasselbe  der  Fall ,  so  mttsste  die  Gleichung 
stattfinden  : 

.       d*dnrw  •  q>t(w)  .  0/  ddnrw<pt  (w) 

dnw  •   ■/■!>--  -4- 2(m-M  Ir-snwcnw  •   tj_±_^i  _ 

dw*  dw 

=  dnr"H  iv  •  y4(tt?)  c0  . 

Differentiiren  wir  rechts  und  links  r  —  \  mal  und  setzen  nach 
der  Differentiation 

w  =  &'  H-  i  A"  , 
so  ergiebt  sich  die  Beziehung : 

r  —  1=2(m-H,    d.h.    r  =  n -f  3  . 

i 

Das  aber  geht  nicht,  da  r  ja  kleiner  als  n  sein  muss.  Der  Satz 
bleibt  auch  richtig  für  r  =  i ,  so  dass  sich  also  hier  ein  Unter- 
schied zur  LAMfi'schen  Gleichung  zeigt.  Das  Integral  kann  keinen 
Factor  dn  w  besitzen.  Im  Uebrigen  bleiben  die  Betrachtungen 
ähnlich  wie  früher.  Wir  nehmen  zunächst  den  Fall  n  =  1 . 
Dann  fragt  sich  wann 

^(t'+yj     und     ^[v  —  rj 

unter  den  angegebenen  Bedingungen  zu  gleicher  Zeit  der  Null 
gleich  werden  können.   Es  geschieht  das,  wenn 

I]  ai  =  0 

oder  also: 

2)  yx  =  sn  w 

ist.  Die  Differentialgleichung  nimmt  die  Form  an : 


d*tp{w)       ,t  snw  •  cnw  dtp  w) 


ciu;*       "  dn  w  dw 

Das  zweite  Integral  hat  die  Form : 

^ , ,  /\sn w  •  cnw  , 
—  2*'/   ;  dw 

•  dw 


f[W; 
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oder  also,  da : 

—  ik*  I  5  dw  =  log  dn* w 

J       an  w 


ist, 


...  rdn*w  r  dw 

ü  v   cn*w  ./  %vr  w  1 

Damit  ist  dieser  Fall  erledigt.   Es  kann 

(II)  tü  =  K   d.  h.    y%  =  cnw 

sein.   Die  entsprechende  Differentialgleichung  lautet: 

Das  zweite  Integral  nimmt  die  Form  an : 

Im  allgemeinen  Falle  sind  nun  auch  zwei  Möglichkeiten  vorhanden  : 
L)        w,  =  0,    oj4  =  —  w„  •  •  •    wm^  =  —  wm+4  , 
II)        ioK  =  A ,    ws  =  —  ion  •  •  •    com+1  =  —  wwl+1  , 
Im  ersten  Falle  wird : 

(7)        =  sn  w  (sn*  w  —  sn*  «t  ■  •  •  •  (sn*  tr  —  sn*  wm+ ,)  . 

Im  allgemeinen  Falle  lauten  die  Bestimmungsgleichungen  fttr 
die  Grössen  xr : 

V  '  1  —  A*.rr  .rz  —  xr 

In  unserem  Falle  fallt  eine  der  Gleichungen  fort,  die  übrigen 
nehmen  die  Form  an : 

_  (m  -H )  V  •  k*_  _ 

=  4-2(J  +  A*).7y  +  3A«.3y»     ^    _  V__  + 
oder: 

0  _  4  -  2.rr«  +        -  k*  •  ay«(2  w  -  i )  (  g ~»  V 

2  .i"r  —  acj 

+  1  — (I  +  A4)  a?r  +  A-* .  V 
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oder: 

(9)0_3-^r(g-('»-4)t')-t'-x,.'(8m-3)  y 

2  ~*  xr  —  xt 

Damit  sind  wir  wieder  zu  einem  Gleichungssystem  von  be- 
kannter Form  gelangt  und  können  die  Untersuchung  abbrechen. 
Das  zweite  Integral  wird  : 


i  IV 


—  »  +   diu 

,/  ein«; 

y*='4e-  y\  

Nun  ist: 

—  (n  +  1)A«J  ^^-^ —  diu  =  logdn"+l  m?  , 
also  folgt: 

/Jm  f  dn"+,M.w/«; 

(<0)yt  =  yj- 


sn*  w  •  (sn*<o  —  sn1       •  •  •  (sn*  w  —  sn*  wm+l)4 
Entwickeln  wir  den  Ausdruck: 

 dn"-*  iv   dnn+i  w 

sn*w  sn5  w  —  sn4w,j*  •  •  •  sn'  w  —  sn4w,/l+1)4 "  "  sn*<r  •  /"(.v)1 

nach  Potenzen  von  w  —  wr,  so  fällt  vermöge  unserer  Bedingungs- 
gleichungen der  Factor  von : 

 1  

W  —  lür 

fort,  und  umgekehrt  zieht  das  Fortfallen  des  Factors  unsere  Be- 
dingungsgleichungen nach  sich.  In  der  That,  wir  können  setzen  : 

I         _     A_t       ,  .!_, 
sn1^  •  f{x)*      (w  —  wr)*     w  —  ur  1 

dnn+lw  = 

=  dn*"*"'  io r  —  (w  —  (or)(n  -f-  1  ]  h*  •  sn  wr  •  cnwr  •  dnw<ur  +  •  •  •  . 

Also  folgt  als  Bedingung  für  das  Verschwinden  des  Coefficienten 
von  [w  —  wr)~* : 

A^t[n  -f-  4U,f  •  8nwr  •  cncor  . 

dn^  " +       -  0  ' 

oder  wenn  wir  erwägen,  dass  A_t  und  A_{  die  Werthe  besitzen: 
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^    8/,w(xr).rr.cntftir-dn,air+/,,(art.  (3-4(4  +A«) .rr+5A«.,V) 
~*  4/ "  ;.rrj 3  snB  wr  •  cns  wr  •  dn3  ur  1 

die  Gleichung : 

+  f  (<*V  (3  -  4(4  +  Af.rr+5A*  .  ay1). 

Das  ist  aber  genau  unsere  frühere  Gleichung,  so  dass  der  Be- 
weis geliefert  ist. 

Unter  solchen  Umstanden  können  wir  den  Ansatz  machen : 

dn»-  w  d*  log  J  /,  [w)  r/Mog  <or) 

m  +  1 


Ä'    rf'  log  ,</,(«>-  «rj 

'r  "  35?  

Dabei  ist  dann : 


/(0  *  ' 

dii"+lwr 


und  ebenso  einfach  kann  ea  berechnet  werden. 
Damit  sind  wir  am  Ziele. 
Im  zweiten  und  letzten  Falle  nun  wird : 

(H)     ijx  —  cntr(sn*u'  —  sn4<o4)  •  •  •  sx?w  —  sn4wTO+()  . 

Die  Grössen  xr  sind  aus  dem  Glelchungssysteme  bestimmt: 

_  A*  m  +  1  n* 


_  1- 2(1 -H V,- +  3 A |  g 


2  a>  —  xr  —  \ 

oder  also : 

l-ä.rr(2-/,»,»)-V./.»(8».-3'i  ^  »r» 

2  ^ä  xr  —  Xi 

Damit  sind  wir  wiederum  zu  einem  bekannten  Gleichungs- 
systeme gekommen  und  können  abbrechen. 


■ 
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VI.  Nochmals  die  kanonische  Form  der  Parametergruppt». 

In  meiner  früheren  Mittheilung  Ober  diesen  Gegenstand 
.diese  Berichte  1891,  S.  308  ff.)  kam  es  mir  darauf  an,  die 
SceuRSche  Darstellung  für  die  infinitesimalen  Transformalionen 
der  kanonischen  Paranietergruppe  in  möglichst  einfacher  Weise 
abzuleiten,  und  zugleich  nachzuweisen,  dass  sie  mit  der  Dar- 
stellung übereinstimmt,  die  Lir  gegeben  hat.  Die  Aufgabe,  die 
ich  gegenwärtig  erledigen  will,  ist  etwas  specieller. 

Nach  Schur  sind  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
kanonischen  Parametergruppe  Quotienten  beständig  convergenter 
Potenzreihen.  Da  die  betreffenden  Quotienten  alle  denselben 
Nenner  haben,  so  ist  es  offenbar  wünschenswerth,  die  Null- 
stellen ihres  gemeinsamen  Nenners  angeben  zu  können.  Ich 
werde  diese  Nullstellen  dadurch  bestimmen,  dass  ich  den  bo- 
wussten  Nenner  in  ein  beständig  convergentes  unendliches  Pro- 
duet  entwickle,  dessen  Factorcn  lauter  ganze  rationale  Func- 
tionen sind.  Die  Methode,  deren  ich  mich  dabei  bediene,  be- 
steht in  der  Verbindung  gewisser  ScHURScher  Betrachtungen 
mit  dem  Multiplicationssatze  der  Determinanten. 

Zuvörderst  stelle  ich  die  Formeln  zusammen,  die  für  das 
Folgende  nöthig  sind. 

Ist  cixs  die  Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen  Gruppe,  so 
findet  man  die  infinitesimalen  Transformationen  der  zugehörigen 
kanonischen  Parametergruppe  folgendermassen :  Man  bestimmt 

i)  V  in  diesen  Berichten  4894,  S.  585  ff. 
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rf  Functionen  von  m,  .  •  •  f/r  und  /,  die  den  Differential- 
gleichungen: 

und  den  Anfangsbedingungen : 
genügen ;  setzt  man  dann : 

l3)  [^J/=!  =  *  * '  wr)    (5,  x  =  1  ...  r) 

und  berechnet  man  die  r*  Functionen  ct^  (t/t  •  •  •  ur!  aus  den 
Gleichungen : 

r 

(4)  2  V**av  =  £*/   (*»•/= 4  '  * '  r)  > 

i 

so  stehen  die  /•  Ausdrücke : 


in  den  Beziehungen: 

r 

M  An)  =2  c«'w  'V     ('>  *  =  *  '  '  *  ') 
1 

und  sind  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der 
kanonischen  Parametergruppe  von  der  Zusammensetzung  cijw'). 

Die  Functionen  ipsx  haben,  wie  man  sich  leicht  überzeugen 
kann,  die  schon  früher2)  von  Schur  angegebene  Form : 

W       f'»  =2' 7qrT)T "«    ,s. x  = 1  •••'•)  - 

wo  die  u!?  ganze  homogene  Functionen  von  ut  •  •  •  ?#r  sind,  die 
aus  den  Gleichungen : 


4)  s.  üb,  diese  Berichte  4890,  S.  478  ff.  und  Engel,  ebenda  4894, 
S.  808  ff. 

t)  s.  Schub,  ebd.  4  890,  S.  4  ff.  u.  Math.  Ann.  Bd.  38,S.  S68  ff.  (4  891). 
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(6) 


7(0) 
sx 


l-r 


W  -2*' 


CXTS  Ul 


\...r 


{/(»+» )  =  V  £/(»)  (/(«) 


SX 


£7<0  (/(«) 


(s,  x  =  4  •  •  •  r) 

berechnet  werden  können.  Demnach  sind  die  t/>,x  beständig 
convergente  Potenzreihen  und  die  AJ'  werden  Quotienten  be- 
ständig convergenter  Potenzreihen.  Der  gemeinsame  Nenner 
der  betreffenden  Quotienten  ist  die  Determinante: 


=  I  V,x  I  = 


\ 


—  U(y) 
1)1  ü« 


Diese  Determinante  wollen  wir  jetzt  in  ein  beständig  conver- 
gentes  unendliches  Product  von  lauter  ganzen  rationalen  Func- 
tionen der  u  entwickeln. 

Aus  den  Definitionsgleichungen  (6)  der  U„  folgt,  wie  Schur 
bemerkt  hat: 


(81 


j}ufu£  =  u£+>>)  (^,„  =  0,1,2,...); 


ferner  stimmt  augenscheinlich  der  Goefficient  von  ul'J  in  der 
Reihenentwickelung  von  ipsx  mit  dem  Coeflficienten  von  xv  in 
der  Reihe: 


ex  -  4 

x 


überein.  Diese  beiden  Umstände  hat  bereits  Schur  mit  Erfolg 
verwerthet;  in  Verbindung  mit  dem  Multiplicationssatze  der 
Determinanten  werden  sie  uns  auch  zu  der  Productzerlegung 
der  Determinante  J  führen. 

Revor  wir  die  Determinante  J  selbst  behandeln,  schalten 
wir  einige  allgemeine  Remerkungen  über  das  Rechnen  mit  der- 
artigen Determinanten  ein. 

Wenn  die  Reihe:  «0  -f-  aKx  -f-  •  •  •  beständig  convergent 
ist,  so  gilt  dasselbe  offenbar  zugleich  von  der  Reihe: 
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und  also  auch  von  der  Determinante : 


Es  sei  nun  b0  +  b{  x  -\  eine  zweite  bestandig  convergente 

Potenzreihe  und  es  gelte  die  Gleichung: 


(9) 


wo  die  Potenzreihe  rechts  natürlich  auch  beständig  convergirt. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  bekommen  wir  nach  dem  Mulli- 
plicationssatze  der  Determinanten  und  mit  Berücksichtigung 

von  18- : 


(10) 


fiY  1 


fit 


0 


({0 


Das  ist  die  erste  Bemerkung,  die  wir  machen  wollten. 

Wenn  die  Reihe  uK  +  a4  -f-  a3  +  •  .  •  unbedingt  conver- 
girt, so  ist  bekanntlich  das  unendliche  Product : 

1  -f-  alao)i\  -\-  a%x) 

unbeschrankt  convergent  und  in  eine  beständig  convergente 
Potenzreihe  entwickelbar: 


(H) 


Zu  gleicher  Zeit  ist  aber  auch  das  unendliche  Determinanten- 
product: 
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;««) 


M 


unbeschrankt  convergent  und  gleich  der  Determinante: 


!«3) 


die  ihrerseits  in  eine  beständig  convergente  Potenzreihe  ent- 
wickelbar ist.   Unter  r  wird  dabei  eine  beliebige  endliche  posi- 
tive ganze  Zahl      0  verstanden. 
In  der  That,  die  Determinante : 


-I-  a  Uir>> 


hat  die  Form : 

*  +  «pOrW  +  «?9%t(u)  H  \~  <*//9rA")  . 

wo  tfr »  #ir  '  '  '  Ort  ganze  homogene  Functionen  von  ?#, 
sind,  deren  Grade  bezüglich  die  Werthe  r,  2r,  •••,rr  haben. 
Das  unendliche  Product  12}  convergirt  daher  für  alle  Werthe 
von  u{  •  •  ■  ur ,  für  die  die  Reihe: 


!«*) 


^(afi9z  +  ^  r-«//7rr) 


unbedingt  convergirt.    Nun  aber  convergiren  die  Reihen 


r 


2" 


et, 


1  1  t 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sämmtlich  unbedingt, 
folglich  ist  der  Ausdruck  (14)  eine  ganze  rationale  Function 
irUn  Grades  von  ut  •  •  ur  mit  lauter  endlichen  Zahlencoefli- 
cienten,  unser  Product  (12)  ist  daher  unbeschrankt  convergent. 
Dass  andrerseits  das  Product  (12)  gleich  der  Determinante  (13) 
ist,  erkennt  man  sofort,  wenn  man  die  Determinante  betrachtet, 
durch  die  das  Determinanlenproduct: 

I    «*+<V,l/*(T)   I    •    I    «5X+«,^X(T)  i 

darstellbar  ist.  Dieses  Product  ist  nämlich  gleich  der  Deter- 
minante : 
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die  wegen  der  Eigenschaften  der  £sx  und  wegen  der  Glei- 
chungen (8)  die  einfachere  Form: 

(« 6j  l  «««  +  («^  +  «„)  ü,x«  +  <V  «„  U„(,T)  | 

annimmt.   Da  nun  unter  den  gemachten  Voraussetzungen: 


x' 


lim  jy(Ha^)  =  H2''A 

tu— ti      |  j 

ist,  so  ist  der  Gränzwerth  des  Productes: 


für  m  =  oo  kein  anderer  als  die  Determinante  [\ 3). 

Dies  die  zweite  der  angekündigten  allgemeinen  Bemer- 
kungen. 

Nunmehr  wenden  wir  uns  zur  Untersuchung  der  Deter- 
minante: 

1 


Z>  OTT  "£l 


{r+1)l 


Es  ist  augenscheinlich 


x 


also: 


«.2 
2 


wo  die  beiden  Reihen  auf  der  rechten  Seite  bestündig  con ver- 
güten ;  auf  Grund  unserer  ersten  allgemeinen  Bemerkung  können 
wir  daher  J  in  ein  Product  zweier  Determinanten  zerlegen : 


1 


t/W  !  . 


f /(**') 


und  zwar  convergiren  beide  Determinanten  unbeschränkt. 
Es  ist  ferner : 


'  2 


2 
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wie  aus  der  bekannten  Productzerlegung  von  sin  x  hervorgeht. 
Demnach  zeigt  unsere  zweite  Bemerkung ,  dass  der  eine  Factor 
von  J  in  ein  beständig  convergentes  Product  entwickelt  werden 
kann : 


?  tri*")    —  hf '  e    _j  L_  //(*) 


Hier  können  wir  wegen  der  Gleichheit  der  beiden  Ausdrücke 
(15)  und  (16,  jede  Determinante  auf  der  rechten  Seite  noch  in 
zwei  Factoren  zerspalten  und  bekommen  so : 


(19) 


u 


UÜy)  i  = 


+ 


1 


%VTCl 


v(i) 


€   _1_ 


wo  jetzt  freilich  in  dem  Producte  auf  der  rechten  Seite  die  An- 
ordnung der  einzelnen  Factoren  nicht  mehr  ganz  beliebig  ist. 

Um  auch  noch  den  ersten  Factor  von  J  auf  eine  einfachere 
Form  zu  bringen,  betrachten  wir  die  etwas  allgemeinere  Deter- 
minante: 


(20) 

Setzen  wir: 


und  erinnern  wir  uns  der  auf  S.  44  definirten  Functionen 
die  augenscheinlich  die  Form: 

haben,  so  erkennen  wir,  dass: 

ist,  dass  also  die  (uax  den  Differentialgleichungen: 


■.«) 


l...r 


äf  cu>/f    («,  x  =  1  ...»•) 


Mitb.-phy*.  ClMse.  1892. 
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genügen,  die  aus  (1)  durch  Differentiation  nach  t  folgen.  Durch 
diese  Differentialgleichungen  und  durch  die  Anfangsbedingungen : 

KJ*  =  o  =  e«e     M=1  ••■!•) 

sind  die  wsx  vollständig  bestimmt. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Determinante  (20)  der  usx  kurz 
mit  J\  so  ergiebt  sich : 

 l^fbJ'  busx 


1...r 


also  wird: 


■2 


'V 


CSTSUS 


$1 


Da  aber  J'  für  /  =  0  den  Werth  4  annimmt,  so  kommt 

t  ■  2< ««' 


(23) 


Setzen  wir  /  =  £ ,  so  erhalten  wir  den  ersten  Factor  von  <d  in 
der  Gleichung  (\T>.  Mit  Berücksichtigung  von  (19)  ergiebt  sich 
daher  schliesslich: 


(24) 


1 


v,  :  u(v) 

4 


Damit  ist  unsere  Aufgabe  erledigt.  Die  Determinante  der 
ipSM  ist  in  ein  unendliches  Product  zerlegt ,  das  beständig  con- 
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vergirl  und  dessen  Factoren  lauter  ganze  Functionen  von  m,  -•  nr 
sind. 

Wie  man  sieht,  verschwindet  die  Determinante  der  ipsx 
nur  für  solche  Werthsysteme,  für  die  eine  der  unendlich  vielen 
ganzen  Functionen: 

1 


[v  =  1 ,  2  •  •  •) 


den  Werth  Null  annimmt. 

Unsere  Productzerlegung  von  J  liefert  uns  noch  eine  wei- 
tere bemerkenswerthe  Eigenschaft  dieser  Determinante.  Es 
ist  nämlich: 


sx  ^  l0  sx 


wo  gx  eine  ganze  homogene  Function  xten  Grades  von  u{  •  •  •  ur 
bezeichnet.  Die  Functionen  g{  •  •  •  gr  sind  nun,  wie  K Illing 
zuerst  erkannt  bat,  Invarianten  der  adjungirtcn  Gruppe,  die  zu 
der  Zusammensetzung  ci9ta  gehört  (s.  Math.  Ann.  Bd.  31,  S.  200 
ff.).   Insbesondere  ist : 

s,  =51  {/!'.'  • 


i  — SS 

1 


Drücken  wir  J  durch  die  Functionen  gK  •  •  •  gr  aus,  so  kommt 

diesen  Ausdruck  aber  können  wir  in  eine  beständig  conver- 
gente  Potenzreihe  von  gK  •  •  •  gr  entwickeln.  Demnach  ist  J 
selbst  eine  Invariante  der  adjungirten  Gruppe.  Denkt  man  sich 
andrerseits  J  nach  Potenzen  von  m,  •  •  •  ur  entwickelt: 

J  =  1  Dy[ut  •  •  •  ttr)  , 

i 

wo  unter  I)y  eine  ganze  homogene  Function  v{en  Grades  ver- 
standen wird,  so  ist  jedes  Dv  augenscheinlich  darstellbar  als 
eine  ganze  rationale  Function  der  r  Invarianten:  gK  •  ■  •  gr. 

Zum  Schluss  wollen  wir  noch  hervorheben,  dass  sich  die 
gemachten  Entwicklungen  ohne  Weiteres  auf  die  zweite  Para- 

4* 
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metergruppe  in  ihrer  kanonischen  Form  übertragen.  Die  infini- 
tesimalen Transformationen  dieser  Gruppe  sind  ebenfalls  Quo- 
tienten bestfindig  convergenter  Potenzreihen  und  werden  aus 
den  infinitesimalen  Transformationen  der  ersten  kanonischen 
Parametergruppe  durch  die  Substitution  : 

erhalten.  Der  gemeinsame  Nenner  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  zweiten  kanonischen  Parametergruppe  hat  da- 
her dieselben  Nullstellen  wie  die  Determinante  J. 


Bei  dieser  Gelegenheit  mag  noch  eine  andere  Bemerkung 
über  die  kanonische  Parametergruppe  ihre  Stelle  finden.  Ich 
werde  nämlich  zeigen,  dass  sich  die  Functionen  axj  (ut  •  •  •  ur) 
in  den  infinitesimalen  Transformationen  Axf  der  kanonischen 
Parametergruppe  ebenso  wie  die  ip  durch  ein  simultanes 
System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  definiren  lassen. 

Es  seien  lFSx  die  r*  Functionen .  die  den  Differentialglei- 
chungen (1)  und  den  Anfangsbedingungen  (2)  genügen.  Be- 
stimmen wir  dann  r*  Functionen  A^  aus  den  Gleichungen : 

i 

so  geht  jedes  Axj  bei  der  Substitution  /  =  i  in  crXJ  über. 

Um  gewöhnliche  Differentialgleichungen  für  die  Asj  zu 
finden,  differentiiren  wir  (26)  nach  t  und  berücksichtigen  (1), 
das  giebt : 

(«)  2'  v>*  *!?  +2'  A°>  I £«  +2'*** «*  vm I  =  0  • 
Erinnern  wir  uns  jetzt,  dass  aus  (26)  auch  die  Gleichungen 

(28)  Jjp  •••r) 

folgen,  so  bemerken  wir  sofort,  dass  wir  aus  27)  die  H*s%  weg- 
schaffen können,  wir  brauchen  zu  diesem  Zwecke  blos  (27)  mit 
Av%  zu  multipliciren  und  nach  x  von  K  «  •  •  r  zu  summiren. 
Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die  Differentialgleichungen : 
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l-.r 


=  1  ...?■). 

Durch  die  Differentialgleichungen  (29)  sind  die  A,j  vollständig 
bestimmt,  wenn  man  noch  die  Anfangsbedingungen  : 

l3°)  lt'A>A  =  o  =  *,i    (*J=*  '  ' 

hinzunimmt. 

Dass  die  Functionen  Arj  die  infinitesimalen  Transforma- 
lionen der  kanonischen  Parametergruppe  bestimmen,  lässt  sich 
naturlich  auch  aus  den  Differentialgleichungen  (29)  beweisen, 
ohne  dass  man  zu  den  Functionen  !F,X  zurückkehrt. 
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A.  Mayer,  Zur  Theorie  der  Mamma  und  Minima  der  Func- 
tionen von  n  Variabein. 

Soll  eine  Function  f{xt  •  •  •  arn)  mit  stetigen  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten an  der  Stelle  </,•••  an  ein  Maximum  oder 
Minimum  erreichen,  so  müssen  in  der  TAYLon'schen  Entwicke- 
lung  der  Differenz: 

D  ==f  \aK  -Mi  ,  •  '  •  «n  +  /lV  ~  fini  '  '  '  an) 
nach  steigenden  Potenzen  der  willkürlichen  Incremente  Ä1?  •  •  •/•„ 
die  Glieder  erster  Ordnung  identisch  verschwinden.  Bilden 
überdies  die  Glieder  niedrigster  Ordnung,  die  in  dieser  Ent- 
wicklung wirklich  auftreten,  zusammen  eine  definite,  respective 
eine  indefinite  Form,  so  unterliegt  das  Stattfinden,  respective  das 
Nichtstattfinden  eines  Maximums  oder  Minimums  der  Function 
an  der  betrachteten  Stelle  keinem  Zweifel  mehr.  Dagegen  ist, 
ausser  für  n  =  2  und  n  =  3,  die  Frage  nach  solchen  Kriterien, 
welche  für  das  Maximum  oder  Minimum  in  dem  Ausnahmefalle 
gleichzeitig  nothwendig  und  hinreichend  wären,  wo  die  Summe 
jener  Anfangsglieder  gleicher  Ordnung  semidefinit  ist,  noch  nir- 
gends eingehender  behandelt  worden,  und  nach  den  complicirten 
Verhältnissen,  welche  schon  für  die  Functionen  von  zwei  Vari- 
abein in  diesem  Falle  auftreten  können dürfte  diese  Frage  sich 
wohl  überhaupt  noch  nicht  allgemein  erledigen  lassen. 

Indessen,  wenn  man  sich  ja  natürlich  auch  Beispiele  bilden 


\\  Vul.  Ludwig  Schelfper,  Theorie  der  Maxima  und  Minima  einer 
Function  von  zwei  Yuriabeln,  diese  Berichte  1886.  |>.  102 — U8,  abgedruckt 
in  den  Math.  Annalen,  Bd.  35.  Diese  Abhandlung  wird  im  Folgenden  unter 
dem  Zeichen  Sch.  citirt. 
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kann,  die  alle  möglichen  Specialitäten  aufweisen,  so  treten  doch 
bei  den  Anwendungen  in  der  Regel  nicht  gleichzeitig  mehrere 
Singularitäten  vereint  auf.  Solange  man  daher  die  Frage  nicht 
allgemein  anzugreifen  vermag ,  ist  es  jedenfalls  gerechtfertigt, 
ganz  unbekümmert  darum,  ob  sich  daraus  eine  allgemeine 
Lösungsmethode  entwickeln  könnte  oder  nicht,  die  Untersuchung 
zunächst  nur  auf  den  einfachsten  Fall  zu  beschränken ,  d.  h.  an 
Stelle  der  allgemeinen  Frage  zunächst  die  speciellere  in  Betracht 
zu  ziehen: 

Wenn  in  der  Entwickelang  der  Differenz  D  die  Glieder  erster 
Ordnung  identisch  verschwinden  und  die  Glieder  zweiter  Ordnung 
eine  semidefinite  Form  bilden,  welche  Bedingungen  sind  alsdann 
hinreichend ,  und  im  Allgemeinen,  d.  h.  vorausgesetzt ,  dass  nicht 
wiederum  eine  neue  Singularität  eintritt y  zugleich  auch  noth  wendig 
für  ein  Maximum  oder  Minimum  der  gegebenen  Function  f  an  der 
Stelle  a,  •  •  •  an? 

Mit  andern  Worten  also,  es  wird  nur  nach  solchen  Kriterien 
gefragt,  welche  das  Maximum  oder  Minimum  an  der  betrachteten 
Stelle  nicht  bloss  für  die  gegebene  Function  selbst,  sondern  zu- 
gleich auch  für  jede  andere  Function  f\  (./•,  •  ■  •  jc„)  sichern  sollen, 
für  welche  die  Entwicklung  der  Differenz 

AK  +      ,     •  •  •  ,     «n  +  *«)  —  fi  K  •  *  •  «») 

sich  erst  in  den  Gliedern  fünfter  und  höherer  Ordnung  von  der 
Entwickelung  der  Differenz  I)  unterscheidet. 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  ist  es,  die  im  Folgenden 
versucht  werden  soll,  allerdings  auf  einem  Wege,  der  von  vorn- 
herein nicht  ganz  einwurfsfrei  ist.  Wo  es  aber  an  einem  absolut 
sichern  Fundamente  noch  fehlt,  da  muss  man  sich  eben  auch 
mit  weniger  strengen  Methoden  behelfen,  falls  dieselben  nur 
überhaupt  ein  tieferes  Eindringen  in  das  Problem  gestatten. 

Um  den  Gegenstand  im  Zusammenhange  darzustellen,  wurde 
es  nöthig,  die  ganze  Untersuchung  ab  ovo  zu  beginnen  und  also 
auch  das  Bekannte  von  Neuem  kurz  abzuleiten.  Im  Besonderen 
konnte  namentlich  die  Reproduction  eines  Theils  der  Resultate, 
die  bereits  in  meiner  Note  »Ueber  die  kürzesten  und  weitesten 
Abstände  eines  gegebenen  Punktes  von  einer  gegebenen  Oberfläche 
und  die  dritte  Variation  in  den  Problemen  des  gewöhnlichen  Maxi- 
mums und  Minimums*,  diese  Berichte  1881,  erhalten  wurden, 
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deshalb  nicht  wohl  umgangen  werden,  weil  dieselben  sich  auch 
für  die  vorliegende  Untersuchung  als  höchst  wesentlich  heraus- 
stellten. Ich  bezeichne  diese  Note  im  Folgenden  kurz  durch  A. 

§<• 

Analytische  Definition  des  Minimums.  Allgemeine  Entwidmungen. 

Die  zweite  Variation. 

Da  ein  Maximum  der  Function  f  identisch  ist  mit  einem 
Minimum  der  Function  —  /'.  so  können  wir  uns  auf  den  Fall  des 
Minimums  beschranken,  und  demnach  die  Grundfrage  so  stellen: 

Unter  welchen  Bedingungen  erreicht  eine  gegebene  Func- 
tion /  r,  •  .vn\  einen  kleinsten  Werth  an  einer  solchen  Stelle 
xx  —  at,  -  • ,  xn  =  «„,  in  deren  Umgebung  die  Differenz 

D  ==  f{ul  +  kt  ,    •  •  •  ,    an  +  /.„)  —  /(«,    •  •  aj 

sich,  so  weit  als  man  will,  nach  der  begrenzten  TAYLoa'schen 
Reihe  entwickeln  lässt? 

Für  ein  Minimum  der  Function  /'  an  der  Stelle  a,  •  •  an  ist 
nun  jedenfalls  nolhwendiy,  dass  die  Function  auf  jeder  Curve, 
die  sich  durch  einen  willkürlichen  Parameter  t  in  der  Form : 

(1)      Wi  =  <fi  (/)  =     +      t  +         +  $7  *3  H  , 

i=  «,  2,  .-.«  , 
ausdrucken  litsst,  im  Punkte  /  =  0  ein  Minimum  erreiche.  Dabei 
soll  natürlich  in  den  £/'  ebenso  wie  in  den  weiterhin  auftreten- 
den Grössen  Vf)  der  Buchstabe  Ä  keinen  Exponenten ,  sondern 
nur  einen  obern  Index  bedeuten.  Desgleichen  versteht  es  sich 
von  selbst,  dass  diese  Reihencoefficienten  ganz  beliebige  Werthe 
erhalten  können  und  nur  nicht  alle  gleichzeitig  gleich  Null  ge- 
setzt werden  dürfen,  sowie  auch,  dass  hier  im  Gebiete  des  Gröss- 
ten  und  Kleinsten  das  Wort  Werth  immer  nur  in  der  Bedeutung 
»endlicher  und  reeller  Werth«  gebraucht  wird. 

Dass  diese  Forderung  umgekehrt  auch  hinreichend  ist,  dürfte 
wohl  allgemein  zugestanden  werden.  In  der  That  wird  dies  für 
den  Fall  n  =  2  implicite  bewiesen  durch  die  ScHFBFFER'sche 
Theorie  der  Maxima  und  Minima  der  Functionen  von  zwei  Vari- 
abein, und  auch  die  Methode,  welche  Herr  Stolz  für  Functionen 
dreier  Variabein  angedeutet  hat ') ,  kommt  schliesslich  darauf 

4 )  Die  Maxima  und  Minima  der  Functionen  von  mehreren  Veränder- 
lichen, Sitzungsberichte  d.  Kais.  Akademie  d.  Wissenschaften  in  Wien. 
Mathem.-naturw.  Classe,  Rd.  XCIX.  Abth.  U.a.  Juni  4890. 


Digitized  by  Google 


Maxihä  und  Minima. 


57 


xurttck,  das  Verhalten  der  gegebenen  Function  auf  Curven  von 
der  analytischen  Form  (1 )  in  der  Nahe  des  Punktes  l  =  0  zu 
untersuchen.  A  priori  lässt  sich  diese  Um  kehrung  jedoch  wohl 
kaum  wirklich  beweisen,  und  es  ist  daher  möglicher  Weise 
immerhin  noch  eine  Beschränkung  des  allgemeinen  Minimum- 
begriffes, wenn  wir  die  obige  Forderung  im  Folgenden  auch  als 
hinreichend  annehmen,  mit  andern  Worten,  wenn  wir  das  Mini- 
mum —  unter  der  selbstverständlichen  Voraussetzung,  dass  das- 
selbe überhaupt  auf  dem  Wege  der  Potenzentwicklung  nach- 
weisbar sei l)  -  also  definiren: 
Setzt  man : 

50  ist  es  zu  eitlem  Minimum  der  gegebenen  Function  f'['>i'v  •  •  • 
an  der  Stelle  a4  . . .  an  nolhwendig  und  hinreichend ,  dass  für  alle 
nicht  gleichzeitig  verschwindenden  Werthe  der  Heihencoefficienten 
i'j,  iff ,  . . .,  Sni  £n*>  •••  ,/l  (ler  Kniwickelung  der  Differenz 

Fit)  -  F(0) 

nach  steigenden  Potenzen  von  t  stets  das  erste  nicht  verschwin- 
dende Glied  von  einer  geraden  Ordnung  und  positiv  sei2). 

Aus  dieser  Definition  folgt  zunächst,  dass  an  einer  Mini- 
mumsstelle a,  . . .  an  die  ersten  partiellen  Differentialquotienten 
der  Function  /'  sämmtlich  verschwinden,  die  Werthe  i\  =  a,, 

rn  =  </n  also  Wurzeln  der  n  Gleichungen  sein  müssen : 

■;3j      r^  =  0  ,     f**  =  0  ,  f'xn  =  0  . 

I)  Vgl.  Sch.  namentlich  §  4. 

J)  Auch  Scueefper  hatte,  als  er  anfing  sich  mit  der  Theorie  des  ge- 
wöhnlichen Maximums  und  Minimums  zu  beschäftigen,  zuerst  diese  De- 
finition zu  Grunde  gelegt,  und  verHess  dieselbe  erst  dann,  nachdem  er  in 
♦ler  Theorie  der  algebraischen  Curven  eine  ungleich  bessere  und  strengere 
ßegründungsart  erkannt  hatte.  Aus  diesem  Grunde  blieb  auch  seine  erste 
Arbeit  über  diesen  Gegenstand  unvollendet.  In  derselben  hebt  er  aber 
ausdrücklich  hervor,  dass  man  sich  über  die  Strenge  der  obigen  Definition 
nicht  täuschen  dürfe,  und  begründet  dies  sehr  treffend  mit  den  Worten  : 

»Obsehon  es  im  Falle,  dass  kein  Minimum  stattfindet,  dass  also  in 
jeder  Nahe  der  betreffenden  Stelle  a,  •  •  •  an  andere  Stellen  mit  kleineren 
oder  höchstens  gleichen  Functionswerthen  f{xx  •  •  •  xn)  existiren,  immer 
möglich  sein  wird,  durch  unendlich  viele  solcher  Stellen  eine  Curve  zu 
legen,  auf  welcher  alsdann  in  dem  betrachteten  Punkte  natürlich  eben- 
falls kein  Minimum  eintritt,  so  bleibt  doch  immerhin  die  Möglichkeit  offen, 
dass  keine  derartige  Curve  sich  in  der  Form  (<)  darstellen  lässt.« 
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Ich  setze  überdies  voraus,  dass  diese  Werthe  keinem  etwaigen 
solchen  Systeme  Auflasungen  der  Gleichungen  (3)  angehören,  wel- 
ches nicht  von  vornherein  für  alle  n  Unbekannte  a*  bestimmte 
Werthe  ergeben  hatte.  Der  gegenteilige  Fall  wird  im  folgenden 
Paragraphen  besonders  untersucht  werden. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Werthe,  welche  die  höheren  par- 
tiellen Differentialquotienten : 

der  Function  f  für  die  betrachteten  Wurzeln  xx  =«1, 

xn  =  an  der  Gleichungen  3)  annehmen,  zur  Abkürzung  durch: 

cik  »        cikX  >        cikXu  »        '  '  '  i 
so  ergiebt  sich  für  die  Differenz : 

(4)    J(e)  =f  {as  +  ehx  ,  .  •  .  ,  an  +  ehn)  —  /*(«,  •  •  •  «J 
die  Entwickelung: 

/  f>  =  2  ^^  <•» ■*'** 

+  3-3-4"  J£\5*  cikX/ullihkhXn(A 

in  der,  wie  überhaupt  im  Folgenden  immer  da.  wo  keine  beson- 
deren Summengrenzen  angegeben  sind,  alle  Summen  von  \  bis 
n  zu  nehmen  sind. 

Setzt  man  hierin  für  1 '  —  1,2,  •  •  •  n: 

,5)       *<  =  >y  /  +      +  h  Sff  +  •  •  •  , 

so  folgt  weiter: 

(6)      =        +  fj/' 4-  v\t*  +  •  ■  •  +  vsr  +  • 

+  2"3-  (H/»  +  FJ/«  +  h  Fv3 /"  +  .  .  .) 

und  hierin  ist,  weil  die  Coefficienten  rfA.,  t^,  ...  unge&nderl 
bleiben,  wenn  man  die  Reihenfolge  ihrer  Indices  ändert, 
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v\  =S  2*  (S*  f*'  + 2  &'  &*! 


s3  V*  V»Vicia5V,v5V 


+  {&•&* +  &*  5*')  &'-,+  ••• 


Nimmt  man  nun  zunächst  e  =H .  so  verwandelt  sich  gerade 
in  die  Differenz: 

J{\)  =  Fifi  -  Fi«)  , 
und  aus  6)  erbalt  man  dio  Enlwickeliing: 

+  (»1  +  1      +  3-i4  »<)«■  +  ...}. 

Das  AnfangsgLied  dieser  Entwickelung  ist: 

1  PI- 
2 

Soll  daher  der  betrachtete  Werth  f{ai  •  •  •  an)  ein  Minimum  von 
f  sein,  so  darf  seine  z weile  Variation: 

(9)  ^sFls^^'ä' 

te/M<T  negativen  Werlhe  fähig  sein.  Und  umgekehrt,  wenn  die- 
selbe definit  positiv  ist,  wenn  sie  also  nicht  bloss  nie  negativ 
werden  kann,  sondern  auch  nur  dann  verschwindet,  wenn  ihre 
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n  Variabein  i;J  . . .  £„'  gleichzeitig  verschwinden ,  so  besitzt  die 
Function  f  an  der  Stelle  at  ...  an  sicher  ein  Minimum. 

In  derThat,  zunächst  erreicht  alsdann  f  auf  allen  denjenigen 
Curven,  in  deren  Gleichungen  (1)  die  n  ersten  Coefficienten 
i*|  . . .  i-,,1  nicht  sämmtlich  Null  sind ,  im  Punkte«  l  =  0  ein 
Minimum. 

Dasselbe  gilt  aber  auch  dann  noch,  wenn  man  die  Reihen 
(\  nicht  mit  der  ersten,  sondern  mit  einer  beliebig  hohen,  etwa 
mit  der  //Men  Potenz  von  l  beginnen  Ittsst.  Denn  nach  (4)  und 
(5  kommt  dies  darauf  hinaus,  jetzt  £  =  ttn~*  zu  nehmen  und 
also  an  Stelle  von  I  V  die  Differenz  J{tm~s)  zu  betrachten. 
Nach  (ü)  aber  beginnt  die  Kniwickelung  dieser  Differenz  wie- 
derum mit  dem  definit  positiven  Glicde: 

lytitm 

Ist  also  die  zweite  Variation  definit  positiv,  so  besitzt  die  Func- 
tion f  Uberhaupt  auf  allen  Curven  (1)  im  Punkt«  t  =  0  ein 
Minimum,  und  damit  ist  nach  unserer  Grundconvention  das  Mini- 
mum auch  im  Räume  ./■,  . . .  ,rn  selbst  sicher  constatirt,  was  man 
bekanntlich  auch  unabhängig  von  dieser  Convention  ganz  streng 
beweisen  kann1). 

Offen  bleibt  die  Frage  demnach  nur  dann,  wenn  die  zweite 
Variation  weder  definit,  noch  indefinit,  d.  h.  falls  sie  nicht  etwa 
identisch  verschwindet  ,  wenn  sie  semidefinit  und  zwar  (da  wir 
nur  den  Fall  des  Minimums  ins  Autie  fassen)  positiv  ist,  und 
dieser  singulare  Fall  soll  eben  den  Gegenstand  unserer  Betrach- 
tungen bilden. 

Für  alle  Werthsysteme  £}  ...  welche  Yt  nicht  zum  Ver- 
schwinden bringen,  beginnt  dann  die  Entwickelung  von  J(\), 
wie  von  J (/'""*)  stets  mit  einem  positiven  Gliede  gerader  Ord- 
nung. Wir  haben  daher  diese  Entwickelungen  nur  noch  zu 
untersuchen  für  diejenigen  Werthe  der  n  Variabein  §\  welche 
\\  =  0  machen. 

Nun  ist,  da  die  zweite  Variation  semidefinit  und  positiv  sein 
soll,  Null  der  kleinste  Werth,  den  sie  überhaupt  anzunehmen 
vermag.  Jedes  Werthsystem  £|  ...  ifw',  für  welches  \\  verschwin- 
det, muss  daher  nothwendig  den  n  Gleichungen  genügen : 


4)  Vgl.  z.  B.  die  Anmerkung  am  Schlüsse  von  Sch.  §  6. 
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(' 0)    I  »  = -  r*     =  0  '  *-«.«."•»• 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  rückwärts: 

Umgekehrt  bringt  also  jedes  Werthsystem  der  Variabein 
welches  ihnen  genügt,  Y\  zum  Verschwinden,  und  man  hat  den 
wichtigen  Satz: 
/.  Wenn  die  ganze  homogene  Function  zweiten  Grades : 

semidefinit  ist,  so  lassen  sich  die  n  linearen  homogenen  Gleichungen : 

^  £j?  =  J?'  ci*&  =  0  •  k  =  *  >     ;•  •  n  . 

ü/ime/-  erfüllen  durch  Werthe  von  £|  . .  .  Jw',  mcÄf  sämmtlich 
Sull  sind,  und  zugleich  giebl  es  keine  anderen  Werthe  dieser  n 
Variabein,  für  welche  V%  =  0  würde,  als  solche,  welche  diese  n 
Gleichungen  erfüllen1}. 

Der  besondere  Fall,  in  welchen  sich  die  ersten  partiellen  Differential- 
♦inotienten  der  gegebenen  Function  znm  Verschwinden  bringen  lassen, 
ohne  dass  alle  n  Variable  bestimmte  Werthe  zn  erhalten  brauchen'-'). 

Im  Allgemeinen  lassen  sich  die  n  Gleichungen: 
(3)         f'«  =  0  •    /'X  =  0,  fafl  =  0, 

falls  sie  überhaupt  gleichzeitig  bestehen  können,  nicht  anders 
erfüllen  als  dadurch,  dass  alle  n  Unbekannte  .T,....rn  be- 
stimmte Werthe  erhalten,  und  dann  ist  die  im  Vorhergehen- 
den über  das  Wurzelsystem  xi  =  av  . ...  xn  =  an  gemachte 
Voraussetzung  eo  ipso  erfüllt.  Unter  Umstanden  kann  man  aber 


1)  Genau  ebenso  folgt  allgemein: 

Das  allgemeinste  Werthsystem  £,  •  •  •  £M ,  welches  eine  gegebene  semi- 
definite  ganze  homogene  Function  £mten  Grades  •  •  •  £,,)  zum  Verschwin- 
den bringt,  bestimmt  sich  aus  den  n  Gleichungen : 

bV  bV     n  bv 

2   A.  §  5. 
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diesen  Gleichungen  auch  genügen,  indem  man  nur  für  einen 
Theil  der  n  Unbekannten  passende  Functionen  der  übrigen  setzt. 
Ein  Beispiel  für  diesen  besonderen  Fall  ist  uns  soeben  in  den 
semidefiniten  ganzen  homogenen  Functionen  zweiten  Grades  be- 
gegnet. Hier  tritt  diese  Singularität  dadurch  ein,  dass  eine  oder 
mehrere  von  den  Gleichungen  3  eine  blosse  Folge  der  übrigen 
werden,  und  dann  giebt  es  überhaupt  kein  System  Auflösungen 
dieser  Gleichungen,  welches  alle  n  Unbekannte  x  vollständig 
bestimmte.  Sie  kann  sich  aber  auch  nur  bei  gewissen  Auf- 
lösungsarten der  Gleichungen  (3;  einstellen,  wahrend  die  Func- 
tionen I"  xv  . . .  fxn  an  sich  von  einander  unabhängig  sind.  Für 
die  Function 

%f{xl  xt';  =  a*  sin*  xt  +  (b*  cos*  xt      c*  sin*  xA)  cos*  xi 
z.  B.,  das  Quadrat  des  Radius vectors  des  Ellipsoides 

x  =  a  sin  xt  ,    y  =  b  cos  xK  cos  xA  ,    z  =  c  cos  xK  sin  x%  , 

sind  die  beiden  ersten  Differentialquotienten : 

f  x{  =  (ft*  —  fc*  cos*  ;r,  —  c*  sin*  xt)  sin  xi  cos  .t, 
/"'  xt  =  (c*  —  b*)  cos  xt  sin  x%  cos*  xt 

von  einander  unabhängige  Functionen  von  xt  und  x%,  aber 
beide  verschwinden  bei  willkürlichem  xt  durch  die  Annahme 
cos  xK  =  0. 

Um  nun  zu  erkennen,  was  sich  in  unseren  Betrachtungen 
ändert,  wenn  das  Werthsystem  xK  =  at ,  xn  —  aH  einer 
solchen  exceptionellen  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  an- 
gehört, nehme  ich  jetzt  allgemein  an,  die  gegebene  Function  /' 
sei  so  beschaffen,  dass  diesen  n  Gleichungen  bei  unbestimmten 
.  •  •  xn  identisch  genügt  werde  durch  die  r  Substitutionen : 

(H)      xv  =  i//^(.Tr+<  •  •  •  xn)  ,       q  =  \ ,  2,  • .  •  r  . 

Deutet  man  dann  die  Ausführung  dieser  Substitutionen  durch  () 
an,  so  ist  jedes 


und  daher,  wenn  x%  irgend  eine  der  unbestimmt  gebliebenen 
Variabein  .r^,  rn  bedeutet,  zugleich  auch 


r 
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d.  h.  der  Werth  'f).  den  die  gegebene  Function  für  die  ange- 
nommene Auflösung  der  Gleichungen  (3)  erhält,  ist  unabhängig 

Setzt  man  also: 

^  [xr„  •  •  •  xn)  =       ,       WKr+,  • '  •  O  =  V</  , 
so  ist  stets: 

(42)    f(xpK  •    •  (//r.Tr+i  •  •  ■  arj  =  /"(Vi'  '  •  •  </V>'r-M  •  '  '  O  • 

Welche  Werthe  man  daher  auch  den  Variabein  xr+{  -  •  xn  bei- 
legen mag,  so  kann  der  erhaltene  Functionswerth  tf)  doch  kei- 
nenfalls  ein  Minimum  von  f  im  früheren  Sinne,  d.  h.  ein  solcher 
Werth  sein,  welcher  kleiner  wilre  als  alle  Nachbarwerthe  der 
Function.  So  oft  indessen  für  alle  hinreichend  kleinen  und  nicht 
gleichzeitig  verschwindenden  Werthe  von  kt  ...  kr  die  Differenz 

f  {Vi  +  K  ,  ■  '  ■  >  H>r  +  kr ,  v'r+i  >  '  "  O 

beständig  >  0  bleibt,  während  x'r+t  . .  ..rn'  willkürliche,  den 
betrachteten  Werthen  von  xr+i  . . .  xn  nur  hinlänglich  benach- 
barte oder  auch  mit  ihnen  zusammenfallende  Grössen  bedeuten, 
ist  (f)  doch  in  dem  Sinne  sicher  ein  kleinster  Werth  der  Function, 
als  dieselbe  dann  an  keiner  Nachbarstelle  kleinere  Werthe  an- 
nimmt. Nach  (12.)  ist  aber  jene  Differenz 

und  unsere  Annahme  demnach  keine  andere  als  die,  dass  die 
Function 

f{x{  •  •  -xrx'r+%  •  •  -xn'}  , 

die  neben  den  Variabein  x{  •  ■  •  :rr  noch  die  unbestimmten  Con- 
stanten  x'r+i..  ,xn'  enthält,  an  der  Stelle  ;r,  =  ip{\  ...xrz=ipr' 
ein  Minimum  im  alten  Sinne  besitzen  solle. 

Der  Eintritt  dieses  Minimums  kann  aber  jedenfalls  nur  noch 
von  der  Erfüllung  gewisser  Bedinguogsungleichungcn  abhängen, 
und  wenn  ar+t...an  die  bestimmten  Werthe  der  Variabein 
xr+{  . . .  rn  sind,  die  man  ins  Auge  fassen  will,  so  können  die 
absoluten  Beträge  der  Differenzen 
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beliebig  klein  angenommen  werden.  Daher  kommt  die  letzte 
Bedingung  selbst  wieder  darauf  zurück,  dass  die  Function 


an  der  Stelle 

xK  =  ip{  (ar+t  •  •  •  an)  ,     •  •  •  ,    xr  =  j/vK-m  •  .  •  a„) 

ein  wirkliches  Minimum  erreichen  muss. 

Uebrigens  braucht  man  sich  nicht  bei  dem  letzten  Schlüsse 
zu  beruhigen,  sondern  kann,  nachdem  man  einmal  bei  dem  Mi- 
nimum der  Function 


angelangt  ist,  nun  auch  so  weiter  schliessen : 

Bleibt  das  Minimum  dieser  Function  an  der  Stelle  .xi  =  i/>, . 
.  .  .,  rr  =  \pr'  für  alle  Wcrthe  der  Constanten  x'r+l  . .  .  •r'  be- 
stehen, so  ist  auch  —  und  bei  der  Weiterführung  der  allgemei- 
nen Untersuchung  werden  wir  im  Grunde  nur  dieses  Resultat 
brauchen  —  der  erhaltene  Werth  (/',  für  alle  Werthe  der  Vari- 
abein xr+t  .  . .  xn  ein  kleinster  Werth  der  gegebenen  Function 
f[xi . . .  xrxr+i  . . .  xn  in  dem  oben  angegebenen  neuen  Sinne 
des  Wortes. 

Ist  dagegen  f  [ip{' . ..  ipr'x'r+{  . . .  xn')  nur  so  lange  ein 
wirkliches  Minimum  der  ersten  Function,  als  ihre  Constanten 
x'r+{  .. .  xn'  etwa  zwischen  gewissen  Grenzen  bleiben,  so  ist 
auch  ff)  nur  so  lange  ein  kleinster  Werth  der  zweiten  Function, 
als  die  Variabein  xr+l  .  . .  xn  zwischen  denselben  Grenzen 
bleiben. 

Der  ganze  Unterschied  zwischen  dem  jetzigen  besondern 
und  dem  früheren  allgemeinen  Falle  reducirt  sich  also  darauf, 
dass  die  bei  der  betrachteten  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  Will- 
kür lieh  gebliebenen  Variablen  xr+i  ,..xn  sich  ganz  so  verhalten, 
als  ob  ihnen  von  vornherein  diejenigen  gegebenen  Werthe  vorge- 
schrieben wären,  die  man  gerade  in  Betracht  ziehen  will.  Und 
wenn  im  Besondern  die,  unter  der  Voraussetzung  constanter 
.rr+{  .  . .  xu  gebildete  zweite  Variation  von  (/'),  also,  nur  in  ver- 
änderter Bezeichnung,  der  Ausdruck: 


f(x{  •  •  •  xrar+l 


f{x{  •  •  •  xrx 


r 


<?'(/') 


i 
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för  das  betrachtete  Werthsystem  .Tr+I  . . .  xn  definit  positiv  aus- 
fällt, so  beweist  dies,  dass  in  der  Umgebung  der  Stelle 

xi  =  V»  ,     • '  •  .    *r  =        i      «V-m  ,     "  &n 

kein  Werth  der  gegebenen  Function  f{xK  ...  ncn)  existirt,  der 
kleiner  wäre  als  (f) x). 

Damit  ist  der  betrachtete  Ausnahmefall  auf  den  allgemeinen 
Fall  zurückgeführt,  und  wir  können  nun  wieder  zu  diesem,  d.  h. 
also  zu  der  Voraussetzung  zurückkehren,  dass  die  Wurzeln 
xi  =  aK ,  .  .  . ,  trn  =  an  keinem  System  Auflösungen  der  Glei- 
chungen (3)  «ingehören,  welches  ursprünglich  eine  oder  mehrere 
der  Unbekannten  .r  unbestimmt  gelassen  hatte.  Ueberdies  sollte 
die  zweite  Variation  des  zugehörigen  Functionswerthes  f{aK  ...«„) 
semidefinit  positiv  sein  und  es  waren  daher  die  Entwickelungen 

i)  Dagegen  wird  alsdann  die  hei  variabelm  rr  +  t  gebildete 
zweite  Variation  von  (f) 

nur  semidefinit  positiv.  Dies  folgt  einmal  schon  daraus,  dass  ja  überhaupt 
die  Differenz 

ftt>l  +  *i  ,  ' ' '  *!>r  +  K  .        +  i  '  • '  -V)  —  /*(«/'!  • '  •  yr*r  +  i  *  * '  -r«> 
=  0  wird,  sobald  man  jedes 

K  =  %'  —  *Po 

\  *  * 

setzt,  lässt  sich  andrerseits  aber  auch  direct  zur  Anschauung  bringen  durch 
die  Bemerkung ,  dass  man  in  Folge  der  aus  den  Identitäten  (fx/,)  =  o 
hervorgehenden  Relationen : 

K  auch  so  schreiben  kann : 


i 

wo 

r+l  A 

Man  sieht  also,  wie  in  diesem  besonderen  Falle  eine  in  bestimmter  Weise 
smideßnite  zweite  Variation  doch  allein  schon  hinreicht,  um  einen  kleinsten 
Werth  sicher  zu  constatiren. 

Math.-pbys.  CImm.  1K92.  5 
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der  Differenzen  J{\)  und  J[tm~K)  nur  fttr  diejenigen  Werthe 
der  Variabein  £'  zu  discutiren,  welche  \\  zum  Verschwinden 
bringen,  d.  h.  nach  Satz  I,  welche  die  n  Gleichungen  (10)  be- 
friedigen. 

§3. 

Das  Verschwinden  der  dritten  Variation. 

Beschäftigen  wir  uns  unter  der  Festsetzung,  dass  nicht  alle 
n  Variabein  i-J  .  . .  gleichzeitig  verschwinden  sollen,  zunächst 
wieder  ausschliesslich  mit  der  Entwicklung  (8)! 

Diese  ist  jetzt  nur  zu  bilden  für  solche  Werthe  der 
welche  die  n  Gleichungen 

(io)    i    =  y;<  cnst  =  o ,  *  - 1,  s, ... » 

erfüllen.  Für  alle  diese  Werthe  verschwindet  aber  mit  Vt  gleich- 
zeitig auch: 

und  das  Anfangsglied  der  Entwickelung  (8)  wird  also  jetzt: 

1 

 !_.  l/S/3 

23 

Soll  also  unser  Werth  f(at  . .  .  nn)  wirklich  ein  Minimum  von  / 
sein,  .so  muss  nothwendig  auch  noch  seine  dritte  Variation  : 

[\ 3)  V,  =  VI  ==  2'2k2l  c™  ?*' 

4 

in  Folge  der  Gleichungen  (10)  verschwinden. 

Diese  nächste  nothwendige  Bedingung  des  Minimums  nehme 
ich  daher  im  Folgenden  als  erfüllt  an.  Aus  ihr  ergiebt  sich  so- 
fort eine  Folgerung,  die  für  die  weitere  Untersuchung  von  gröss- 
ter  Wichtigkeit  ist. 

Bei  unserer  Voraussetzung  lassen  sich  die  n  Gleichungen  (10) 
durch  Werthe  der  £'  erfüllen,  die  nicht  sämmtlich  Null  sind. 
Daher  ist  von  diesen  n  Gleichungen  nothwendig  wenigstens  eine 
eine  blosse  Folge  der  anderen.  Ich  will  allgemein  annehmen, 
dass  von  den  Gleichungen  (10)  die  r  ersten  von  einander  unab- 
hängig und  die  n  —  r  letzten  blosse  Folgen  der  r  ersten  seien,  und 
zwar  mögen  diese  die  r  Variabein  £J  . . .  £r4  bestimmen,  sodass  die 
Determinante 
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(Ii  2±c„c„-  <Vr*0 

sei.  —  Wir  werden  übrigens  in  §  6  sehen .  dass  die  letzte  Vor- 
aussetzung bereits  in  der  ersten  enthalten  ist.  — 
Sind  dann: 

(«5)  Sol=52»  W  .      ?  =      2,  ..-r  , 

r  +  I 

die  Auflösungen  der  r  ersten  Gleichungen  (10  ,  so  wird,  da 
nach  Voraussetzung  die  Gleichung  \\  =  0  eine  blosse  Folge  der 
Gleichungen  (10)  ist,  mit  diesen  n  Gleichungen  zugleich  auch 
die  Gleichung 

F3  =  0 

identisch  erfüllt  durch  die  Substitutionen  (1 5). 
Setzt  man  nun  zur  Abkürzung : 

wo  />  eine  beliebig  gewählte,  von  Null  verschiedene  Zahl  be- 
zeichnet, so  wird  nach  (1 3) : 

Jgl       s       SS  2'       +  • 

Deulet  man  daher  der  Klarheit  halber  die  Ausfahrung  der  Sub- 
stitutionen (45)  durch  [  J  an,  so  hat  man: 

[2'        =  2"  (  "i"!  +  Ü,*  V  iJ/eD  V  =  0  > 

r  +  1  I 

d.  h.  es  bestehen  die  n  —  r  Relationen: 

r 

[Up]  +2*  V  ^  =  0  '      f*  =  r  +  1,  •  •  •  w  . 

Diese  aber  liefern,  weil  sich  die  r  in  den  linearen  Glei- 
chungen : 

=  o  ,     ...  ,     [jrr]  =  o 

wegen  der  Voraussetzung  (H)  nach  den  r  Unbekannten 
auflösen  lassen,  sofort  den  folgenden  (von  den  Beziehungen 
c.k  =  c/t,-  unabhängigen)  Salz :  lj 

II.  Lassen  sich  die  r  ersten  von  den  n  linearen  homogenen 
Gleichungen  (10)  nach  den  r  Unbekannten  £J  . .  .  £r'  auflösen,  und 

4)  A.  p.  46. 

5* 
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erfüllen  diese  Auflösungen  mit  den  n  —  r  übrigen  Gleichungen  (1  0) 
zugleich  die  Bedingung  identisch : 


so  genügen  für  alle  Werthe  von  j*\  . . .  fÄ\  welche  die  Gleichungen 
(10)  befriedigen ,  auch  die  Auflösungen  der  r  ersten  von  den  n 
linearen  nicht  homogenen  Gleichungen : 


nach  den  r  Unbekannten  |J  •  •  •  •  £r*  identisch  allen  n  Glei- 
chungen (16). 

Ich  füge  hinzu,  dass ,  bei  den  Ober  die  Gleichungen  (10) 
*  eingeführten  Voraussetzungen,  die  zweite  Variation  V%  eine 
definit  positive  Function  der  Variabein  f [  •  •  •  £r4  wird,  sobald 
man  |J.+4  =  •  •  •  =  £n'  =  0  setzt.  Denn  giebt  man  den  n  —  r 
letzten  Variabein  den  gemeinsamen  Werth  Null ,  wodurch 
Vt  in  V\  Obergehe,  so  lassen  die  Gleichungen  (10)  sich  nach 
14)  nur  durch  £}  =  ••=  Sr'  =  0  erfüllen,  und  nach  Satz  I 
kann  daher  auch  V\  nur  auf  diese  Weise  zum  Verschwinden 
gebmcht  werden. 

Endlich  wird  uns  auch  noch  der  folgende  Satz  von  Nutzen 
sein,  den  man  unter  Beachtung  der  Beziehungen  ci]ix=cjJ(ii  •  •  • 
sofort  als  selbstverständlich  erkennt,  wenn  man  die  Form  der 
Bedingungen  ins  Auge  fasst.  welche  nothwcndig  und  hin- 
reichend sind,  um  die  Bedingung  1,  =  0  durch  n  lineare  Sub- 
stitutionen mit  n  —  r  unabhängigen  Variabein  rjr+l  •  •  •  rjn: 


identisch  zu  erfüllen. 

///.  Wenn  die  n  von  einander  abhangigen  linearen  homo- 


(16) 


p  ^  0  ,     1 =  1 ,  i ,  •  ■  ■  n 


11 


jenen  Gleichungen : 


Sinkst*** 


•  •  •  n 


die  Gleichung  nach  sich  ziehen: 
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so  sind  stets  zu  gleicher  Zeit  die  beiden  Gleichungen : 

und 

blosse  Folgen  der  2  n ,  resp.  der  3  n  Gleichungen : 

^     f f' =  0  ,  2  c«    =  0  ,   J2Sctt|,'  =  o. 

Die  vierte  Variation. 

Für  alle  Werlho  der  Variabein  £*,  welche  die  Gleichungen 
(10)  erfüllen,  verschwindet  mit  FJ  und  I nach  Voraussetzung 
tugleich  FJ ,  beginnt  also  die  Entwickelung  (8)  mit  dem  Gliede 
4.  Ordnung 

In  diesem  hat  sich  wegen  der  Gleichungen  (1 0)  FJ  auf: 

reducirt,  während  FJ  und  1*  ihre  ursprünglichen  Werthe  (7) 
beibehalten  haben. 

Soll  daher  der  betrachtete  Werth  /'(«,  •  •  •  o„)  ein  Mini- 
raum der  Function  f  sein,  so  darf  seine  vierte  Variation  : 

m    vt  =22'  cix  sf  ?„«  +22 2i  Cfid  &•  5,'  Ia' 
+ irr^iSSS^  c*v»  V 

unter  den  Bedingungen  (40)  /ur  Arctwe  Wierde  der  «  Variahein 
U  ■  •  •  £n*  negativ  werden. 

Wir  wollten  uns  aber  auf  den  allgemeinen  Fall  be- 
schränken, dass  nun  nicht  wiederum  eine  neue  Singularität 
eintreten  sollte,  oder,  was  auf  dasselbe  zurückkommt,  wir  fragen 
nur  nach  solchen  Kriterien,  welche  das  fragliche  Minimum  nicht 
blos  für  die  gegebene  Function  f  rK  •  •  •  .rn)  selbst,  sondern 
gleichzeitig  auch  z.  B.  für  die  Function: 

ft[xt  •  •  •  xj  =  f[xK  •  •  .  aej  +  q>%(x%  —  a,  ,  •  •  • ,  xn  —  cy 
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entscheiden,  in  der  qpt  irgend  eine  ganze  homogene  Function 
5ten  Grades  ihrer  Argumente  ist,  und  so  oft  man  \\  zwar  nicht 
negativ  machen,  wohl  aber  noch  zum  Verschwinden  bringen 
könnte,  würde  sich  offenbar  die  Function  qpB  immer  so  wählen 
lassen,  dass  jedenfalls  fK  an  der  Stelle  a,  •  •  •  an  kein  Minimum 
erreicht. 

Daher  müssen  wir  geradezu  verlangen,  dass  der  Ausdruck 
(17),«/<?r  eine  ganze ,  nicht  homogene  Function  2<tfn  Grades  der 
n  willkürlichen  Variabein  •  •  •  £n4  ist,  für  jedes  gegebene  Werth- 
system f  |  •  •  •  ,  das  die  Gleichungen  (1  0)  befriedigt  und  nicht 
aus  lauter  Nullen  besteht,  beständig  positiv  bleibe. 

Hierzu  aber  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der 
kleinste  Werth,  den  \\  überhaupt  anzunehmen  vermag,  für  jedes 
solche  Werthsystem  der  Variabein  f 1  positiv  sei. 

Nun  müssen  diejenigen  Stellen  ff  •  •  •  ,  an  denen  \\ 
einen  kleinsten  Werth  erreichen  soll ,  nothwendig  den  n  line- 
aren Gleichungen  genügen: 

i  =  1  .  2  ,    •  •  n  , 

und,  weil  die  den  Bedingungen  (10)  unterliegen,  sind  nach 
Satz  II  wiederum  die  n  —  r  letzten  Gleichungen  (18)  blosse 
Folgen  der  r  ersten.  Sie  bestimmen  daher  nur  £ J  •  •  •  fr*  als 
Functionen  von  fj+1  •  •  •  gn*  und  ertheilen  nach  §  2  der  Func- 
tion Y\  einen  von  diesen  n  —  r  letzten  Variabein  unabhängigen 
Werth.  Dieser  Werth  ist  überdies,  wiederum  nach  §  fc,  wirk- 
lich der  kleinste,  dessen  die  Function  F4  fähig  ist,  so  oft  seine 
zweite  Variation : 

definit  positiv  wird,  wenn  man  in  ihr  die  Variationen  ö*|^*  der 
unbestimmt  gebliebenen  Variabein  i-^*  gleich  Null  setzt.  Diese 
Forderung  ist  aber  bei  unsern  Voraussetzungen  von  selbst  er- 
füllt.  Denn  wegen 

unterscheidet  sich  der  Ausdruck  d*V  nur  in  der  Bezeichnung 
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seiner  Variabein  und  durch  ^den  Factor  2  von  der  zweiten  Va- 
riation (9)  unseres  Functionswerthes  f(ai    •  •<*„). 
Die  Gleichungen  (\$)  ergeben  nun: 


ÖT2' c*  sf  >v  +22  2l  fM  &  f «*  &*  = 0 

und  reduciren  daher  die  Formel  (17)  auf  die  folgende: 

+  s -'s 222S2> 5«    >V } • 

die  man,  unter  l'J  und  rj  die  Summen  derjenigen  Glieder  von 

(17)  verstanden,  die  in  Bezug  auf  die  Variabein  von  der  0,en 
und  von  der  1ten  Ordnung  sind,  so  schreiben  kann : 

Ftlr  unsere  Forderung  ist  daher  nothwendig  und  hinreichend1, 
dass  der  Werth,  den  der  Ausdruck  (1 9)  durch  die  Gleichungen 

(18)  erhält,  stets  >  0  bleibt. 

Damit  bat  sich  das  folgende  Resultat  ergeben : 
IV.  Soll  an  einer  Stelle. rt  ==  o4,  •  •  •  xn  =  aÄ,  welche 
unter  der  in  §  4  angegebenen  Voraussetzung  den  Bedingungen 
(3)  genügt  und  für  welche  die  zweite  Variation  des  zugehörigen 
Functionswerthes  f(at  •  •  •  o„) 

sicA  o/s  semidefinit  positiv  ausgewiesen  hat,  ein  Minimum  der 
gegebenen  Function  f  eintreten ,  so  muss  mit  der  zweiten  zugleich 
auch  die  dritte  Variation 

dieses  Functionswerthes  in  Folge  der  nt  von  einander  nicht  unab- 
hängigen Gleichungen 

=  0  ,       x  =  1,  2,  •  •  •  ti  , 

verschwinden,  und  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  kann  man  nach 
Substitution  der  allgemeinsten  Auflösungen  dieser  n  Gleichungen 

i )  Letzteres  wird  in  §  6  bei  der  Betrachtung  der  ganzen  Functionen 
zweiten  Grades  noch  weit  anschaulicher  tiervortreten. 
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mit  Hülfe  der  wiederum  von  einander  abhängigen  n  Gleichungen 
(18)  die  Variabein  f  J  •  •  •  £n*  vollständig  aus  der  vierten  Varia- 
tion (17)  oder ,  was  dasselbe  ist,  aus  dem  Ausdrucke  (49)  elimi- 
niren}  der  hierdurch  übergeht  in  eine  ganze  homogene  Function 
4ten  Grades  von  weniger  als  n  Variabein.  Vermag  dami  diese 
ganze  homogene  Function  4ten  Grades  (oder  direct  die  4te  Varia- 
tion (17)  unter  den  Bedingungen  [10))  auch  negative  Werthe 
anzunehmen ,  so  ist  f[a{  •  •  •  an)  sicher  kein  Minimum  von  f.  Ist 
sie  dagegen  definit  positiv }  so  erreicht  die  Function  f  auf  allen 
Curven,  in  deren  Gleichungen  (1)  die  n  ersten  Heihencoefficienten 
i\  '  '  '  %n  n'cnt  sämmtlich  =  0  sind,  im  Punkte  t  =  0  stets  ein 
Minimum. 

§5. 

Das  Kriterium  IV  ist  hinreichend  auch  für  das  Minimum  überhaupt 

Nun  fragt  es  sich  aber  wieder ,  ob  bei  der  letzten  Voraus- 
setzung des  Satzes  IV  unsere  Function  /'auch  auf  allen  Curven, 
deren  Gleichungen: 

xi  =  §itPn +  H  ,       /  — 1,2,  •  ••  n 

mit  einer  beliebig  hohen  Potenz  von  /  beginnen ,  an  der  Stelle 
t  =  0  gleichfalls  ein  Minimum  besitzt,  d.  h.  also,  ob  alsdann 
auch  für  alle  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  Werthe  von 
£,'•••  welche  die  Gleichungen  (4  0)  erfüllen,  die  Entwicke- 
lung  der  Differenz  4{tm~ ')  stets  mit  einem  positiven  Gliede 
gerader  Ordnung  beginnt? 

Nach  (5)  und  (6)  ist  nun: 
(20)    J{lm-<)  = 

=  J  {  V\ttm+  V\  t*m+*  H  f-  V%  n  1-  v*nJhi  j 

+w)  ««•  + . . .  -h(^l+/J  + 1-  vur^-*  +  •  •  • 

+  i  (  Ol-  +  i  '  m+,  +  3^  »  l)  /*m  +  •  •  •  • 

Nach  Voraussetzung  erfüllen  aber  die  Variabein  die  Glei- 
chungen (10)  und  mit  ihnen  zugleich  die  Gleichung: 
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Ueberdies  ist  nach  (7) 

•  v.  =  KSS'     >*ta + &'  ?«""*  +  •  •  •  +  s»  ?x"+') , 

und  in  l',,5  kommen  keine  |  vor,  deren  oberer  Index  ^>  v  —  2 
wdre.  Aus  den  Formeln  (7)  ergiebt  sich  daher  durch  Anwen- 
dung des  Satzes  Hl  sofort  das  Resultat: 

V.  Gelten  für  jedes  h  ^  g  die  11  Gleichungen  : 

1 

.so  it**rc/  gleichzeitig  auch  : 

v\  =  r«  = . . .  =  v  v,  =  0 

wahrend  V\g+t  und  V*^  sich  auf: 
reduciren. 

Dies  vorausgeschickt  seien  die  Gleichungen  (21)  nun  eben 
für  jedes  //  ^  7  erfüllt. 

Ist  dann  2  </  -f  1  <  ///  -f-  i ,  also  2  7  -f  2  m  +  1  ,  so 
erhalt  nach  V  die  Entwickelung  (20)  das  Änfangsglied  gerader 
Ordnung: 

m  in»*.«*"*''- 

Ist  zweitens  m  +  1  ^  2 g  +  1  <  2  m  +  1 ,  d.  h.  //1  ^  2  </  <[  2 «j, 
so  hat  man : 

y_m<0,     //<  +  4  <2</  +  2^2w  +  4 

und  daher,  m     /»  =  2  g  +  2  gesetzt  : 

h  =  2  7  +  2  —  //<  ^2  , 

Ä-f-  1  =2y  +  3  -//,<(/  +  3, 

3m  +  A  —2  =2//i  +  2f/  . 

Wieder  also  beginnt  die  Entwickelung  (20)  mit  dem  Gliede  (23). 
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Ist  endlich  g  =  #w,  so  wird  : 

•  •  =  v\m„  =  vi=  r;  =  • . .  =  ^ä  =  o. 

und  folglich  jetzt: 

(2*)  |  ( ''!m+,  + 1  v*m+,  +        I  ;)  I* 

das  Anfangsglied  von  J(tm~l). 

Solange  also  g  <  »«  bleibt ,  stellt  sich  immer  das  Anfangs- 
glied (23)  ein,  das  nach  (22)  nie  negativ  werden  kann  und  nur 
dann  verschwindet,  wenn  die  Gleichungen  (21)  auch  noch  für 
h  =  g  +  1  erfüllt  werden.  Für  g  =  m  aber  tritt  an  Stelle 
dieses  semidefiniten  Gliedes  das  Anfangsglied  (24),  in  welchem 
nach  22)  der  Factor  von  ^tim  bis  auf  die  Bezeichnung  eines  Theils 
der  Variablen  vollständig  mit  der  vierten  Variation  (17)  Über- 
einstimmt, und  welches  daher  unabhängig  davon,  ob  man  die 
Gleichungen  (21)  auch  noch  für  h  >  m  gelten  lässt  oder  nicht) 
für  alle  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  Werthe  der  Va- 
riabein welche  die  Bedingungen  (10)  erfüllen,  beständig 
positiv  bleibt,  so  oft  dasselbe  von  der  vierten  Variation  V4  gilt. 

Hiermit  haben  wir  als  Endresultat  unserer  allgemeinen 
Untersuchung  den  Satz  gewonnen : 

VI.  Sind  die  sonstigen  Voraussetzungen  des  Satzes  IV  er- 
füllt, und  ist  überdies  für  alle  nicht  gleichzeitig  verschwindenden 
Werthe  der  J4,  welche  die  Gleichungen  (10)  erfüllen,  die  vierte 
Variation  (17)  eine  beständig  positive  Function  der  Variabein  £*, 
oder,  was  nach  dem  Vorhergehenden  dasselbe  besagt,  ist  ausser- 
dem diejenige  ganze  homogene  Function  4ten  Grades  von  weniger 
als  n  Variabein  definit  positiv,  welche  man  erhält,  wenn  man 
nach  Substitution  der  allgemeinsten  Auflösungen  der  Gleichungen 
(10)  die  Variabein  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (18)  aus  dem 
Ausdrucke  (19)  eliminirt}  so  erreicht  die  gegebene  Function  f  über- 
haupt auf  allen  Curven  1 )  im  Punkte  t  =  0  stets  ein  Minimum 
und  daher  ist  alsdann  im  Sinne  unserer  Grunddefinition  jeden- 
falls f(aA  •  •  •  an)  sicher  ein  Minimum  von  f. 

§5. 

Beispiele  and  Bemerkungen. 

Um  diese  Kriterien  auf  einen  gegebenen  Fall  anzuwenden, 
wird  man  ^selbstverständlich  in  der  Regel  die  Variationen  V\ , 
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\\,  Vt  nicht  unmittelbar  ans  den  allgemeinen  Formeln  (9),  (13), 
(1 7)  berechnen ,  sondern  man  wird  bequemer  successive  so 
verfahren ,  dass  man  zuerst  durch  directe  Ausführung  der  Ent- 
wickelung 

/"(«I  +  S5* ,  •  •  ■ ,  «n  +  fiO  -  /'K  •  •  •  «J 

I't  und  r,  ermittelt  und  damit  verificirt,  ob  auch  wirklich  Vt 
semidifinit  positiv  ist  und  \\  zugleich  mit  V%  verschwindet. 
Hat  man  dann  die  allgemeinsten  Werthe : 

gefunden,  welche  die  Forderung  r,  =  0  oder  die  n  Gleichungen 

h  V\  _ 

erfüllen,  so  liefert  die  Entwickelung  der  Differenz : 

durch  ihr  Anfangsglied  ^  F4/'  unmittelbar  die  4 16  Variation  \ \} 
und  man  hat  nun  schliesslich ,  falls  das  Zeichen  von  V%  sich 
nicht  unmittelbar  erkennen  lasst,  mit  Hülfe  der  n  Gleichungen 

M'«=o 


und  eventuell  der  Formel 

(•«')  v.  =  iv.+  v\ 

den  kleinsten  Werth  von  V4  zu  berechnen  und  sein  Vorzeichen 
zu  untersuchen.  So  oft  dieser  kleinste  Werth  eine  definite  oder 
indefinite  Function  derjenigen  unabhängigen  Variabein  ist,  in 
welchen  man  die  allgemeinen  Auflösungen  der  Gleichungen 
(10  ausgedrückt  hatte,  geben  die  Sätze  IV  und  VI  sichern 
Aufschluss  darüber,  ob  nicht  nur  die  gegebene  Function 
fK  '  '  '  an)  selbst,  sondern  mit  ihr  zugleich  auch  jede  andere 
Function     ai  •  •  •  an),  für  welche  die  Differenzen : 

AK  +  *i  >  '  '  •  <*n  +  >•'„)  ~  AK    '  •  < 

und 

fi[«  +  K>  • '  -    +  W  —AK  •  •  •  «*) 
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sich  erst  in  den  Entwicklungsgliedern  5ter  und  höherer  Ord- 
nung unterscheiden ,  an  der  Stelle  ai  •  •  •  an  ein  wirkliches 
Minimum  erreicht  oder  nicht.  Offen  bleibt  diese  Frage  und 
zwar  schon  für  die  gegebene  Function  selbst  nur  in  dem  Falle, 
wo  jener  kleinste  Werth  wiederum  semidefinit  positiv  aus- 
fallen sollte. 

Im  Folgenden  mögen  zunächst  diese  Kriterien  an  einigen 
einfachen  und  bekannten  Beispielen  erprobt  und  erläutert 
werden,  bei  denen  immer  die  zu  untersuchende  Stelle  der  Null- 
punkt ist  und  die  Function  selbst  hier  den  Werth  Null  erhält, 

1 

so  dass  man  \  Vt  und  u     V.  unmittelbar  durch  Vertauschung 

*  •  o 

der  Variabein  x  mit  den  entsprechenden  Variabein  £'  aus  den 
beiden  ersten  Gliedern  der  Function  erhält.  Der  Bequemlich- 
keit halber  schreibe  ich  jedoch  jetzt  £,  für      und  r,,-  für 

1 .    f\xt  .r4)  =  x\  —  [p*  -f  9*)  x{  x\  -f  />*  9*  x\  ,    f  4=  9*.  ') 
Hier  ist: 

Beide  verschwinden  für  £,  =  0  und  man  erhält: 

f(>h  .  f.0  =  W,  -  (/-* + <?')';,  15  +  /'W  - 

also 

-  r, -=„;-;,>« +      SS +  /«VS- 

ö  1'' 

Die  Gleichung       =  0  liefert 
und  damit: 

»i  -  -  (/'*  +  f)  >u  st  +  WS  =  -  —7 —  S 

als  kleinsten  Werth  von  T4.  Dieser  Werth  ist  negativ.  Daher 
hat  nicht  nur  die  gegebene  Function  selbst,  sondern  auch  jede 
andere  Function,  welche  aus  ihr  durch  Vermehrung  um  Glieder 
51er  un(j  höDerer  Ordnung  entsteht,  im  Nullpunkte  weder  ein 
Minimum  noch  ein  Maximum.  — 

i)  Sch.  §  8,  1.  (PEANo'sches)  Beispiel. 
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2.  f(xt  xt)  =  x\  —  x\  +  x\  —  xi  x\  . l) 
Hier  werden: 

i  K«  =     >     2T3  1 3  =  ~  ^' 
wiederum  beide  =  0  für  J,  =  0 ,  und 

sodass  J  F4  =  ij*  -f-  f  J  sich  schon  ohne  Weiteres  als  bestimmt 
positiv  darstellt.  Die  gegebene  Function,  sowie  jede  andere, 
die  in  den  Gliedern  1t<>r  bis  4l"  Ordnung  mit  ihr  tiberein- 
stimmt, erreicht  also  im  Nullpunkte  ein  sicheres  Minimum.  — 

3.  f[xh  xt)  =  rj  —  2  .r,  x\  +  x\  dr  x\  .  2) 

verschwinden  beide  für  i-,  =  0.   Es  wird  aber: 

fit*     I.  0  =  W  -  2  r;4  JJ  +        ±  ,,J  /• , 
also  kann  ^  K4  =  (>?,  —        zwar  nie  negativ  werden,  wohl 

1)  Serret -Harnack  II,  \,  p.  380.  Das  Kriterium,  welches  Harnack 
dort  für  das  Minimum  in  dem  betrachteten  Ausnahmefalle  angiebt,  vor- 
langt, dass 

Lim      =  0 
'  t 

werde,  wie  man  auch  die  Variabein  £ }  •  •  •  £nl  sich  der  Grenze  Null  möge 
nahern  lassen ,  und  dass  überdies  V\  (nicht  Vk)  für  diejenigen  Werthe 
dieser  Variabein,  welche  Vt  =  0  machen,  beständig  positiv  bleibe.  Dies 
Kriterium  ist  indess,  was  bereits  Scheefper  seiner  Zeit  mir  brieflich  mit- 
theilte, nur  hinreichend,  nicht  zugleich  auch  nothwendig.  So  wird  z.  B. 
für  die  Function 

/  x  V*  3 

f[xxx^  =*  x?  -f-  x,  x|  +  x\  =  (x,  -h  4*|  -h  —  X1  , 

welche  nach  VI  im  Nullpunkte  ein  Minimum  von  derselben  Natur  wie  das 
Beispiel  i.  besitzt, 

und  die  Forderung  Lim  — 1  =  0  hier  also  nicht  erfüllt, 
t)  Sek,  §  8,  4.  Beispiel. 
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aber  noch  verschwinden,  und  wir  haben  einen  solchen  Fall  vor 
uns,  in  welchem  unsere  Kriterien  versagen. 

Man  braucht  aber  die  gegebene  Function  nur  in  der  Form 
zu  schreiben 

/>,  apj  =  (.r,  —  a?y»  ±  .r{  , 

um  unmittelbar  zu  erkennen  ,  dass  dieselbe  im  Nullpunkte  ein 
oder  kein  Minimum  besitzt,  jenachdem  man  das  obere  oder  das 
untere  Zeichen  nimmt.  Dies  gilt  aber  nur  für  die  gegebene 
Function  selbst,  nicht  mehr  gleichzeitig  auch  für  jede  Function, 
die  mit  ihr  die  Glieder  \  tot  bis  4ter  Ordnung  gemein  hat.  In  der 
That  erreicht  von  den  beiden  Functionen : 

fi     xt)  =  ixK     rrt)*  H~  X\     X\  » 

und 

f%(xK  apt)  =  (.t,  —  ir«)1  —  x\  +  ar} 

die  erste  kein,  die  zweite  dagegen  ein  Minimum  im  Nullpunkte. 

Dass  bei  Annahme  des  unteren  Zeichens  die  gegebene 
Function  selbst  hier  kein  Minimum  besitzt,  lehrt  auch  unmittel- 
bar die  Formel : 

/«•IM,  • 

Dagegen  darf  man  diese  Formel  jedenfalls  nicht  ohne  Weiteres 
als  ein  sicheres  Rennzeichen  des  Minimums  der  gegebenen 
Function  im  Falle  des  obern  Zeichens  ansehen. 

In  solchen  Fällen,  wo  auch  die  vierte  Variation  wiederum 
sich  semidefinit  positiv  verhält,  tritt  nämlich,  wenn  auch  wohl 
noch  nicht  bei  den  ganzen  Functionen  4ten  Grades  ,  eine  neue 
Eigentümlichkeit  auf. 

In  der  That,  wahrend  es  bei  unserer  Beschränkung  auf  die- 
jenigen Fülle,  in  denen  nur  die  zweite  Variation  semidefinit 
ist,  nach  §§  i  und  5  ausreicht,  das  Verhalten  der  gegebenen 
Function  im  Punkte  t  =  0  auf  allen  denjenigen  Curven  zu 
erkennen,  in  deren  Gleichungen  \\)  die  n  ersten  Coefficienten 
£|  •  ■  £„*  nicht  sämmtlich  Null  sind,  gilt  dagegen  nicht  noth- 
wendig  mehr  dasselbe,  so  oft  sich  dieser  ersten  Singularität 
noch  andere  höhere  Singularitäten  hinzugesellen,  d.  h.  wenn 
im  Punkte  /  =  0  das  Minimum  der  gegebenen  Function  auf 
allen  Curven  dieser  besonderen  Classe  sich  erst  durch  Hinzu- 
ziehung solcher  Entwicklungsglieder  der  Differenz  O,  deren 
Ordnung  >  4  «/,  sicher  nachweisen  lässt,  so  braucht  dieses 
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Minimum  deshalb  doch  noch  durchaus  nicht  auch  überhaupt 
auf  allen  Curven  (1 )  einzutreten ;  daher  denn  das  Minimum  auf 
allen  Curven  der  ersten  Art  auch  noch  keineswegs  das  Mini- 
mum im  Räume  x{  •  •  •  £rn  selbst  irgendwie  sichert. 
Entwickelt  man  z.  B.  die  Function  6ten  Grades : 

f{xy)  =x*-  (/>*  +  qi)  .tV  +  PW  > 

nachdem  man  darin: 

[V)  +  ys=iJt  +  riit*+  ... 

gesetzt  hat,  nach  steigenden  Potenzen  von  /,  so  erhält  man,  so 
lange  J  und  17  nicht  gleichzeitig  verschwinden,  stets  ein  posi- 
tives Anfangsglied  gerader  Ordnung,  nämlich  £4/4,  wenn  §  4=  °> 
und  ptq%rfPi  wenn  £  =  0  ist. 

Auf  allen  Curven  (T),  in  denen  £  und  rj  nicht  beide  =  0 
sind,  erreicht  also  die  Function  f(xy)  im  Punkte  /  =  0  stets  ein 
Minimum.    Es  wird  aber: 

/■&  <3 ,  i?,  *•)  -  ei  -  [p%  +  9f)s  ^  +  ?  v  rt)  *■* , 

und  die  biquadratische  Function  von 

dir 

erhält  durch  die  aus  dem  Ansätze  -t  =0  folgende  Substitu- 
tion : 

den  negativen  Werth 

Es  giebt  also  Curven  von  der  analytischen  Form : 

auf  denen  unsere  Function  im  Nullpunkte  nicht  mehr  ein  Mini- 
mum, sondern  ein  Maximum  erreicht. 
Ja  die  Function: 

f[xy)  =  xim  —  (/;*  +  q*)  xniy"l+{  +  p*qh,im+* 

zeigt  sogar  die  Eigenthümlichkeit,  dass  sie  crsl  dann,  wenn  man 
in  jeder  der  beiden  Reihen  (V)  die  silmnit  liehen  m  ersten  Coef- 
ficienten  =  0  setzt,  auf  den  Curven  (\')  im  Nullpunkte  nicht 
mehr  stets  ein  Minimum  besitzt 
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§6. 

Vollständige  Erledigang  der  Theorie  fdr  die  ganzen  Functionen 

zweiten  nnd  dritten  Grades. 

Es  sind  aber  nicht  bloss  diese  Complicationen,  welche  eine 
Weiterfühmng  unserer  früheren  allgemeinen  Untersuchung 
jedenfalls  ausserordentlich  erschweren  und  es  fast  aussichtslos 
erscheinen  lassen,  auf  diesem  Wege  die  Theorie  des  Maximums 
und  Minimums  der  Functionen  von  11  Variabein  allmählich  zu 
einem  befriedigenden  Abschlüsse  bringen  zu  können.  Denn  in 
dem  Ausnahmefalle,  wo  auch  die  vierte  Variation  sich  wiederum 
semidefinit  positiv  verhält,  wird  es  voraussichtlich  schon  nicht 
ganz  leicht  sein,  diejenigen,  nicht  mehr  linearen  Substitutionen 
allgemein  zu  ermitteln,  welche  rt  und  V\  gleichzeitig  zum  Ver- 
sehwinden bringen.  Daher  durfte  die  allgemeine  Erledigung 
dieses  Falles  bereits  für  die  ganzen  Functionen  4,en  Grades 
ziemliche  Schwierigkeiten  darbieten. 

Dagegen  reichen  die  vorhergehenden  Betrachtungen,  vor 
allem  die  Resultate  des  §  2  noch  vollständig  aus  zur  Beantwor- 
tung der  Frage,  wann  eine  gegebene  ganze  Function  2'*"  oder 
3l*n  Grades  f{xt  •  •  •  xn)  an  einer  solchen  Stelle  at  •  •  •  an  wirk- 
lich einen  kleinsten  Werth  erreicht,  für  welche  in  der  Entwicke- 
lung  der  Differenz  I)  die  Glieder  erster  Ordnung  identisch  ver- 
schwinden und  die  Glieder  zweiter  Ordnung  eine  semidefinit 
positive  Form  bilden;  und  diese  specielle  Untersuchung  ist  auch 
deshalb  wichtig,  weil  sie  in  ihrem  ersten  Theile  den  inneren 
Grund  der  Resultate,  die  in  §  4  über  die  vierte  Variation  er- 
halten wurden,  klar  zu  Tage  treten  lässt. 

Bei  einer  ganzen  Function  zweiten  Grades 

(25)  %f==a  +  z2ibixi  +  *rP 

kann  der  fragliche  Fall  nur  eintreten,  wenn  die  Glieder  zweiter 
Ordnung 

2  (f  =22*  Ci*X*X*  '     C*'X  =  CXi 

selbst  eine  semidefinit  positive  Form  bilden,  und  dann  sind  nach 
Satz  I  die  n  linearen  homogenen  Functionen  <p'-.r\.  •••  tp' xn 
von  einander  abhängig.    Man  hat  also  etwa : 


1 
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(26)  tp'x.p  =Jp  V  y'^v  >       =  1  *  +  1  " '  *  n  i 

während  (/>'  .t,  ,  •  •  •  <y>'.7r  unabhängig  von  einander  sind. 

Soll  daher  die  Function  überhaupt  einen  kleinsten  Werth 
erreichen  können,  d.  h.  soll  es  möglich  sein,  den  n  linearen 
Gleichungen 

(3)  f*,  =  0,    r^t  =  °}    •••    f^n  =  <> 

zo  gentigen  durch  endliche  Werthe  von  x% ,  :r4  •  •  •  ,tw  ,  so 
muss  nothwendig  gleichzeitig  auch 

r 

(271  f'xH  =02*7/ f'xQ  '       =  r  +  {  >  '  '  '  * 

i 

sein.  Dann  aber  haben  wir  eben  den  in  §  2  behandelten  be- 
sonderen Fall  vor  uns,  und  daher  ist  der  Werth,  den  die  Func- 
tion /  durch  die  r  unabhängigen  Gleichungen : 

f.r|  =  0,.../'^  =  0 

erhält,  sicher  der  kleinste  Werth,  den  diese  Function  überhaupt 
anzunehmen  vermag. 

Der  innere  Grund  dieses  Resultates  liegt  darin .  dass  bei 
unsern  Voraussetzungen  sich  f  überhaupt  auf  eine  blosse  Func- 
tion der  r  unabhängigen  Variabein 

(28)  <r'*h  =  yh,      *  =  1,2,...r 

reducirt.  Die  Theorie  der  vollständigen  Systeme  von  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  lehrt,  dass  eine  ähnliche  Re- 
duction  überhaupt  für  jede  Function  /'  möglich  ist,  deren  erste 
partielle  Differentialquolienten  Relationen  von  der  Form : 

identisch  erfüllen.  Im  vorliegenden  Falle  lüsst  sich  aber  der 
behauptete,  übrigens  wohl  nicht  neue  Satz  auch  ganz  elementar 
so  beweisen : 

Die  Voraussetzungen  27  ,  welche  die  ursprünglichen  An- 
nahmen 26)  von  selbst  einschliessen ,  zerfallen  nach  (25)  in 
die  Relationen : 

Mnh.-phj*.  CImm.  1892.  6 
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(29)  cifA  y/  ci9  ,        »  =  4,2,    ..«  , 


> 


r 


(30)  =jrQ  y/  b9  ,      fi  =  r  +  1,  •  •  •  n  . 


Durch  die  Relationen  (26  und  (30)  geht  aber 


(34 )      2/'=  a  ('/>'     +  « V  y/ 


und  nach  (29)  lassen  sich  die  r  Gleichungen  (28)  so  schreiben  : 


Nach  Voraussetzung  sind  diese  ;•  Gleichungen  von  einander  un- 
abhängig ,  also  ist ,  wie  bereits  in  §  3  behauptet  wurde ,  not- 
wendig ihre  Determinante : 


also  blosse  Functionen  von  yK  •  •  •  ;/r,  verwandeln  daher  auch 
den  Ausdruck  34  i  in  eine  blosse  Function  dieser  r  Variabein. — 
Anders  dagegen  liegt  der  Fall  bei  den  ganzen  Functionen 

dritten  Grades. 

Sei  nümlich  f.n\  •  •  •  :r„)  jetzt  eine  gegebene  ganze  Func- 
tion dritten  Grades  und  •  ..rÄ  =  an  irgend  ein  Werth- 
system der  n  Unbekannten  x,  welches  die  n  Gleichungen  (3) 
befriedigt. 

Dann  hat  man: 


^±cucw  •  •  •  crr  4=  0  , 


und  die  Gleichungen  bestimmen  die  r  Unbekannten : 


(32) 


wo  Vt  und  T,  die  alten  Werthe  haben : 
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(9)  i',=22'*(-">v5v. 

und  es  fragt  sich  nur  noch ,  welche  Bedingungen  sind  in  dem 
Falle,  dass  die  zweite  Variation  \\  semidefinit  positiv  ist,  für 
einen  kleinsten  Werth  der  Function  f  an  der  Stelle  a{  •  •  .  an 
not hw endig  und  hinreichend? 

Nach  §  3  muss  dann  zunächst  die  Gleichung  \\  =  0  eine 
blosse  Folge  derselben  Gleichungen 

i10       i      =^"-.^x'  =  o  .     •  ■=<,-•■■ 

sein,  in  welche  die  Forderung  Vt  =  0  zerfallt,  und  von  denen 
wiederum  nur  die  r  ersten  von  einander  unabhängig  sein  mögen. 
Ueberdies  aber  darf  die  vierte  Variation,  die  sich  nach  (17) 
jetzt  auf : 

(33    v,  -25"'  c<*  5«*         <«*  &  5« 

reducirt,  unter  den  Bedingungen  (10)  für  keine  Werthe  der  §* 
negativ  werden.  Daher  ist.  auch  wenn  \\  gleichzeitig  mit  \\ 
verschwindet,  f[a{  •  •  •  an)  doch  sicher  kein  kleinster  Werth 
von  /*,  falls  die  Gleichungen  (10)  nicht  etwa  auch  noch  die  n 
Gleichungen  nach  sich  ziehen: 

(3t;     22&cMS.'Sit  =  1>,      1  =  4,8,  ...». 

Denn  jedem  gegebenen  Werthsysteme  der  das  die  Glei- 
chungen 10),  nicht  aber  zugleich  auch  die  Gleichungen  (34) 
erfüllt,  kann  man  solche  Werthe 

=  m 1 

der  Variabein  zuordnen ,  dass  der  Ausdruck  (33)  die  Form 
erhält 

Vt  =  Al  +  BP  , 

in  der  A  4=  0  ist,  und  dieser  Werth  von  V4  wechselt  sein 
Zeichen,  wenn  man  t  durch  Null  hindurchgehen  lässt.  In  dieser 
Weise  verhält  sich  die  Function 

f(xixA)  =  x\  +  xix\*) 

im  Nullpunkte. 

Andererseits  folgt  aus  (13)  durch  totale  Differentiation: 

i)  Sch.  §  8,  2.  Beispiel. 

6» 
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und  daher  lassen  sich  die  Gleichungen  (34)  so  schreiben: 


Sind  also  auch  die  Gleichungen  (34)  wiederum  nur  Folgen  der 
Gleichungen  (4  0;,  so  ziehen  nach  (32  die  letzteren  Uberhaupt 
die  ?i  Gleichungen  nach  sich: 

Hi{  ~  2  HS     2  •  3  b&  — 

und  daher  werden  die  n  Gleichungen  fxi  =  0  durch  jedes 
Werthsystein  der  n  Unbekannten  j\  •  •  •  xn  befriedigt,  welches 
die  u  Gleichungen  erfüllt : 

2* c* {:r*  —  a*>  =  0  ' 

Diese  n  Gleichungen  bestimmen  aber  nur  a\  —  vr  —  fr 

als  Functionen  von  xr+t  —  <ir+4 ,  •  •  • ,  xn  —  aH .  Das  betrach- 
tete Wureelsystem  =  «t.  gehört  jetzt  also  nothwcndig  einer 
solchen  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  an,  welche  ursprünglich 
xr+{  •  •  •  xn  unbestimmt  gelassen  hatte.  Wieder  also  tritt 
nunmehr  der  besondere  Fall  von  §  2  ein,  und  da  nach  Voraus- 
setzung Vt  definit  positiv  wird ,  wenn  man  £r+t ,  •  •  • ,  |w1  =  0 
setzt,  so  ist  der  von  xr+i  •  •  •  jn  unabhängige  Werth,  den  /'  bei 
dieser  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  erhalt,  an  der  betrachte- 
ten Stelle  a{  •  •  •  an  insofern  sicher  ein  kleinster  Werth  der 
Function,  als  dieselbe  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  kleinere 
Werthe  nicht  anzunehmen  vermag. 

Aber  einerseits  ist  jener  Werth  von  f  nun  nicht  mehr  der 
kleinste,  dessen  die  Function  überhaupt  fähig  ist,  und  anderer- 
seits geht  aus  dem  Beispiele : 

/  (^i  xi!  ^ ,T!  ~r* ,T? r*  i 

für  welches  der  auf  der  ganzen  Geraden  x{  —  0  eintretende 
Nullwerth  im  Intervall  xt  >  —  4  ein  kleinster  (und  im  Inter- 
vall xt  <  —  4  ein  grösster)  Werth  ist,  unmittelbar  hervor, 
dass  der  Eintritt  eines  solchen  kleinsten  Werthes  hier,  bei  den 
Functionen  dritten  Grades,  schon  nicht  mehr,  wie  bei  den  Func- 
tionen zweiten  Grades,  nothwcndig  an  die  Bedingung  gebunden 
ist,  dass  sich  die  gegebene  Function  durch  weniger  als  n  unab- 
hängige Variable  ausdrücken  lassen  muss.  — 
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Nachtrag. 

Die  vorstehende  Arbeit  war  bereits  im  Satz  begriffen,  als 
ich  von  Herrn  Stolz  den,  in  den  Wiener  Sitzungsberichten  vom 
November  1891  veröffentlichten  Nachtrag  zu  seiner  Abhand- 
lung über  die  Maxima  und  Minima  der  Functionen  von  meh- 
reren Veränderlichen  erhielt.  Daher  konnte  ich  diesem  neue- 
sten Aufsatze  im  Vorhergehenden  selbst  nicht  mehr  die  Berück- 
sichtigung angcdeihcn  lassen,  die  er  entschieden  verdient,  und 
muss  mich  jetzt  darauf  beschränken,  nachtraglich  hervorzu- 
heben, dass  durch  denselben  nun  allerdings  wohl  ein  Weg  vor- 
gezeichnet sein  dürfte,  auf  welchem  man .  wenn  auch  natürlich 
erst  nach  einer  sehr  grossen  Anzahl  von  Eiim'l Untersuchungen, 
schliesslich  doch  stets  zur  Entscheidung  des  Maximums  oder 
Minimums  muss  gelangen  können.  Dabei  ist  mir  der  Umstand 
mit  am  Merkwürdigsten,  dass,  während  alle  neueren  Methoden 
mehr  oder  weniger  versagen,  es  gerade  das  älteste  Verfahren 
ist,  welches  zum  sicheren  Ziele  zu  führen  scheint.  Der  Grund- 
gedanke nämlich,  dass  man,  um  die  Minima  einer  Function  von 
x  und  //  zu  finden,  erst  ihre  Minima  bei  constanten  und 
hierauf  diejenigen  Stellen  r  aufsucht,  an  welchen  diese  Mini- 
malwerthe  selbst  wieder  ein  Minimum  erreichen,  ist  ja  derselbe, 
den  bereits  Lagrangf  (am  Klarsten  in  der  Theorie  des  fonetions, 
II  No. 51)  benutzt  hat,  um  seine  Kriterien  des  Maximums  und 
Minimums  abzuleiten  und  damit  einen  Fehler  Eixer's  zu  be- 
richtigen. 
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C.  Neumann,  Analogien  zwischen  Hydrodynamik  und  Elek- 
trodynamik. 

Will  man  Uber  die  vielfachen  und  zum  Theil  weitgehenden 
Analogien  zwischen  Hydrodynamik  und  Elektrodynamik  eine 
ungefähre  Uebersicht  erhalten,  so  hat  man  hinzublicken  auf  die 
Untersuchungen  von  Poiseuille,  Helmholtz,  Kirehhoff,  Boltz- 
mann,  Bjerknes  und  Riecke.  Dabei  tritt  sofort  zu  Tage,  dass 
diese  Analogien  in  zwei  weit  auseinander  liegende  Kategorien 
zerfallen,  nämlich  erstens  in  solche,  bei  denen,  wie  z.  B.  beim 
Poiseuille'schen  Gesetz  (über  die  Bewegung  des  Wassers  in 
Röhren),  die  Reibung  der  Flüssigkeit  eine  wesentliche  Rolle 
spielt,  und  zweitens  in  solche,  bei  denen  die  Reibung  als  Null 
zu  betrachten  ist,  wie  z.  B.  in  den  Untersuchungen  von  Helm- 
holtz, Kirchhoff  und  Boltzmann. 

Der  hier  vorliegende  Aufsatz  wird  ausschliesslich  die  Ana- 
logien zweiter  Kategorie  zum  (legenstund  haben. 

Auf  solche  Analogien  dürfte  zum  ersten  Male  wohl  auf- 
merksam gemacht  worden  sein  durch  die  bekannte  Helmholtz- 
sehe  Abhandlung  Uber  Wirbelbewegungen  ;  (4858,  Crelle's  J. 
Bd.  55,  Seite  25). 

Sodann  aber  sind  später  derartige  Analogien  auch  bei 
wirbelfreien  Bewegungen  entdeckt  worden;  und  zwar  von  Kirch- 
hoff in  seinem  Aufsatz  über  die  Kräfte ,  welche  zwei  unendlich 
dünne  Hinge  in  einer  Flüssigkeit  scheinbar  auf  einander  aus- 
üben; (1869,  Grelles  .!..  Bd.  71,  Seite  263). 

Die  überraschend  einfachen  und  schönen  Resultate,  zu 
denen  Kirchhoff  in  diesem  Aufsatz  gelangle,  haben  zu  mancher- 
lei Ideen  Veranlassung  gegeben.    Namentlich  aber  haben  sie 
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eine  höchst  interessante  Abhandlung  von  Bollzmann  hervor- 
gerufen (1870,  Crelle's  J.,  Bd.  73,  Seite  111),  in  welcher  eine 
Ausdehnung  der  Kirchhoft"schen  Resultate  auf  Ringe  von  belie- 
bigem Querschnitt,  womöglich  auch  auf  Kur  per  von  ganz  belie- 
biger Gestalt  angestrebt  wird.  Insbesondere  verdanken  wir 
dieser  Boltzmann'sehen  Abhandlung  auch  die  höchst  wichtige 
Bemerkung  (1.  c.  Seite  128),  dass  das  Hamilton'sche  Princip  in 
seiner  gewöhnlichen  (z.  B.  von  Thomson  und  Tait  benutzten) 
Form  auf  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  nur  dann  anwendbar 
sei,  wenn  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  9t  einfach  zu- 
sammenhängend ist,  und  dass  man  zu  unrichtigen  Resultaten 
gelangen  würde,  wenn  man  das  Princip  in  jener  Form  auf  den 
Fall  eines  mehrfach  zusammenhangenden  Raumes  9*  anwenden 
wollte. 

Ob  es  überhaupt  möglich  sei,  dem  Princip  eine  Form  zu 
geben,  in  der  es  ohne  Ausnahme  auf  alle  Falle  anwendbar 
wäre,  —  diese  Frage  blieb  dabei  völlig  offen. 

Nach  vielen  Bemühungen  ist  es  mir  gelungen,  diese  Frage 
zum  Austrag  zu  bringen,  sie  bejahend  zu  beantworten,  und  die 
verlangte  allgemeine  Forin  des  Princips  wirklich  hinzustellen. 
Man  vergleiche  meine  hydrodynamischen  Untersuchungen  (1883, 
Verlag  von  Teubner,  Seite  63). 

Nach  Ausfüllung  dieser  Lücke  habe  ich  nun  seit  längerer 
Zeit  jene  von  Kirchhoff  und  Bollzmann  entdeckten  und  in- 
zwischen auch  von  Rieche  (1887,  Math.  Annal.  Bd.  32)  in  Be- 
tracht gezogenen  Analogien  zwischen  Hydrodynamik  und  Elek- 
trodynamik zum  Gegenstande  eingehender  Studien  gemacht. 
Die  hierbei  gewonnenen  Resultate  beabsichtige  ich  hier  —  ohne 
Angabe  der  Beweise  —  in  möglichster  Genauigkeit  darzulegen. 
Dabei  habe  ich  der  wesentlichen  Dienste,  die  mir  die  Boltz- 
mann'schen Untersuchungen  theils  als  Stütze ,  theils  als  Anre- 
gung, geleistet  haben,  mit  grösster  Anerkennung  zu  gedenken. 

§«• 

Das  zu  betrachtende  materielle  System. 

Es  seien  (n  +  1)  starre  Körper  $0 ,  ß,f  ft4 ,  ...  Ä„  gegeben. 
Der  Körper  $0  enthalte  in  seinem  Innern  einen  Hohlraum.  Und 
die  Begrenzungsfläche  dieses  Hohlraumes  d.  i.  die  innere  Ober- 
fläche des  Körpers  Ä0  sei  mit  aQ  bezeichnet.  Andererseits  mögen 
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die  äussern  Oberflächen  der  Körper  f?4 ,  $t ,  .  .  .  5?„  mit  o\ , 
a% ,  . . .  on  bezeichnet  sein.  Jede  dieser  (n  -f-  1)  Flächen  a  ist 
beliebig,  also  im  Allgemeinen  eine  mehrfach  zusammenhängende. 
Uebrigens  sollen,  wie  aus  dem  Folgenden  sofort  ersichtlich 
werden  wird ,  die  Flächen  a, ,  at  . . .  an  eine  gewisse  Kleinheit 
besitzen  im  Vergleich  mit  o*0. 

Der  Hohlraum  des  Körpers  Si0  enthalte  nämlich  eine  in- 
compressible  Flüssigkeit.  Und  innerhalb  dieser  mögen  —  wie 
einzelne  Inseln  —  die  Körper  $4 ,  S\\ ....  $f„  gedacht  werden ; 
der  Art,  dass  jener  Hohlraum  durch  die  Flüssigkeit  und  die 
Körper  $4 .  SXn  vollständig  ausgefüllt  ist.   Alsdann  wird 

offenbar  der  von  der  Flüssigkeit  selbst  occupirle  Raum  9t  durch 
die  (n  -f-  1)  Flächen  cr0 ,  er,  ,  er, ,  .  .  on  vollständig  begrenzt  sein. 


Auf  einer  solchen  Fläche  o  wollen  wir  —  und  zwar  inner- 
halb der  Flüssigkeit  —  in  Gedanken  eine  kleine  menschliche 
Figur  fortschreiten  lassen,  und  dieser  Figur  entsprechend  die 
Worte  »links«  und  »rechts«  anwenden.  Ist  z.  B.  auf  der  Fläche 
o  eine  Curve  von  bestimmter  Richtung  gezogen,  und  lassen  wir 
jene  kleine  Figur  längs  dieser  Curve  und  in  der  Richtung  der- 
selben fortwandern,  so  soll  unter  der  linken  Seite  der  Curve  die- 
jenige verstanden  werden,  welche  jene  Figur  bei  ihrer  Wande- 
rung zur  Linken  hat.    U.  s.  w. 

Ist  also  die  Richtung  einer  auf  a  gezeichneten  Curve  gegeben, 
so  bestimmen  sich,  mittelst  dieser  Regel,  sofort  die  linke  und 
rechte  Seite  der  Curve  oder  (nach  Riemann  scher  Ausdrucks- 
weise) das  linke  und  rechte  Ufer  derselben.  —  Und  umgekehrt: 
Sind  für  eine  auf  a  gezeichnete  Curve  die  linke  und  rechte  Seite 
gegeben,  so  bestimmt  sich,  mittelst  jener  Regel,  sofort  die  Rich- 
tung der  Curve. 

Sind  auf  der  Fläche  a  zwei  Curven  s,  und  st  gezeichnet, 
jede  von  bestimmter  Richtung,  so  mag  unter  dem  Symbol 


eine  gewisse  den  beiden  Curven  zugehörige  ganze  Zahl  verstan- 
den werden.  Uebersehreitet  nämlich  si  die  Curve  s,  im  Ganzen 
(/.  -|-  fl)mal,  und  zwar  /.mal  vom  rechten  zum  linken,  anderer- 
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seits  aber  fimal  vom  linken  zum  rechten  Ufer,  so  soll 

[*. ,  *,]  =  f—K 
sein.    Aus  dieser  Definition  entspringt,  beiläufig  bemerkt,,  so- 
fort die  Formel : 

(la)  [*n*i]=  —  [*t>*J- 

Jede  Flüche  a  ist,  wie  schon  betont  wurde,  im  Allgemeinen 
mehrfach  zusammenhängend.  Die  Schnitte  oder  Curvcn,  deren 
es  bedarf,  um  eine  solche  Fläche  a  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende zu  verwandeln,  mögen  —  genau  in  der  Riemann'schen 
Art  und  Weise  —  mit  a,  6,  c  bezeichnet  sein;  so  dass  also  jede 
der  Curven  a,  h  geschlossen,  hingegen  jede  der  Curvcn  v  unyc- 
schlosscn  ist.  [In  meinen  Vorlesungen  über  die  Kicmann'sche 
Theorie  (zweite  Auflage,  Seite  484)  findet  inan  eine  schematische 
Darstellung  dieser  Curven  a,  6,  r.  Auch  mögen  all'  diesen  Cur- 
ven a,  b,  c  —  genau  in  der  Riemann'schen  Art  und  Weise  — 
bestimmte  Richtungen  zuertheilt  sein.  Ferner  mögen,  der  Be- 
quemlichkeit willen,  die  Curven  «,  b  die  llauptcurven  genannt, 
andrerseits  aber  die  Curven  c  Ods  weiterhin  überflüssig)  wieder 
gelöscht  werden. 

Schliesslich  wollen  wir  uns  die  Hauptcurven  a,  b  der  Reihe 
nach  für  sämmtliche  Flächen  aa ,  <j,  ,  o4 ,  •  •  •  an  construirl  denken, 
und  all;  diese  Curven  zusammengenommen  kurzweg  mit  «,  b 
bezeichnen. 

§3. 

Der  von  der  Flüssigkeit  eingenommene  Raum  W. 

Dieser  von  den  Flüchen  cj0,  at ,  ,  •  •  •  an  begrenzte  Raum 
9$  ist  im  Allgemeinen  mehrfach  zusammenhängend.  Es  seien 
{\  >  v"  7  r/">  •'*  diejenigen  Schnittflächen,  deren  es  bedarf,  um 
ihn  in  einen  einfach  zusammenhängenden  zu  verwandeln.  Unter 
den  Randcurven  hJ ,  //' ,  k'",  ■  •  •  dieser  Flüchen  </' ,  q"  ,  q'",  ••  • 
mögen  diejenigen  geschlossenen  Curven  verstanden  werden,  in 
denen  diese  Flüchen  7',  7",  7"',  •••  mit  der  Begrenzung  des 
Raumes  9i,  d.  i.  mit  den  Flächen  o*0 ,  at ,  a, ,  •  •  •  an  zusammen- 
stossen.  Dabei  wird  z.  B.  auch  der  Fall  vorkommen  können, 
dass  ein  und  dieselbe  Fläche  7'  mehrere  solche  Randcurven  // 
besitzt. 

Jedweder  Flüche  7  mag  nun  —  und  zwar  ganz  nach  Will- 


Digitized  by  Google 


90 


C.  Nelmann, 


kür  —  ihre  bestimmte  linke  und  rechte  Seile  zuertheilt  sein. 
Hierdurch  sind  alsdann,  der  Continuität  entsprechend,  bereits 
mitbestimmt  die  linken  und  rechten  Seiten  der  Curven  k,  und 
also  (auf  Grund  der  in  §  2  festgesetzten  Regel)  auch  bereits 
mitbestimmt  die  Richtungen  der  Curven  k. 

Es  seien  irgend  welche  Constanten  gegeben:  //,  x",  x"\  •  •  ■  , 
der  Reihe  nach  entsprechend  den  Schnittflachen  q'  ,  q" ,  </"' ,  • 
Zugleich  mögen  unter  den  adjungirlen  Constanten  J/0,  Mb  fol- 
gende verstanden  sein : 

J       =  -  [«,*<*>]*«, 

(2)  1  i/fc  =  -  2'  iM^]*10, 

die  Summationen  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Curven  k' ,  A", 
/»'",  .  .  Dabei  sollen  die  Symbole  [o,  /»•(•)]  und  [6,  die 
in  (<)  angegebene  Bedeutung  haben,  also  bestimmte  ganze 
Zahlen  sein. 

Ks  sind  hier  also  zwei  Systeme  von  Constanten  zu  unter- 
scheiden, nämlich  erstens  die  einstweilen  willkürlich  gewählten 
Constanten  / ,  x",  x'",  •  •  •  (entsprechend  den  einzelnen  Schnitt- 
flächen q' ,  q" ,  r/'",  •  •  •),  und  andererseits  die  diesen  x' ,  x", 
x"\  ...  adjungirlen  Constanlen  Ma,  ^(entsprechend  den  ein- 
zelnen Hauptcurven  «,  6). 

§*• 

Das  za  behandelnde  hydrodynamische  Problem. 

Nach  all'  diesen  Vorbereitungen  wollen  wir  jetzt  das  aus 
der  incompressiblen  Flüssigkeit  und  den  starren  Körpern  $0, 
St, ,  Äf,  •  •  fiÄ  bestehende  System  unter  dem  Einfluss  gegebener 
äusserer  Kräfte  in  irgend  welcher  Bewegung  begriffen  uns  den- 
ken. Dabei  mögen  die  auf  die  Körper  einwirkenden  äussern 
Kräfte  A  ganz  beliebig,  andererseits  aber  die  auf  die  Flüssigkeit 
einwirkenden  äussern  Kräfte  mit  einem  Potential  V  =  V(n\,  y,  z) 
behaftet  sein. 

Ueberdies  sei  vorausgesetzt,  dass  keine  Reibung  stattfindet, 
und  dass  der  Anfangszustand  der  Flüssigkeit  wirbelfrei  war. 
Alsdann  wird  bekanntlich  der  Zustand  der  Flüssigkeit  fort- 
dauernd wirbelfrei  bleiben.    Oder  mit  andern  Worten:  Die 
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Flüssigkeit  wird  alsdann  fortdauernd  ein  sogenanntes  Üeschwin- 
digkeitspotential  0  =  <fl(.r,  y1  z)  besitzen  »). 

Das  Geschwindigkeitspotential  0  =  0{;r}  ;/,  3)  ist  bekannt- 
lich eine  Function,  die  in  den  Schnittflächen  (/,  7",  r/'",  •  •  •  mit 
constanten  Dinerenzen  behaftet,  sonst  aber  samnit  all*  ihren  Ab- 
leitungen im  Haume  9i  überall  stetig  ist.  Dabei  ist  zu  beachten, 
dass  die  genannten  Differenzen  nicht  nur  raumlich  (d.  i.  in  ganzer 
Ausdehnung  der  einzelnen  Schnittflachen),  sondern  auch  zeit- 
lich constant  sind,  und  dass  also  die  Werthe  dieser  Differenzen 
durch  den  gegebenen  Anfungszustand  ohne  Weiteres  bestimmt 
sind.  Wir  bezeichnen  diese  constanten  Differenzen  mit  x',  x", 
//" ,  •  •  •  ,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  x(')  den  Betrag  reprü- 
sentirt,  um  welchen  0  auf  der  Unken  Seite  der  Schnittfläche 
7{0  grösser  ist  als  auf  der  rechten.  Aus  /.',  /",  x'",  •  •  •  ergeben 
sich  nun  sofort,  nach  Maassgabe  der  Formeln  (2),  die  denselben 
adjungirten  Constanten  3/a,  Mb;  so  dass  also  all'  diese  Constanten 

(3)  x',  x",  x"\  •  •  •  Ma,  Mb 

als  von  Hause  aus  gegebene,  Dil  ml  ich  durch  den  Anfangszustand 
bestimmte  Constanten  anzusehen  sind. 

Wir  betrachten  nun  irgend  eine  der  Fluchen  o0 ,  ai?  a4, 
■  •  an ,  etwa  die  Oberfläche  a  des  Körpers  ®,  und  denken  uns 
auf  einem  Element  da  dieser  OberÜHche  die  in  die  Flüssigkeit 
id.  i.  in  den  Kaum  SR)  hineinlaufende  Normale  31  errichtet.  Als- 
dann repräsentirt  offenbar  ~  die  dieser  Richtung  31  entspre- 
chende Geschwindigkeitscomponente  des  das  Element  da  be- 
rührenden Fliissigkeitstheilchens.  Andererseits  mag  die  der  Rich- 
tung 31  entsprechende  Geschwindigkeitscomponente  des  bei  da 
liegenden  Kür  per  th  eilchens  mit  s  bezeichnet  sein.  Diese  beiden 
Geschwindigkeitscomponenten  —  sie  mOgen  kurzweg  die  Xor- 


1)  In  Uebereinstimmung  mit  allen  Autoren  und  z.  B.  auch  mit  Boltz- 
mann,  werde  ich  das  Geschwindigkeitspotential  <l>  der  Art  einführen,  dass 
seine  positiven  Ableitungen  die  Geschwindigkeitscomponenten  sind.  An- 
dererseits aber  werde  ich  die  gewöhnlichen  Potentiale  (wie  z.  B.  V  und 
weiterhin  P)  nach  dem  Vorgänge  meines  Vaters  der  Art  einführen,  dass 
ihre  negativen  Ableitungen  die  KrUfte  vorstellen.  Demgemäss  haben  diese 
gewöhnlichen  Potentiale  bei  mir  und  Boltzmann  entgegengesetzte  Werthe. 
Denn  Boltzmann  definirt  dieselben  so,  dass  ihre  positiven  Ableitungen  die 
Kräfte  sind  [Crelle's  J.  Bd.  73,  Seite  H6j. 
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malgeschwind  igkeiten  heisscn  —  sind  bekanntlich  in  jedem 
Augenblick  einander  gleich.   Es  ist  also; 

Denkt  man  sich  nun  die  Normalgeschwindigkeiten  &■  für 
alle  Oberflachenpunkte  aller  Körper  Sl0.  $4 ,  •  •  •  ®n  in  ir- 
gend einem  Zeitaugenblick  gegeben ,  so  sind  die  Differential- 
gleichungen 

(4)         W  =  *    Und    ^+^+^  =  °> 

unter  Hinzunahme  der  schon  genannten  Stetigkeitseigenschaflcn 
von  (J>,  und  unter  Benutzung  der  gegebenen  Constanten  •//,  x", 
/"  ,  •  •  •  (3),  ausreichend  zur  Berechnung  des  augenblicklichen 
Werthes  von  0.  Ist  dieser  aber  gefunden,  so  ergiebt  sich  hier- 
aus sofort  auch  die  augenblickliche  lebendige  Kraft  T  der  Flüs- 
sigkeit. 

Die  augenblicklichen  Werlhe  von  <D  und  T  sind  also  in  ganz 
bestimmter  Weise  abhängig  von  jenen  augenblicklichen  Normal- 
geschwindigkeiten  s  der  einzelnen  Oberflächenpunkte  der  starren 
Körper.  Und  das  zu  behandelnde  hydrodynamische  Problem 
oder  wenigstens  ein  wesentlicher  Theil  desselben  besteht  darin, 
diese  Abhängigkeit,  welche  einstweilen  nur  durch  Differential- 
gleichungen ausgedrückt  ist,  näher  zu  uniersuchen,  und  womög- 
lich in  endlicher  Form  darzustellen. 

So  wenigstens  lautet  die  gewöhnliche  Aufgabe  der  Hydro- 
dynamik. Hier  aber  soll  gezeigt  werden,  dass  die  in  Rede 
stehende  Abhängigkeit  elektrodynamisch  construirbar  ist. 

Ich  werde  diese  Construirbarkeit  zuerst  in  voller  Allge- 
meinheit darlegen,  sodann  aber  zu  denjenigen  specielleren  Er- 
gebnissen mich  hinwenden,  welche  für  den  Fall  der  ruhenden 
oder  festgehaltenen  Körper  sich  ergeben. 

§8. 

Allgemeine  Resultate. 

Jene  Normalgeschwindigkeiten  s  seien  für  irgend  einen 
Zeitaugenblick  gegeben.  Unsere  Aufgabe  besteht  darin,  die  augen- 
blicklichen Werthe  von  0  und  T  elektrodynamisch  zu  construiren. 


Digitized  by  Google 


Hydbodynamik  und  Elektrodynamik.  93 


Zu  diesem  Zweck  versehen  wir  die  gegebenen  Oberflächen 
°o »  °\  >  °« i  '  '  '  °n  m  dem  gegebenen  Zeitaugenblick  mit  zweier- 
lei Belegungen,  nämlich  erstens  mit  gewissen  magnetischen  Be- 
legungen (s),  und  zweitens  mit  gewissen  stationären  elektrischen 
Strombelegungen  (  /). 

Was  die  magnetischen  Belegungen  (s)  betrifft,  so  soll  bei 
ihnen  die  magnetische  Flächendichtigkeit  für  jedweden  Ober- 
flächenpunkt genau  ebenso  gross  sein  wie  die  augenblickliche 
Nonnalgesch  windigkeit  s  dieses  Punktes. 

Andererseits  sollen  die  stationären  elektrischen  Strombele- 
gungen (j)  von  solcher  Art  gedacht  werden,  dass  die  Haupt- 
durchgangsmengen derselben  identisch  sind  mit  den  gegebenen 
Constanten  Ma1  (3),  und  dass  überdies  die  Gesammtwirkung 
all'  dieser  Belegungen  (.v)  und  (/)  auf  jedweden  ausserhalb  9t 
gelegenen  Magnetpol  Null  ist.  Was  unter  einer  stationären  elek- 
trischen Strombelegung,  und  unter  ihren  Hauptdurchgangs- 
mengen zu  verstehen  sei,  ist  bereits  früher  von  mir  dargelegt 
worden  (diese  Berichte,  1891,  Seite  574,  572). 

Durch  die  soeben  gemachten  Angaben  sind  nicht  nur  die 
Belegungen  (s),  sondern  auch  die  Belegungen  (j)  eindeutig  be- 
stimmt: wie  sich  solches  ergiebt  auf  Grund  eines  gewissen  Uni- 
täts-Theorems,  welches  ich  hier  nur  seinem  Inhalt  nach  —  ohne 
Beweis  —  mir  milzutheilen  erlaube.    Dasselbe  lautet: 

Unitata-Theorem.  Jede  der  Flächen  o*0 ,  aK ,  a4 ,  •  •  an  sei 
behaftet  mit  einer  stationären  elektrischen  Strombelegung,  Für 
diese  sonst  unbekannten  Belegungen  seien  gegeben  die  llaupt- 
durchgangsmengen.  Und  überdies  sei  die  Wirkung  derselben  auf 
jedweden  ausserhalb  SR  gelegenen  Magnetpol  gegeben.  —  Als- 
dann werden  hierdurch  jene  Belegungen  eindeutig  bestimmt  sein. 
Auf  einen  speciellen  Fall  dieses  Theorems  ist  bereits  früher 
(diese  Berichte,  1891,  Seite  574)  von  mir  aufmerksam  gemacht. 

Nachdem  in  solcher  Art  und  Weise,  nämlich  auf  Grund 
der  Normalgeschwindigkeiten  s,  der  Reihe  nach  die  Belegungen 
(s)  und  (./)  construirt  sind,  ist  es  nun  leicht,  die  augenblicklichen 
Werthe  von  (J>  und  T  wirklich  anzugeben.  Es  wird  nämlich 
das  Geschwindigkeitspotential  &  für  jedweden  innerhalb  9i  lie- 
genden Punkt  (./',  //,  z)  den  Werth  haben: 

(5)  «>=-  t±-, 
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wo  S  und  P  diejenigen  Potentiale  bezeichnen,  welche  resp.  die 
Belegungen  (s)  und  (j)  auf  den  Punkt  (,r,  y,  z)  ausüben  würden, 
falls  derselbe  ein  Magnetpol  von  der  magnetischen  Masse  Eins 
wäre. 

Andererseits  wird  die  augenblickliche  lebendige  Kraft  T 
der  Flüssigkeit  den  Werth  besitzen: 

S  —  P 

(6)  T=  +  e--^r. 

Hier  bezeichnet  q  die  constante  Dichtigkeit  der  incompressiblen 
Flüssigkeit,  ferner  S  das  Potential  des  Systems  der  Belegungen 
(s)  auf  sich  selbst,  und  P  das  Potential  des  Systems  der  Bele- 
gungen (  /)  auf  sich  selber. 

Man  könnte  noch  fragen  nach  dem  Druck  der  Flüssigkeit, 
namentlich  z.  B.  nach  derjenigen  Wirkung,  welche  dieser  Druck 
auf  die  einzelnen  starren  Körper  Ä0 ,  X?„  ausübt. 

Diese  Wirkung  aber  mittelst  der  Belegungen  (s)  und  (j)  con- 
struiren,  resp.  definiren  zu  wollen,  dürfte  ein  Ding  der  Unmög- 
lichkeit sein;  es  sei  denn,  dass  man  voraussetzt,  die  starren 
Körper  ®0 •  •  •  ®„  würden  durch  die  auf  sie  einwirken- 
den äussern  Kräfte  A,  trotz  der  in  Bewegung  begriffenen  Flüs- 
sigkeit, in  fortdauernder  Ruhe  erhalten ;  was  im  folgenden  §  ge- 
schehen soll. 

Selbst  wenn  die  Körper  lauter  unendlich  dünne  Ringe  sind, 
ist  die  Bestimmung  jener  Druckwirkung,  solange  die  Ringe  in 
Bewegung  gedacht  werden,  nicht  so  einfach,  wie  Kirchhoff  glaubte, 
und  auch  von  Boltzmann  nur  durch  Herbeiziehung  weiterer 
Ilülfsmitlel  (nämlich  des  von  ihm  mit  Q  bezeichneten  Potentials) 
einigerraassen  erreicht.  Es  ist  meine  Absicht,  auf  die  Betrach- 
tung solcher  unendlich  dünnen  Ringe  in  einer  späteren  Publi- 
kation genauer  einzugehen,  hier  aber  nicht. 

Historisches.  Schon  Boltzmann  hat  die  hier  mit  (j)  bezeich- 
neten Belegungen  untersucht  (Crelle's  J.,  Bd.  73.)  Entgangen 
sind  ihm  aber  die  Belegungen  ($).  Auch  fehlte  ihm  das  von  mir 
aufgestellte  Unitats-Theorem.  Und  in  diesen  beiden  Umstünden 
liegt  der  Grund  dafür,  dass  er  jene  Belegungen  (;')  elektrodyna- 
misch zu  conslruiren  ausser  Stande  war.  Auch  konnte  er,  in 
Ermangelung  der  Belegungen  (s),  nicht  zu  den  Ausdrücken  S,  S 
gelangen,  mithin  auch  nicht  zu  den  Formeln  (5),  (6). 

Augenscheinlich  hat  Boltzmann  nach  solchen  Formeln  ,  wie 
sie  in  (5),  (6)  angegeben  sind  ,  mit  grossem  Eifer  gesucht,  und 
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dabei  jene  ihm  unzugänglichen  Ausdrücke  Sf  8  gewissennassen 
zu  eliminiren  sich  bemüht.  Zu  diesem  Zwecke  hat  er  (I.  c. 
Seite  4  24)  die  Körper  Ä  als  Flüssigkeitsmassen  sich  vorgestellt, 
der  Art,  dass  bloss  noch  ihre  Oberflächen  <r  aus  einer  starren 
(resp.  biegsamen)  Substanz  bestehen  sollten.  Auch  hat  er  zu 
diesem  Zwecke  (I.  c.  Seite  4 SS)  ein  neues  Potential  Q  zu  Hülfe 
genommen,  welches  in  jedem  Augenblick,  aber  in  ziemlich  com- 
plicirter  Weise,  durch  den  augenblicklichen  Bewegungszustand 
jener  starren  (resp.  biegsamen)  Flächen  a  sich  bestimmt. 

Sodann  geht  Boltzmann  über  zur  Betrachtung  des  Falles 
unendlich  dünner  Hinge,  und  zeigt  (I.  c.  Seite  4  26),  dass  der  in 
diesem  Fall  von  Kirchhoff  für  die  lebendige  Kraft  T  der  Flüssig- 
keit gefundene  elektrodynamische  Ausdruck  auch  dann  noch 
gültig  bleibt,  wenn  die  Querschnitte  der  Ringe  unendlich  klein, 
aber  nicht  kreisförmig  sind. 

Hiernuf  discutirt  Boltzmann  die  Frage,  ob  es  möglich  sei, 
die  Wirkung  der  von  der  Flüssigkeit  auf  die  Hinge  ausgeübten 
Druckkräfte  aus  jenem  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  T,  sei  es 
durch  Differentiation,  sei  es  durch  Variation,  abzuleiten. 

Boltzmann  deutet  an  (I.  c.  Seite  486),  dass  von  einer  Ab- 
leitung durch  Differentiation  nicht  die  Rede  sein  könne,  ausser 
im  Fall  der  ruhenden  Ringe  (I.  c.  Seite  4  4  4  ).  Will  man  also, 
wie  es  Kirchhoff  gethan,  das  Verfahren  der  blossen  Differentia- 
tion in  Anwendung  bringen  auf  in  Bewegung  begriffene  Ringe, 
so  wird  man  für  die  Wirkung  jener  Druckkräfte  einen  Werth 
erhalten,  der  noch  irgend  welcher  nachträglichen  Correction  be- 
dürftig ist. 

Andererseits  verbietet  sich,  wie  Boltzmann  bemerkt,  das 
Verfahren  der  Variation  von  selber,  so  lange  man  die  Form  noch 
nicht  kennt,  welche  dem  Hamilton'schen  Princip  für  den  Fall 
der  Ringe,  d.  i.  für  einen  mehrfach  zusammenhängenden  Flüssig- 
keitsraum zuzuertheilen  ist. 

Ohne  nach  dieser  Form  weiter  zu  suchen,  schlügt  sodann 
Boltzmann  (1.  c.  Seite  129),  einen  möglichst  direeten  Weg  ein 
zur  Bestimmung  der  Wirkung  der  Druckkräfte,  und  findet  hier- 
bei (I.  c.  Seite  4  33),  dass  jene  noch  fehlende  nachträgliche  Cor- 
rection im  Werthc  dieser  Wirkung  ausdriiekbar  sei  mittelst  des 
schon  genannten  Potentials  Q. 

§6- 

Resolute  für  den  Fall  rottender  Körper. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen  ,  die  auf  die  Körper  $0 ,  ®4 , 
Ä,,  •  •  •  $n  einwirkenden  äussern  Kräfte  A  (vgl.  §  4)  seien  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  diese  Körper,  trotz  der  in  Bewegung 
begriffenen  Flüssigkeit,  in  Ruhe  bleiben. 

Alsdann  werden  offenbar  jene  Normalgeschwindigkeiten  s 
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alle  =  0  sein,  mithin  die  Belegungen  (s)  verschwinden.  Demge- 
mäss  sind  -im  gegenwärtigen  Fall  (vgl.  §  5)  die  Belegungen  (j)  als 
diejenigen  zu  deßniren,  welche  die  gegebenen  /fauptdurehgangs- 
mengen  Ma,  Mb  besitzen,  und  welche  überdies  auf  alle  ausserhalb 
SR  liegenden  Magnetpole  die  Wirkung  Xu  II  geben.  Zugleich  re- 
duciren  sich  in  diesem  Fall  die  Formeln  (5)  und  (6)  resp.  auf 

(7)  <D 
und  auf 

(8)  1  T 

wo  P  und  P  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  damals. 

Dass  die  Belegungen  (/)  durch  die  soeben  angegebene  De- 
finition eindeutig  bestimmt  sind,  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  aus 
meinem  im  vorhergehenden  §  angegebenen  Uniläts-Theorem. 

Wir  gehen  über  zum  Druck  der  Flüssigkeit  auf  die  starren 
Körper.  Dieser  Druck  wird  gegenwärtig,  wo  die  Körper  in  liuhe 
sich  befinden,  ein  auf  dieselben  einwirkendes  Kräftesystem  reprä- 
sentiren,welches  die  Eigenschaft  hat,  den  die  Körpersollicitirenden 
äussern  Kräften  A  das  Gleichgewicht  zu  halten,  und  wird  daher 
als  äquivalent  zu  bezeichnen  sein  mit  jedwedem  andern  Kräfte- 
system, welches  dieselbe  Eigenschaft  besitzt.  Ein  in  diesem  Sinne 
mit  dem  Druck  der  Flüssigkeit  äquivalentes  Kräftesystem  ist  nun 
leicht  angebbar.    Es  ergiebt  sich  nämlich  folgender  Satz : 

Aequivalenz-Satz.  Die  von  der  Flüssigheit  auf  die  starren 
Körper  $0.  ft, ,  $t>  •  •  •  $in  ausgeübten  Druckkräfte  sind  äqui- 
valent mit  denjenigen  Kräften,  welche  die  Körper  selbst,  vermöge 
ihrer  Strombelegungen  (j),  nach  den  bekannten  elektrodynamischen 
Gesetzen,  gegenseitig  aufeinander  ausüben,  diese  Kräfte  noch  mul- 

tiplicirt  mit  dem  constanten  Factor  | —  -^-J  .  Dabei  ist  voraus- 
gesetzt, dass  auf  die  Flüssigkeit  seihst  keinerlei  äussere  Kräfte 
einwirken,  dass  also  das  mit  V  (vgl.  §  4)  bezeichnete  Potential 
=  0  sei. 

Lässt  man  diese  Voraussetzung  fallen,  nimmt  man  also  an, 
V  sei  eine  beliebig  gegebene  Function  der  Goordinaten,  so  hat 
man,  um  die  soeben  genannte  Aequivalenz  zu  einer  vollstän- 
digen zu  machen,  zu  jenen  mittelst  der  Belegungen  {j)  charakteri- 
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sirten  Kräften  noch  diejenigen  hinzuzufügen,  welche  aus  dem 

Princip  des  Archimeües  sich  ergeben. 

Historisches.  —  Ausser  der  ßo/fsmanaNchen  Arbeit  (1870, 
Crelle's  J.,  Bd.  73)  kommt  hier  auch  eine  Arbeit  von  Riecke 
(1887,  Math.  Annal.  Bd.  32)  in  Rolracht.  Da  indessen  diese 
beiden  Arbeiten,  obwohl  verschieden  durch  verschiedene  Me- 
thoden, doch  den  Resultaten  nach  im  Wesentlichen  überein- 
stimmen, so  wird  es  zu  entschuldigen  sein,  wenn  ich  hier  aus- 
schliesslich auf  die  Boltzmann' sehe  Untersuchung  eingehe. 

Der  Einfachheit  willen  mag  die  Flache  <r0  eine  völlig  fest 
aufgestellte  Kugclflächo  sein,  deren  Centrum  irgendwo  im  End- 
lichen liegt,  und  deren  Radius  unendlich  gross  ist;  so  dass  also 
diese  Fluche  <x0  ebenso  wie  der  Körper  $0  unsern  Augen  ent- 
schwindet ,  und  nur  noch  die  Körper  $tt ,  St* ,  .  •  .  StH  übrig 
bleiben. 

Alsdann  sind  die  Sätze  (7)  und  (8)  und  der  soeben  ausge- 
sprochene Acquivalenz-Satz  —  wenigstens  für  ringförmige  Körper 

£t,  ...&„  —  in  befriedigender  Uebercinslimmung1)  mit 
den  betrelTenden  tfo/tematm'schen  Resultaten,  (I.  c.  Seite  116, 
1  iO  und  130).  Trotzdem  aber  bleibt  dabei  zwischen  Boltzmann 
und  mir  ein  wesentlicher  Unterschied  vorhanden  in  RetrelT 
jener  Belegungen  (j),  welche  den  eigentlichen  Angelpunkt  all' 
dieser  Sätze  bilden. 

Boltzmann  hat  nämlich  —  wenigstens  für  den  Fall  ring- 
förmiger Körper  —  eine  gewisse  Minimum- Eigenschaft  der  Be- 
legungen (j)  entdeckt  (l.  c.  Seite  116 — 118).  Er  folgert  hieraus, 
dass  das  System  der  Belegungen  (j)  eine  Gleichgewichts- Anord- 
nung der  betreffenden  elektrischen  Ströme  repräsentirt  (I.  c. 
Seite  118),  und  benutzt  sodann,  falls  ich  ihn  richtig  verstanden 
habe,  (I.  c.  Seite  119),  diese  Eigenschaften  des  Minimums  und 
Gleichgewichts  zur  elektrodynamischen  Definition  der  Belegungen 
(j).  —  Dass  aber  diese  letztem  durch  eine  solche  Definition  ein- 
deutig bestimmt  seien,  dürfte  wohl  nicht  ohne  Weiteres  evident 
sein,  und  scheint  auch  von  Boltzmann  nicht  gradaus  behauptet 
zu  werden  (I.  c.  Seite  119). 

Wesentlich  anders  liegen  die  Dinge  bei  mir.  Ich  gebe  näm- 
lich für  die  Belegungen  (/)  —  und  zwar  nicht  nur  für  den  Fall 
ringförmiger  Körper,  sondern  ganz  allgemein  für  völlig  beliebig 
gestaltete  Körper  —  jene  höchst  einfache  zu  Anfang  des  gegen- 
wärtigen §  ausgesprochene  Definition  ,  und  liefere  zugleich  mit 


1)  Wie  schon  (in  der  Note  zu  §4)  erwähnt  wurde,  haben  die  gewöhn- 
lichen Potentiale  (wie  z.  B.  P,  P)  bei  Boltzmann  und  nur  entgegengesetzte 
Vorzeichen.  Beachtet  man  dies ,  so  ist  die  Uebcreinstimmunji  des  Satzes 
(8)  und  des  Aequivalenz*atzes  mit  den  Boltzmann'schen  Resultaten  (1.  c. 
Seite  120  und  130)  eine  vollständige.  Hingegen  bleibt  dabei  zwischen  dem 
Satze  (7)  und  dem  betreffenden  Boltzmann'schen  Ergebnisse  (I.  c.  Seitel  1 6) 
immer  noch  ein  Zeichenunterschied  bestehen.  Dieser  Unterschied  bedarf 
noch  der  Aufklärung. 

Math  -phys.  Claas«».  18*12.  7 
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telst  meines  Unitats-Theorems  (§  5)  den  strengen  Beweis  dafür, 
dass  die  Belegungen  (»  durch  diese  Definition  eindeutig  be- 
stimmt sind. 

Wenn  nun  in  diesen  Dingen  meinem  Verfahren  wohl  ohne 
Zweifel  der  Vorzug  einzuräumen  ist,  so  muss  doch  andererseits 
betont  werden,  dass  jene  von  Boltzmann  für  ringförmige  Korper 
entdeckte  Minimum -Eigenschaft  den  eigentlichen  Kern  eines 
Theorems  von  hervorragender  Bedeutung  und  grösster  Wichtig- 
keit repräsentirt. 

Denkt  man  sich  (ebenso  wie  in  §  1)  einen  Raum  9t,  be- 
grenzt von  (n  -f-  \)  Flachen  o*0 ,  aK ,  ot  t  •  •  o"n,  so  lautet  dieses 
Theorem  folgendermassen : 

Minimum -Theorem.  —  Die  Flächen  o"0,  o", ,  a% ,  •  ■  •  on  seien 
mit  irgend  welchen  stationären  elektrischen  Strombelegungen  (j) 
versehen,  die  indessen  von  solcher  Bescheidenheit  sein  sollen,  dass 
ihre  Wirkung  auf  alle  aus  s  er  halb  9t  gelegenen  Magnetpole  Null 
ist.  Ferner  sei  P  das  Potential  des  Systems  der  Belegungen  (j) 
auf  sich  selbst. 

Unterwirft  man  alsdann  diese  Belegungen  (j),  ohne  Ver- 
letzung ihres  stationären  Charakters  und  ohne  ihre  Hauptdurch- 
gangsmengen zu  ändern,  irgend  welchen  Variationen,  so  wird  der 
hierdurch  entstehende  Zuwachs  6P  des  Potentials  P  stets  =  0  sein. 

Von  Wichtigkeit  ist  dieses  Theorem  z.  B.  für  den  Beweis 
des  in  diesem  §  angegebenen  Aequivalenz -Satzes,  ebenso  wie 
auch  Boltzmann  (1.  c.  Seite  120)  von  seinem  specielleren  Theo- 
rem zu  analogem  Zwecke  Gebrauch  gemacht  hat. 

§7- 

Heber  die  elektrodynamische  Constrnirbarkeit  willkürlich  gegebener 

Functionen. 

Jedwede  Function  F  =  F(a-,  y,  z)  ist,  falls  sie  nur  ge- 
wissen Stetigkeits-Anforderungen  entspricht,  physikalisch  con- 
struirbar.  Ist  nämlich  die  Function  nebst  ihren  Ableitungen 
innerhalb  eines  gegebenen  Raumes  9t  stetig,  so  wird  sie  inner- 
halb dieses  Raumes  9t  darstellbar  sein  als  das  Potential  eines 
gewissen  Massensystems ,  welches  theils  in  continuirlicher  Ver- 
theilung  den  Raum  91  erfüllt,  theils  in  Form  einer  Flächenbele- 
gung an  der  Grenze  des  Raumes  9t  sich  befindet,  theils  endlich 
in  Gestalt  einer  Doppel-Flachenbelegung  ebenfalls  über  diese 
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Grenie  sich  ausdehnt.  —  Solches  ergiebt  sich  leicht  mittelst 
eines  bekannten  Green'achen  Satzes. 

Wollte  man  diese  Darstellungsweise  auf  drei  Functionen 
u  =  u(cc,  y,  3),  v  =  v(Xj  y,  z),  w  =  w{x,  y}  z)  anwenden,  so 
hätte  man  drei  solche  Massensysteme  einzuführen. 

Eine  einfachere  und  für  viele  Zwecke  vortheilhaftere  Dar- 
stellungsweise ergiebt  sich  aus  der  vielgenannten  Boltzmann- 
schen  Abhandlung  (Crelle's  J.,  Bd.  73,  Seite  H3).  Diese  besteht 
darin,  die  Functionen  w,  v,  w  auszudrücken  als  die  Compo- 
nenten  derjenigen  Kraft,  welche  ein  bestimmtes  System  elektri- 
scher Strome  auf  den  variablen  Punkt  (a-,  y,  z)  ausübt ,  wobei 
alsdann  dieser  Punkt  als  ein  Magnetpol  anzusehen  ist.  Aller- 
dings wird  bei  dieser  Boltzmann'schen  Darstellungsweise  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Functionen  u,  v,w  folgende  Bedingungen 
erfüllen : 


von  denen  die  vier  ersten  auf  das  Innere,  die  letzte  auf  die 
Oberfläche  des  zu  betrachtenden  Raumes  SR  sich  beziehen.  Da- 
bei sind  unter  31,  93,  (£  die  Richtungscosinus  der  auf  dieser 
Oberfläche  errichteten  Normale  zu  verstehen. 

Doch  lassen  sich  diese  lästigen  Bedingungen  oder  Beschrän- 
kungen abstreifen,  wodurch  man  alsdann  zu  folgendem  allge- 
meinen Theorem  gelangt. 

Theorem.  —  Sind  m,  v,  w  irgend  welche  Functionen  von  x,y,z} 
die  sammt  ihren  Ableitungen  innerhalb  eines  beliebig  begrenzten 
Raumes  ffi  stetig  sind,  und  sind  ui ,  vK ,  w{  die  Werthe  dieser 
Functionen  im  Punkte  (x, ,  yt ,  z,),  so  gelten  die  Formeln : 


du      öv     ö  w 
 =  0  . 

bx^by^bz 


bv  btC 


bu  bv 
by  bx 


bz  by 
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wo  s{  =  \  odtr  —  0  ist,  je  nachdem  der  Punkt  {x{,  ?/,,  z{)  inner- 
halb 91  oder  ausserhalb  9{  liegt. 

Hier  sind  S, ,  t\  ,  <1{ ,  //,  Summen  gewisser  Potentiale.  Und 
diese  Potentiale  rühren  von  Massen  vertheUungen  her ,  die  mit  ge- 
wissen Dichtigkeiten  theils  über  die  Oberfläche  a  des  Raumes  ffi, 
theils  über  diesen  Raum  selbst  ausgebreitet  sind.    Es  ist  nämlich  : 


(B.) 


fsda  fs*dr 
=J  —         —  ' 


[da 


ff''1* 

J  ~r 


">  =./  —  +J  T  • 

ivo  s,  f,  g,  h  und  s*}  /'*,  g*,  h*  die  Bedeutung  haben : 


(C.) 


s  — 


g^üu  —  21  w  , 


öl/ 

bw 

Dz  1 

bu: 

"  d  j:  ' 

"öl* 

Dabei  repräsentiren  53,  CS  die  Richtungscusinus  der  auf  irgend 
einem  Oberflächenelement  da  errichteten,  in  den  Raum  9i  hinein- 
laufenden Normale  SR. 

Die  Integrationen  in  (B.)sind  hinerstreckt  zu  denken  über  alle 
Oberflächenelemente  da  {er,  y,  z),  respective  über  alle  Volumelemente 
(It{x,  y,  z)  des  Raumes  SR.  Und  dabei  ist  unter  r  der  Abstand 
eines  solchen  Elementes  vom  Punkte  {x{,  yK,      zu  verstehen. 

Besonders  hervorzuheben  ist  nun,  dass  die  rechten  Seilen 
der  Formeln  (A.)  einfache  elek  t  rod  y  na  mi s  ch  e,  respectiv  e 
magnetische  Bedeutungen  haben,  sobald  man  den  Punkt 
(,7*i >  //i  >  zt)  f^s  ritu'n  Magnetpol  von  der  magnetischen  Masse  Eins 
ansieht.    Alsdann  nämlich  repräsentiren 
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(/>-) 


öS, 

bxi  ' 


öS, 


die  Componenten  der  auf  jenen  Pol  {xif  yv  zt)  von  einer  gewissen 
m  a  gnet  is  c  h  e  n  M  a  t  e  r  i  c  ausgeübten  Wirkung.    Diese  Materie 
ist  theils  über  die  Oberfläche  a  des  Raumes  R}  theils  über  den 
Raum  $i  selber  ausgebreitet,  resp.  mit  den  Dichtigkeiten  s  und  s*. 
Gleichzeitig  repräsent iren  alsdann 

bj±  _  öo-,  *t\  _  ö//,  bd,  bh\ 
ö.y,       bz{  '       bzt      ö.r,  '       Ö,r,  byt 

die  Componenten  der  auf  den  Pol  (  rv  gv  z{)  von  einer  gewissen 
Station  a  r  e  n  e  lektr  i  s  c  h  e  n  S  t  r  o  mrert  h  e  i  l  u  n  g  ausgeübten 
Wirkung.  Diese  Stumi  crtheilung  ist  theils  über  die  Oberfläche  a 
des  Raumes  9i,  theils  über  den  Raum  9i  selber  ausgebreitet,  respec- 
tive  mtt  den  Strömungscomponenten  (/",  g,  h)  und  (/'+,  g*}  h*). 

In  Anbetracht  dieser  Bemerkungen  Uber  die  Ausdrücke 

(/:*.).  können  wir  sagen ,  dass  durch  die  Formeln  (A.)  die 
Wert  he  der  stetigen  Functionen  u,  r,  w  in  irgend  einem  Punkte 
(,ri>  ^)  des  Raumes  SR  elektrodynamisch  <  onstruirl  sind.  Auch 
können  wir  hinzufügen ,  dass  diese  Construction  eine  ziemlich 
einfache  ist,  insofern  als  die  Dichtigkeiten  und  Strömungscom- 
ponenten der  dabei  erforderlichen  magnetischen  und  Strom- 
Vertheilungen  sofort  angebbiir  sind. 

Demgemüss  dürfte  zu  erwarten  sein,  dass  wir  die  meisten 
physikalischen  Vorgänge,  so  weit  dieselben  in  stetiger  Weise 
erfolgen,  d.  i.  durch  stetige  Functionen  sich  ausdrücken,  elektro- 
dynamisch zu  ennstruiren  oder  (anders  ausgedrückt)  mittelst  der 
elektrodynamischen  Gesetze  zu  beschreiben  im  Stande  sein 
werden.  Und  hierin  liegt  nach  meiner  Ansicht  z.  B.  auch  der 
Grund  dafür,  dass  die  Hydrodynamik  so  viele  Beziehungen  zur 
Elektrodynamik  darbietet. 

Diese  Beziehungen  oder  Uebereinstimmungen  haben  also 
nach  meiner  Ansicht  keine  tieferen  Gründe.  Sie  sprechen  nicht 
etwa  für  einen  noch  weiter  zu  erforschenden  gemeinschaftlichen 
Hoden  der  beiden  Disciplinen,  sondern  sie  rcprUsentiren  nur 
äusserliche  Analogien,  deren  Existenz  aus  dem  Umstände  re- 
sultirt,  dass  es  sich  in  den  betreffenden  Theilen  der  Hydro- 
dynamik immer  nur  um  stetige  Functionen  handelt,  derartige 
Functionen  aber  elektrodynamisch  construirbar  sind. 
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§8. 

Beiläufige  Bemerkungen. 

Ich  benutze  diese  Gelegenheit  zur  beiläufigen  Mittheilung 
zweier  Sätze,  von  denen  der  eine  auf  hydrostatischen  Ueberle- 
gungen  beruht ,  während  der  andere  einen  merkwürdigen  Fall 
des  hydrostatischen  Gleichgewichts  zum  Gegenstande  haben  wird. 

Erster  Satz.  —  Es  sei  gegeben  ein  ganz  unregelmässiges 
starres  Polyeder,  begrenzt  von  lauter  ebenen  Seitenfluchen.  Auf 
jeder  solchen  Seitenfläche  markire  man  den  Schwerpunkt  der- 
selben. Sodann  lasse  man  in  diesen  Punkten  auf  das  Polyeder 
Kräfte  einwirken ,  die  gegen  die  einzelnen  Seitenflächen  senk- 
recht, den  Grössen  der  Flächen  proportional,  und  alle  nach 
aussen  gerichtet  sind.  —  Alsdann  wird  das  Polyeder  unter  dem 
Kinfluss  all  dieser  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein. 

Beweis.  —  Man  denke  sich  das  Polyeder  hohl,  etwa  zu- 
sainmengelöthet  aus  einzelnen  starren  BlechstUcken.  Der  Innen- 
raum dieses  hohlen  Polyeders  sei  nun  erfüllt  von  einer  beliebig 
stark  coraprimirten  Flüssigkeit.  Alsdann  wird  das  Polyeder 
durch  das  Expansionsbestreben  dieser  Flüssigkeit,  d.  i.  durch 
die  von  der  Flüssigkeit  auf  die  einzelnen  Seilenflächen  ausge- 
übten Druckkräfte  unmöglich  in  Bewegung  gerathen  können. 
U.  s.  w. 

NB.  Ein  analoger  Satz  ist  von  Despeyrous  (1884,  Cours 
de  Mecanique,  Paris,  Tome  I,  pag.  84)  für  das  Polygon  ausge- 
sprochen, von  ihm  aber  nicht  durch  hydrostatische  Ueber- 
legungen,  sondern  direct  (auf  Grund  der  allgemeinen  Gleich- 
gewichtsbedingungen eines  starren  Körpers)  bewiesen  worden. 

NB.  Man  kann  den  vorstehenden  Salz  z.  B.  auf  ein  un- 
endlich kleines  starres  Tetraeder  anwenden.  Alsdann  aber 
gelangt  man,  weil  ein  solches  Tetraeder  als  ein  materieller 
Punct  anzusehen  ist,  zur  Regel  des  Parallelepipedums,  mithin 
auch  zur  Regel  des  Parallelogramms. 

Setzt  man  also  voraus,  dass  irgend  eine  dem  Gesetz  des 
isotropen  Druckes  entsprechende  Flüssigkeit  existirt,  so  er- 
giebt  sich  hieraus  mit  Notwendigkeit,  dass  die  Resultante  zweier 
auf  einen  materiellen  Punkt  einwirkenden  Kräfte  durch  die 
Diagonale  des  über  diesen  beiden  Kräften  construirten  Parallelo- 
gramms dargestellt  ist. 
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Zweiter  Satz.  —  Es  sei  gegeben  eine  absolut  fest  aufge- 
stellte starre  homogene  Schale ,  begrenzt  von  zwei  eonfoculen 
abgeplatteten  Rotationsellipsoiden.  Der  Bequemlichkeit  willen 
seien  die  beiden  Pole  der  äussern  Ellipsoidfläche  mit  A,  B,  und 
die  der  innorn  in  entsprechender  Weise  mit  «,  ji  bezeichnet. 

Ausserdem  wollen  wir  uns  ein  System  von  Rotations- Hyper- 
boloiden vorstellen,  die  alle  ein  und  denselben  Asymptoten- 
kegel haben.  Dieser  Kegel  besitze  denselben  Mittelpunkt  und 
dieselbe  geometrische  Axe  wie  die  gegebene  Schale.  Seine 
Kanten  seien  gegen  jene  Axe  unter  einem  Winkel  geneigt, 

dessen  trigonometrische  Tangente  =  V2  ist.  Der  innere  Hohl- 
raum der  Schale  zerfallt  offenbar  durch  den  Kegel  in  drei 
Theile.  Diese  mögen  mit  f/,  V  und  H'  bezeichnet  sein,  und 
zwar  der  Art,  dass  U  den  Punkt  a ,  andrerseits  V  den  Punkt  ß 
enthält. 

Die  gegebene  Schale  sei  längs  der  geraden  Linie  A  u  von 
einer  äusserst  engen  Oeffnung  durchbohrt.  Und  durch  diese 
Oeffnung  mag  von  aussen  her  in  den  bis  dahin  leeren  Hohl- 
raum der  Schale  sehr  langsam  mehr  und  mehr  Flüssigkeit  hin- 
eingedrtlckt  werden.  Diese  Flüssigkeit  sei  homogen  und  in- 
compressibel. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  diese  Flüssigkeit  von  der 
gegebenen  Schale  nach  dem  Newton*  sehen  Gesetz  angezogen 
werde,  sonst  aber  keinen  weiteren  Kräften  (also  weder  der 
Schwere  noch  auch  einer  gegenseitigen  Einwirkung  der  ein- 
zelnen Flüssigkeitstheilchen)  unterliege.  —  Es  handelt  sich  um 
die  Gleichgewichtsfigur  der  in  irgend  einem  Augenblick  in  den 
Hohlraum  der  Schale  hineingebrachten  FlUssigkeitsmasse. 

Diese  Aufgabe  führt  zu  dem  Resultat,  dass  die  Gleichgewichts- 
figur  stets  von  der  innern  Ellipsoidflache  und  von  einer  oder  meh- 
reren Flächen  jenes  Hyperboloidsystems  begrenzt  ist.  Zugleich 
aber  ergiebt  sich,  dass  diese  Gleichgewichtsfigur,  bei  allmUhliger 
Zunahme  der  im  Hohlraum  befindlichen  Flüssigkeitsmasse ,  nicht 
immer  stetig,  sondern  zuweilen  auch  unstetig  sich  ändert. 

Ist  die  hineingebrachte  Flüssigkeitsmasse  sehr  klein ,  so 
wird  sie  um  den  Punkt  «  herum  sieb  ausbreiten,  und  eine  Ge- 
stalt annehmen,  die  theils  von  der  innern  Ellipsoidflache,  theils 
von  einer  Fläche  jenes  Hyperboloidsystems  begrenzt  ist.  Drückt 
man  nun  von  aussen  her  durch  die  Oeffnung  Act  sehr  langsam 
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mehr  und  mehr  Flüssigkeit  in  den  Hohlraum  hinein,  so  wird  die 
Gleichgewichtsfigur  sich  mehr  und  mehr  ausdehnen,  dabei  aber 
hinsichtlich  ihrer  Begrenzung  stets  den  soeben  genannten  Cha- 
rakter behalten,  bis  sie  schliesslich  in  einem  gewissen  Augen- 
blicke den  Kegelraum  U  vollständig  erfüllt. 

Bringt  man  jetzt  —  immer  durch  die  Öffnung  Aa  —  noch 
mehr  Flüssigkeit  hinein,  so  erfolgt  eine  Discontinnillit,  indem  an 
der  Spitze  des  Kegels  f/mehr  und  mehr  Tropfen  sich  losreissen, 
und  an  der  gegenüberliegenden  Seite  des  Hohlraumes,  nämlich 
bei  ß  sich  ansammeln,  und  hier  wiederum  eine  Gestalt  an- 
nehmen, die  theils  von  der  innern  Ellipsoidfläcbe,  theils  von 
einer  Flüche  jenes  Hyperboloidsystems  begrenzt  ist.  Dieser  Pro- 
cess  dauert  so  lange  fort,  bis  in  einem  gewissen  Augenblicke  beide 
Kcgelräume  V  und  V  von  Flüssigkeit  vollständig  erfüllt  sind. 

Wird  jelzt  endlich  durch  die  OeffnungJ«  noch  mehr  Flüssig- 
keit hineingebracht,  so  erweitert  sich  dieser  Doppelkegel  {C-\-  \ ), 
und  zwar  in  der  Art.  dass  die  statt  der  Keeelflüche  eintretende 
neue  Begrenzungsllache  stets  durch  eine  Fläche  jenes  Hyper- 
boloidsystems repräsentirt  ist,  bis  schliesslich  der  ganze  Hohl- 
raum der  Schale  vollständig  von  Flüssigkeit  erfüllt  ist. 

Zusatz.  —  Ist  die  gegebene  homogene  Schale  von  zwei 
tjanz  beliebigen  Rotationsellipsoiden  begrenzt,  die  aber  einerlei 
Mittelpunkt  und  einerlei  Axe  besitzen ,  so  gilt  Wort  für  Wort 
dasselbe ;  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  alsdann  der  soeben 
beschriebene  Process  je  nach  Umständen  entweder  in  der  näm- 
lichen W'eise,  oder  aber  auch  in  inrerser  Weise  erfolgen  wird. 
Der  inverse  Process  hestoht,  wie  wohl  kaum  zu  bemerken  er- 
forderlich ist,  darin,  dass  zuerst  ein  Flttssigkcilsring  am  Aequator 
sich  ansammelt,  sodann  der  Kaum  M  erfüllt  wird,  u.  s.  f. 

Der  inverse  Process  wird  z.  B.  dann  eintreten,  wenn  die 
Schale  begrenzt  ist  von  zwei  gestreckten  omfonifen  Rolalions- 
Ellipsoiden. 

Besonders  zu  betonen  ist,  dass  in  allen  Fällen  das  in  Betracht 
kommende  System  von  Rotalionshyperboloiden  stets  ein  und 
dasselbe  bleibt,  so  dass  also  die  Kanten  des  zugehörigen  Asymp- 
toten-Kegels mit  der  geometrischen  Axe  Winkel  bilden,  deren 
trigonometrische  Tangente  jederzeit  =  }  2  ist. 

Beweis.  —  Für  den  vorhin  genannten  Fall  der  gestreckten 
confoculen  Ellipsoide  kann,  wenn  überdies  die  Dicke  der  Schale 
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äusserst  klein  ist,  der  Satz  sofort  bewiesen  werden  mittelst  eines 
früher  von  mir  gefundenen  Satzes,  den  ich  gelegentlich  der 
Herausgabe  der  Vorlesungen  meines  Vaters  publicirt  habe.  (Vgl. 
F.  Neumann's  Vorl.  Uber  Potential  und  Kugelfunctionen,  Leipzig 
1887,  Seite  360.) 

Leichter  aber  führen,  in  diesem  wie  auch  in  den  übrigen 
Fallen,  andere  bekannte  Methoden  zum  Ziel.  Kurz,  der  Beweis 
der  Sätze  ist  so  leicht  und  bequem,  dass  ich  dieselben  gar  nicht 
mitgetheilt  haben  würde,  wenn  mir  nicht  die  dabei  auftreten- 
den DisconttnutUilen  einigermassen  beachtenswerth  erschienen 
waren. 
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Sophus  Lie,  Bemerkungen  zu  neueren  Untersuchungen  über 
die  Grundlagen  der  Geometrie. 

In  meiner  zweiten  Abhandlung  Ober  die  Grundlagen  der 
Geometrie  Diese  Berichte  1890,  S.  355  ff.}  habe  ich  gezeigt, 
dass  im  gewöhnlichen  dreifach  ausgedehnten  Räume  das  soge- 
nannte Monodromieaxiom  des  Herrn  v.  Helmholtz  eine  Folge 
von  dessen  drei  ersten  Axiomen  ist ,  sobald  man  die  Definition 
der  freien  Beweglichkeit,  die  Herr  v.  Helmholtz  aufgestellt  hat, 
in  ihrem  engsten  Sinne  fassl . 

Herr  Vbronbsb  giebt  nun  in  seinem  neuerdings  erschie- 
nenen Werke:  Fondamen ti  di  Geomctria  die  wichtigsten  Ergeb- 
nisse ,  zu  denen  ich  bei  meinen  Untersuchungen  über  die 


i)  Ich  hebe  hier  ausdrücklich  hervor,  dass  die  Definition  der  freien 
Beweglichkeit  nach  «lern  Wortlaut  der  HKLMHOLTzschen  Auseinander- 
setzungen in  ihrem  engsten  Sinne  verstanden  werden  muss.  Herr  v.  Helm- 
holtz verlangt  nämlich  erstens,  dass  zwei  beliebige  Punkte  durch  eine  bei 
jeder  Bewegung  invariante  Gleichung  verknüpft  seien  und  zweitens,  dass 
die  Beweglichkeit  eines  jeden  Punktes  nur  durch  die  Gleichungen  be- 
schränkt sei,  die  ihn  mit  den  andern  Punkten  verknüpfen  (s.  Göll.  Nachr. 
4  868,  S.  498 — 400).  Ks  ist  daher  sicher,  dass  Herrn  v.  Helmboltz's  Mono- 
dromieaxiom eine  Folge  seiner  andern  Axiome  ist,  wenn  man  diese  nach 
ihrem  Wortlaute  nimmt.  Es  ist  aber  denkbar,  dass  seine  Formulirung 
seine  Meinung  nicht  ganz  correet  darstellt.  An  einer  andern  Stelle  werde 
ich  zeigen,  dass  nicht  allein  das  Monodromieaxiom,  sondern  zugleich  ein 
Thell  des  Axioms  der  freien  Beweglichkeit  überflüssig  ist;  es  genügt  an- 
zunehmen, dass  nach  dem  Festhalten  eines  Punktes  jeder  anderer  Punkt 
sich  frei  auf  einer  Fläche  bewegt,  welche  den  festen  Punkt  nicht  enthält. 
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Grundlagen  der  Geometrie  gelangt  bin,  ganz  richtig  wieder, 
insbesondere  auch  das  soeben  mitgetheiite  Ergebniss  Ober  das 
Monodromieaxiom.  Er  fügt  aber  hinzu,  bereits  Herr  de  Tilly 
habe  in  seinem  Essai  sur  les  prineipes  fondamentaux  de  la 
geometrie  eine  ähnliche  Behauptung  aufgestellt,  Überdies  habe 
Herr  Klein  später  einen  einfacheren  Beweis  für  die  Richtigkeit 
dieser  Behauptung  geliefert. 

Ich  werde  zeigen ,  dass  diese  Darstellung  des  Herrn  Vbro- 
nesb  durchaus  unrichtig  ist. 

Herr  de  Tillt  hat  gar  nicht  versucht  zu  beweisen,  dass  das 
Monodromieaxiom  eine  Folge  von  Herrn  v.  Helmholtz's  drei 
ersten  Axiomen  ist,  er  hat  etwas  Derartiges  nicht  einmal  be- 
hauptet ;  dagegen  hat  er  gezeigt,  oder  wenigstens  zu  zeigen  ver- 
sucht, dass  das  Monodromieaxiom  überflüssig  wird ,  wenn  man 
jene  drei  ersten  Axiome  durch  andere  Axiome  ersetzt. 

Herr  Klein  seinerseits  hat  allerdings  geglaubt,  meinen  Be- 
weis durch  einen  ungleich  einfacheren  ersetzen  zu  können,  aber 
sein  Beweis  beweist  zuviel  und  ist  infolge  dessen  nicht  stich- 
haltig. 

Ich  werde  im  Folgenden  die  eben  aufgestellten  Behaup- 
tungen näher  begründen;  ausserdem  werde  ich  noch  mit  ein 
paar  Worten  auf  eine  Stelle  in  Herrn  Lindem ann's  »Vorlesungen 
Uber  die  Geometrie  des  Raumes«  eingehen.  Herr  Lindbmann  er- 
wähnt nämlich  dort  meine  ältere  Note:  Bemerkungen  zu  v.  Helm- 
holtz's Arbeit  u.  s.  w.  (d.  Ber.  1886,  S.  337  ff  ),  er  hat  aber 
nicht  bloss  diese  meine  Note,  sondern  auch  die  Helmholtz'scIic 
Arbeit  miss verstanden. 


Zunächst  will  ich  zeigen,  dass  bei  Herrn  de  Tilly  die  Hblm- 
noLTz  schen  Axiome  durch  andere  ersetzt  sind. 

Herr  v.  Helmholtz  bestimmt  ohne  weiteres  den  Punkt  des 
Raumes  von  n  Dimensionen  durch  n  Goordinaten  .t^  •  •  •  xn, 
sodann  definirt  er  die  Linie  als  den  Ort  aller  Punkte,  die  n  —  1 
unabhängige  Gleichungen  zwischen  xi  •  •  •  xn  erfüllen,  die 
Flüche  als  den  Ort  aller  Punkte ,  die  n  —  2  unabhängige  Glei- 
chungen  befriedigen,  und  so  weiter.  Die  Bewegungen  des 
Raumes  fasst  er  auf  als  eine  Schaar  von  Transformationen  der 
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Punkte  dos  Raumes,  er  denkt  sie  sich  also  bestimmt  durch  Glei- 
chungen von  der  Form: 

•ri  = /'i'>'i  '  '  *  rn  ;        •  *  •  «r;  »       V  =  I  •  •  •  m)  > 

die  gewisse  Parameter  «,  •  •  •  enthalten.  Den  Begriff  der 
Entfernung  führt  er  ein,  indem  er  verlangt,  dass  zwischen  je 
zwei  Punkten  i\  ■  •  •  xn  und  //,  •  •  •  yn  eine  von  der  Lage  der 
Punkte  unabhängige  Gleichung: 

U      •  '  '  -'V,  >    'A  -  •  //n)  =  0 

bestehe,  die  bei  allen  Bewegungen  invariant  bleibt.  Der  Zahl 
n  erlheilt  Herr  v.  Hrmwholtz  erst  später  den  bestimmten  Werth: 
n  =  3  und  zwar  ist  diese  Annahme  bei  ihm  ein  Axiom. 

Ganz  anders  Herr  m  Tilly.  Kr  definirt  die  Fläche  ;ils 
Grenze  eines  Raumlheils,  die  Curvc  als  Grenze  eines  Flächen- 
theils, den  Punkt  als  Grenze  eines  Curventheils.  Es  führt  den 
Begriff  »geschlossene  Fläche«  ein,  und  sucht  mit  deren  Hülfe 
zu  beweisen,  dass  der  Punkt  durch  drei  Coordinaten  bestimmt 
ist.  Er  versucht  also  zu  beweisen,  was  Herr  v.  Helhholtz  als 
Axiom  festsetzt. 

Unter  der  Entfernung  zweier  Punkte  versteht  Herr  dk  Tilly 
zunächst  nur  eine  Grösse,  die  durch  die  beiden  Punkte  be- 
stimmt ist.  Um  den  Begriff  genauer  festzustellen,  denkt  er  sich 
zwei  Punkte  A  und  h  durch  eine  Curve  verbunden  und  lässt 
sodann  einen  Punkt  V  diese  Curve  von  H  aus  in  der  Richtung 
nach  .1  durchlaufen;  er  verlangt,  dusx  sich  dabei  die  Entfer- 
nung AP  stetig  (inderef  immer  positiv  bleibe  und  gegen  Null  con- 
vergire. 

Herr  v.  Helmholtz  macht  keine  derartige  Voraussetzung, 
dass  die  Entfernung  zweier  Punkte  immer  positiv  bleibe  und 
sich  stetig  mit  den  Coordinaten  der  beiden  Punkte  ändere. 
Diese  Voraussetzung  ist  auch  keineswegs  in  allen  Fällen  erfüllt. 
Zum  Beispiel  hat  bei  der  Gruppe: 

pf  qy  xp  -f-  r ,  yq  -}-  kr ,  x*p  +  ixr  ,  ifq  -f- 

die  Entfernung  der  beiden  Punkte  xt ,  yK ,  zi  und  xt ,  y% ,  z% 
den  Werth: 
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und  dieser  Ausdruck  wird  stets  unendlich ,  sobald  die  Verbin- 
dungslinie der  Punkte  mit  der  z-Axe  parallel  ist. 

Herr  v.  Helmuoltz  setzt  freie  Beweglichkeit  voraus,  Herr 
deTilly  dagegen  gar  nicht1;  er  setzt  nur  Folgendes  voraus:  Hat 
man  gewisse  Funkte  A,  B,  C,  D  •  •  •  und  ausserdem  noch  einen 
Punkt  B'y  der  so  beschaffen  ist,  dass  die  Gleichung: 

besteht,  so  giebt  es  stets  auch  gewisse  Punkte  C,  die 
den  Gleichungen: 

AC  =  AC  ,       AD  =  AD', 
BC  =  ffC  ,      BD  =  B'  ff  , 
CD  =  C'iy  u.s.w. 

genügen.  Von  dieser  Annahme  aus  versucht  er  das  Vorhanden- 
sein der  freien  Beweglichkeit  zn  beweisen. 

Herr  de  Tilly  beweist,  dass  Kugeln  mit  verschiedenen 
Mittelpunkten  verschieden  sein  müssen;  aus  dem  Princip  der 
freien  Beweglichkeit  folgt  das  jedoch  nicht,  wie  die  vorhin  an- 
geführte Gruppe  zeigt,  bei  der  freie  Beweglichkeit  stattfindet. 

Dass  sich  ein  starrer  Körper  um  zwei  feste  Punkte  drehen 
kann,  setzt  Herr  v.  Helhooltz  in  seinem  Axiom  der  freien  Be- 
weglichkeit ohne  Beweis  voraus.  Herr  de  Tilly  will  es  be- 
weisen, was  ihm  allerdings  nicht  gelingt. 

Augenscheinlich  sind  die  Ausgangspunkte  Beider  so  ver- 
schieden, wie  nur  möglich.  Es  kann  daher  nicht  überraschen, 
wenn  Herr  de  Tilly  beweist,  dass  bei  der  Drehung  um  zwei 
feste  Punkte  alle  andern  Punkte  geschlossene  Bahncurven  durch- 
laufen, während  Herr  v.  Helmholtz  dies  als  Axiom  festsetzt; 
das  eben  ist  ja  sein  Monodromieaxiom. 

Alles  in  Allem  hat  Herr  de  Tilly  ganz  sicher  nicht  bewiesen, 
dass  das  Monodromieaxiom  eine  Folge  der  drei  ersten  Helm- 
HOLTz'schen  Axiome  ist.   Thatsacho  ist  nur,  dass  Herr  de  Tilly, 


I)  Allerdings  könnte  man  aus  den  Anmerkungen,  die  Herr  de  Tilly 
unterm  Text  macht,  den  Eindruck  gewinnen,  als  ob  auch  er  die  freie  Be- 
weglichkeit als  Axiome  festsetzte;  aus  meinen  folgenden  Mittheilungen 
über  seine  Arbeit  geht  jedoch  hervor,  dass  es  sich  anders  verhall. 
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dessen  Voraussetzungen  von  den  Hblmboltz' sehen  grundver- 
schieden sind,  von  seinen  Voraussetzungen  ausgehend  die  Hblm- 
HOLTz'schen  Axiome  und  insbesondere  auch  das  Monodromie- 
axiom zu  beweisen  versucht.  Hieran  kann  auch  der  Umstand 
nichts  ändern,  dass  Herr  de  Tilly  behauptet,  er  befinde  sich  in 
den  meisten  Punkten  mit  Herrn  v.  Helmholtz  in  Uebereinstim- 
mung,  aber  in  zwei  Punkten  weiche  er  von  ihm  ab 1  • 

Welche  Axiome  Herr  de  Tilly  eigentlich  zu  Grunde  legen 
will,  ist  aus  seiner  Arbeit  schwer  zu  ersehen.  Sicher  ist  nur, 
dass  er  von  dem  Princip  der  freien  Beweglichkeit  bloss  den 
ersten  Theil  voraussetzt,  nämlich  die  Möglichkeit  der  Drehung 
um  einen  festen  Punkt,  während  er  dem  Begriß'  Entfernung 
Eigenschaften  beilegt  1  welche  Herr  von  Helmholtz  nicht  voraus- 
setzt. 

- 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  Herrn  F.  Klein's  Betrachtungen 
(s.  Math.  Ann.  Bd.  37,  S.  564  f.). 

Herr  Klein  beginnt  mit  der  Behauptung,  das  Monodromie- 
axiom  stelle  zunächst  die  Forderung,  »dass  volle  Umdrehung 
um  eine  Axe  möglich  sei«,  es  werde  dadurch  zum  Beispiel  der 
Raum  mit  indefinitem  Bogenelement  ausgeschlossen.  Dieser 
Theil  des  Axioms  scheint  Herrn  Klein  berechtigt. 

Hiergegen  muss  man  einwenden,  dass  auf  dem  Helhholtz- 
schen  Standpunkt  der  Begriff  j»  volle  Umdrehung  um  eine  Axe« 
zunächst  keinen  bestimmten  Sinn  hat,  einen  wirklichen  Sinn 
bekommt  dieser  Begriff  erst  dann ,  wenn  man  verlangt ,  dass 
jeder  Punkt  bei  der  Umdrehung  um  zwei  feste  Punkte  eine  ge- 
schlossene Curve  beschreibt,  wenn  man  also  das  HELMHOLTz'sche 
Monodromieaxiom  in  seinem  vollen  Umfange  benutzt.  Vielleicht 
versteht  aber  Herr  Klein  die  Möglichkeit  der  vollen  Umdrehung 
um  eine  Axe  so:  jedes  Fluchenelement  kann  sich  um  jedes  in 
ihm  enthaltene  Linienelement  drehen  und  kann  durch  Drehung 
ohne  Umkehr  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückkommen.  In 
diesem  Falle  muss  man  Herrn  Klein  entgegenhalten,  dass  eine 
derartige  Forderung  im  Monodromieaxiom  keineswegs  steckt; 


4)  Herr  de  Tilly  sagt  nicht,  dass  er  nur  in  diesen  beiden  Punkten  von 
Herrn  v.  Helmholti  abweiche ;  das  würde  auch  den  Thatsachen  nicht  ent- 
sprechen. 
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es  könnte  ja  der  Fall  eintreten ,  dass  die  infinitesimale  Trans- 
formation, die  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  in  Ruhe 
lässt,  von  zweiter  Ordnung  wäre.  Alsdann  blieben  alle  Flüchen- 
elemente, welche  die  beiden  festgehaltenen  Punkte  enthielten, 
in  Ruhe.  Ich  habe  an  einem  Beispiele  gezeigt,  dass  dieser  Fall 
wirklich  eintreten  kann,  wenn  man  das  Princip  der  freien  Be- 
weglichkeit in  seinem  weitern  Sinne  versteht. 

Als  zweiten  Theil  des  Monodromieaxioms  bezeichnet  Herr 
Klein  die  Forderung ,  dass  bei  der  Drehung  um  eine  Axe  alle 
Punkte  geschlossene  Bahncurven  beschreiben  sollen.  Diesen 
Theil  des  Axioms  erklärt  er  für  überflüssig,  weil  er  beweisen 
zu  können  glaubt,  dass  überhaupt  bei  jeder  Gruppe  von  oo1 
Drehungen  um  eine  Axe  alle  Punkte  nothwendig  geschlossene 
Bahncurven  beschreiben.  Wären  die  Ueberlegungen,  deren  er 
sich  hierbei  bedient  richtig,  so  müsste  zum  Beispiel  die  ein- 
gliedrige Gruppe,  die  von  der  infinitesimalen  Transformation : 

dx      _  dy   —  fit 

erzeugt  wird,  geschlossene  Bahncurven  haben,  was  augen- 
scheinlich nicht  der  Fall  ist.    Herr  Klein  beweist  also  zuviel. 

Ich  kann  unter  diesen  Umständen  keineswegs  zugeben, 
dass  Herr  Klein  mein  Ergebniss  auf  einfachere  Weise  abgeleitet 
habe.  Es  ist  überhaupt  sicher,  dass  man  ganz  anders  tief- 
gehende Untersuchungen  als  die  Herren  v.  Helhholtz  und  Klbin 
angestellt  haben,  unternehmen  muss,  um  diese  Theorie  zum 
Abschluss  zu  bringen. 

Wenn  übrigens  Herr  Klein  die  Ansicht  ausspricht,  ein 
Theil  des  Monodromieaxioms  müsse  aufrecht  erhalten  werden, 
um  den  Raum  mit  indefinitem  Bogenelement  auszuschliessen,  so 
kann  ich  auch  hierin  ihm  nicht  beipflichten ;  die  betreffenden 
Raumformen  erfüllen  nämlich  das  Princip  der  freien  Beweg- 
lichkeit nicht.  In  einem  Räume  mit  indefinitem  Bogenelement 
gehört  ja  zu  jedem  festgehaltenen  Punkte  0  eine  Kugel  (eine 
reelle  Kegelfläche, ,  die  durch  ihren  Mittelpunkt  0  (die  Kegel- 
spitze hindurchgeht;  ein  von  0  verschiedener  Punkt  P  dieser 
Kugel  kann  aber  bei  der  Drehung  um  0  nicht,  wie  es  das  Prin- 
cip der  freien  Beweglichkeit  verlangt,  in  alle  andern  Punkte  der 
Kugel  übergehen,  denn  er  kann  nicht  nach  0  übergeführt 
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worden.  Ich  muss  daher  auch  fernerhin  daran  festhalten,  dass 
das  Monodromieaxiom  aus  den  drei  ersten  llELMHOi/rz'schen 
Axiomen  folgt,  wohl  bemerkt,  wenn  man  diese  ihrem  Wortlaute 
nach  versteht 

Endlich  komme  ich  zu  den  Bemerkungen .  die  Herr  Linde- 
mann  meiner  ersten  Note  tlber  den  in  Rede  stehenden  Gegen- 
stand gewidmet  hat. 

Wenn  Herr  Liisdemann  ausfuhrt,  dass  Herr  v.  Helmholtz  sich 
ebenso  wie  Herr  Lindeman.n  selbst,  auf  projective  Gruppen  be- 
schrHnke,  so  thut  er  Herrn  v.  HELMnoi.TZ  Unrecht.  Es  mag  sein, 
dass  dieser  in  seinen  populären  Vortrugen  die  gerade  Linie  als 
die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  Punkten  bezeichnet  hat  —  in 
seiner  Abhandlung  über  die  Thatsachen ,  die  der  Geometrie  zu 
Grunde  liegen,  gebraucht  er  jedenfalls  keinen  Ausdruck  dieser 
Art,  er  denkt  darin  überhaupt  gar  nicht  daran,  zu  verlangen, 
dass  bei  den  Bewegungen  gerade  Linien  in  gerade  Linien  über- 
gehen sollen. 

Ferner  irrt  sich  Herr  Linnemann,  wenn  er  behauptet,  unter 
diesen  Umstanden  werde  mein  Bedenken  hinfüllig,  dass  es  nicht 
ohne  Weiteres  erlaubt  sei ,  die  unendlich  kleinen  Bewegungen 
durch  lineare  Gleichungen  darzustellen  ,  denn  selbst  wenn  die 
IlBLMiioLTz'sche  Arbeit  bloss  projective  Transformationen  in  Be- 
tracht zöge,  wäre  es  doch  nicht  von  vorn  herein  erlaubt,  anzu- 
nehmen ,  dass  unter  den  infinitesimalen  Transformationen ,  die 
den  Punkt:  x  =  r01  y  =  //ti,  z  =  z0  invariant  lassen,  keine  auf- 
trete, die  bloss  Glieder  von  zweiter  Ordnung  in  j  —  x0 ,  //  —  y6, 
5  —  zu  enthielte.  Eine  andere  Sache  ist  es,  dass  in  Folge  der 
von  Herrn  v.  Helmiioltz  begangenen  Fehler,  seine  Resultate 
factisch  nur  für  lineare  (also  nicht  einmal  für  projective  Grup- 
pen erwiesen  sind. 

Missverstanden  hat  mich  Herr  Lindema.nn  endlich ,  wenn  er 
mir  die  Aeusserung  zuschreibt,  ich  hutte  es  für  wahrscheinlich 
erklärt,  dass  die  Forderung,  der  Kreis  solle  eine  geschlossene 
Curve  sein,  sich  aus  den  übrigen  HEi.MHOLTz'schen  Axiomen  als 
Folgerung  ergebe,  und  wenn  er  hinzufügt,  dass  meine  Vermu- 
thung  für  die  parabolische  Geometrie  unzutreffend  sei.  Be- 
schrankt man  sich  auf  die  Ebene,  so  unterliegt  es  keinem 
Zweifel,  dass  man  die  Forderung:  der  Kreis  soll  eine  geschlos- 
sene Curve  sein,  als  Axiom  aufstellen  muss.  Fasst  man  dagegen 
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die  Ebene  als  einen  Theil  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes 
auf,  so  liegt  die  Sache  anders:  das  Monodroinieaxiom  ist  in 
diesem  Falle  überflüssig,  sobald  man  das  llEtMnoLTz'sche  Prin- 
eip  der  freien  Beweglichkeit  nach  seinem  Wortlaute  deutet. 


Um  nicht  missverstanden  zu  werden .  füge  ich  noch  das 
Folgende  hinzu. 

Meine  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie 
sind  vielfach  missverstanden  worden.  Um  solchen  Missverstand- 
nissen in  der  Zukunft  zu  entgehen  und  einmal  die  noch  schwe- 
benden Fragen  zur  Entscheidung  zu  bringen,  habe  ich  in  dieser 
Note  versucht  mich  möglichst  prücis  auszudrücken.  Wenn  ich  bei 
berühmten  Verfassern  wesentliche  Irrthümer  gefunden  habe,  so 
habe  ich  dies  ganz  offen  gesagt.  Dies  darf  nicht  missverslanden 
werden.  Wenn  ich  z.  B.  jetzt  offen  sage,  dass  Herr  v.  Helm- 
hoi.tz  in  seiner  viel  besprochenen  Note  die  Aufgabe  die  er  sich 
gestellt  hat,  nicht  erledigt  hat,  da  seine  Entwickclungcn  keines- 
wegs zeigen,  dass  seine  Axiome  hinreichen,  wahrend  auf  der 
anderen  Seite  sein  Monodromieaxiom  und  sogar  ein  Theil  seines 
Princips  der  freien  Beweglichkeit  eine  Folge  seiner  anderen 
Axiome  ist,  so  hege  ich  doch  fortwährend  grosse  Bewunderung 
für  eben  diese  seine  Arbeit,  ja  ich  betrachte  sie  gewissermas- 
sen  als  bahnbrechend.  Auf  der  andern  Seite  muss  ich  ee- 
stehen,  dass  Herr  de  Tii.ly's  unzweifelhaft  sehr  werthvollen 
Untersuchungen  mir  nicht  ganz  pracis  erscheinen ,  indem  sie 
mit  complicirten  Begriffen  operiren,  deren  Sinn  mir  zuweilen 
unklar  ist. 

Bei  einer  neuen  Redaction  meiner  Untersuchungen  über 
die  Grundlagen  der  Geometrie  werde  ich  den  Nachweis,  dass 
bei  den  von  mir  betrachteten  Beispielen  freie  Beweglichkeit  im 
weiteren  Sinne  stattfindet,  wirklich  durchführen. 

Bei  dieser  Gelegenheil  will  ich  noch  einige  Bemerkungen 
Uber  Herrn  Scbur's  Untersuchungen  über  Transformations- 
gruppen hinzufügen. 

Ich  habe  schon  mehrmals  anerkannt,  dass  seine  Arbeiten 
auf  diesem  Gebiete  Werth  haben;  ich  muss  aber  jetzt  hervor- 
heben, dass  er  die  Beziehungen  seiner  Untersuchungen  zu  den 
meinigen  nach  meiner  Ansicht  nicht  correct  wiedergegeben  hat. 
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Einmal  kann  ich  nicht  anerkennen,  dass  seine  Entwickelungcn 
eine  wesentliche  Vereinfachung  der  Grundlagen  meiner  Theorie 
liefern,  zumal  da  alle  seine  Entwicklungen  unter  einem,  seiner- 
zeit von  Herrn  Prof.  Engel  bemerkten,  an  der  Spitze  seiner 
ersten  Arbeit  begangenen  Fehler  leiden.  Andererseits  muss 
ich  bemerken,  dass  seine  Verweisungen  fast  ohne  Ausnahme 
entweder  unbestimmt  oder  uncorrect  sind.  Endlich  möchte 
ich  an  Herrn  Scni  r  die  Bitte  richten ,  in  Zukunft  nicht  bloss 
seine  eignen  Beweise  meiner  Sülze  zu  citiren,  sondern  jeden- 
falls gleichzeitig  zu  bemerken,  dass  die  Satze  von  mir  her- 
rühren. 
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SITZUNG  AM  7.  MÄRZ  1892. 

E.  D  rech  sei,  Ueber  die  Spaltungsproducte  des  Casetns. 

In  meiner  letzten  Mittheilung ')  über  die  Producte,  welche 
bei  der  Spaltung  des  Casetns  durch  Salzsäure  entstehen,  habe 
ich  bereits  darauf  hingewiesen,  dass  das  Lysin:  CC//14.V, O. 
seiner  empirischen  Zusammensetzung  nach  als  das  nächst  höhere 
Homologe  des  von  JaffC2  entdeckten  Ornithins:  CiHitNtOt 
betrachtet  werden  kann.  Jaffä  hat  bekanntlich  Hühner  mit 
Benzoesäure  gefüttert ,  und  dann  in  dem  Harn  der  Thiere  eine 
Säure,  die  Ornithursaure ,  gefunden,  welche  bei  der  Spaltung 
mit  Salzsäure  in  2  Mol.  Benzoesäure  und  4  Mol.  Ornithin  zerfiel, 
sich  also  in  dieser  Hinsicht  der  Hippursäure  ähnlich  verhielt. 
Man  durfte  hiernach  erwarten,  dass  sich  das  Ornithin,  und,  falls 
es  diesem  wirklich  homolog  war,  auch  das  Lysin,  nach  der 
Schotten- BAriiANN'scheu  Methode  leicht  werde  benzoyliren 
lassen.  Ich  habe  deshalb  verschiedene  Mutterlaugen,  welche 
neben  Lysin  erhebliche  Mengen  von  Chloralkalien  enthielten, 
mit  Natronlauge  und  Chlorbenzoyl  behandelt,  und  zwar  so,  dass 
die  angewandte  Menge  Chlorbenzoyl  bei  weitem  nicht  hinreichte, 
um  sofort  die  ganze  vorhandene  Menge  des  Lysins  zu  benzoy- 
liren; die  alkalische  Lösung  wurde  sodann  mit  Salzsäure  über- 
sättigt, der  harzartige  Niederschlag  entfernt,  die  Mutterlauge 
durch  Eindampfen  vom  Chlornatrium  befreit,  und  dann  wieder 
mit  Natronlauge  und  Chlorbenzoyl  behandelt.  Man  erhält  auf 
diese  Weise  in  der  That  leicht  Benzoylderivate  des  Lysins,  wel- 
che in  ihren  Eigenschaften  die  grösste  Aehnlichkcit  mit  der  Or- 


1)  Arcli.  f.  (Anat.  u  )  Physiol.  1891,  2*8. 

2)  Ber.  d.  d.  ehem.  Ges.  X,  1t>25:  XI,  406. 
M*tb.-phy«.  CImb«.  1892  9 
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nithursäure  von  JaffG  zeigen;  sie  fallen  aus  der  alkalischen  Lö- 
sung auf  Zusatz  von  Salzsiiure  als  harzartige,  halbflüssige  Massen 
aus,  welche  in  Alkohol  sehr  leicht,  in  Aether  dagegen  nur  sehr 
schwer  löslich  sind  und  nach  einiger  Zeit  zu  krystallisiren  an- 
fangen. Leider  dauert  dieser  Krystallisationsprocess  sehr  lange, 
und  wenn  man  die  selbst  schön  in  weissen  Nüdelchen  krystalli- 
sirle  Substanz  aus  Alkohol  umzukrystallisiren  versucht,  so 
scheidet  sich  dieselbe  doch  wieder  zunächst  als  ein  farbloses, 
in  Wasser  unlösliches  Oel  aus,  welches  nur  sehr  langsam  krystal- 
linisch  erstarrt.  Da  es  mir  bisher  nicht  gelungen  ist,  ein  krystal- 
lisirtes  und  schwerlösliches  Salz  dieses  Benzoyilysins  zu  erhalten, 
so  habe  ich  die  nähere  Untersuchung  desselben  einstweilen 
noch  verschoben,  um  so  mehr,  als  ich  bei  der  dritten  Benzoy- 
lirung  der  erwähnten  Mutterlaugen  noch  ein  anderes,  leicht 
und  schön  krystallisirendes  Benzoylderivat  erhalten  habe.  Als 
nämlich  die  alkalische  mit  Chlorbenzoyl  behandelte  Flüssigkeit 
mit  Salzsäure  im  Ucberschusse  versetzt  wurde,  schied  sich  zu- 
nächst wieder  ein  zäher,  halbflüssijjer  Niederschlag  aus,  aus  der 
Mutterlauge  krystallisirtc  aber  über  Nacht  eine  andere  Substanz 
aus,  welche  im  Gegensatze  zum  Benzoyllysin  in  Alkohol  f;ist 
ganz  unlöslich  war  und  durch  diesen  vom  ersteren  getrennt 
werden  konnte.  Sie  wurde  in  wenig  Natronlauge  gelöst,  durch 
Essigsaure  gefallt  und  aus  Wasser  umkrystallisirt.  Auf  diese 
Weise  wurden  schöne,  farblose  Prismen  erhalten,  welche  in 
kaltem  Wasser  wenig,  in  kochendem  leicht  löslich  sind;  der 
Schmelzpunkt  liegt  bei  227  °,  doch  schwiirzt  sich  die  Substanz 
schon  bei  213°.  In  concenlrirter  Salzsaure  ist  die  Substanz 
ziemlich  leicht  löslich.  Die  Analyse,  welche  Herr  cand.  ehem. 
Welzel  ebenso  wie  die  folgenden  auszuführen  die  Güte  hatte, 
ergab : 

1 )  0.2322  g  (1 .  Kristallisation)  gaben  0.473 1  g  C Ot  =  0.1 29027  g  C, 

und  0.1 062  g  //4  O  =  0.01 18  g//. 

2)  0.2599  g  (1.  Kristallisation)  gaben  32.2  cem  N  bei  20°0  und 

749.6  mm  Hg  =  0,03717  g  N. 

3)  0.1992g(2.Krystallisation)gaben0.4043g  CO,  =  0.1 10264g  C, 

und  0.0884  g  //s  O  =  0.009822  g  //. 

4)  0.0963  g  (2.  Kri  stallisation)  gaben  1 1 .9  cem  N  bei  1 9?0  und 

770  mm  Hg  =  0.0138647  g  N. 
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Aus  diesen  Zahlen  berechnet  sich  die  Formel  CvHi9\tOv 
welche  verlangt: 

Berechnet  Gefuiuk-n : 


C9//l0AraO3               i.           II.           III.  IV. 

f9  =  108      55.67  #      55.57        —  55.35  — 

//,„=  10       5.15-  .    5.08       —          4.93  — 

.Vt  =  28      14.43  -        —  14.30       —  14.4 

0,=  48     24.74-        —         —         —  — 


194  99.99 

Die  Formel  C„//t0A'sO3  aber  ist  die  einer  Monobenzoyldi- 
amidoessigsiiure : 


•  CO • OH , 

SU   CO- CJL 


6  "5 


und  in  der  That  lässt  sich  die  Substanz  durch  Erhitzen  mit  einer 
Mischung  gleicher  Volumina  concentrirter  Salzsüure  und  abso- 
luten Alkohols  im  Rohrauf  140°  leicht  spalten,  wobei  Benzoe- 
äthylester und  salzsaure  Diamidoessigsäure  entstehen.  Dampft 
man  die  vom  Ester  getrennte  saure  Lösung  auf  dem  Wasser- 
bade ein,  so  hinterbleibt  ein  beim  Erkalten  prächtig  krystalli- 
sirender  Syrup.  Derselbe  wurde  in  Wasser  gelöst,  mit  Marmor 
auf  dem  Wasserbade  erhitzt,  bis  die  saure  Rcaction  (Lackmus) 
völlig  verschwunden  war,  vom  überschüssigen  Marmor  ge- 
trennt, zum  Syrup  verdampft,  und  mit  absolutem  Alkohol  be- 
handelt; dabei  löste  sich  das  Chlorcalcium  und  es  fielen  präch- 
tige, anscheinend  rhombische  Täfelchen  aus,  welche  mit  Alkohol, 
in  welchem  sie  unlöslich  sind,  ausgewaschen  wurden.  Die  Ana- 
lyse ergab,  dass  sie  das  Monochlovhydrat  der  Diamidoessigsäure : 
CiH6NiOi  •  HCl  sind: 

l  0.1050  g  Substanz  gaben  0.0731  g  C04  =  0.0199364  g  C  und 
0.0524  g  //.  O  =  0.005822  g  //. 

Ii   0.0957  g  Substanz  gaben  18.22  cem  N  bei  22?0  und 
759.4  mm  Hg  =  0.020612  g  N. 

3    0.1 004  g  Substanz  gaben  0.1 1 1 0  g  AyCl  =  0.02746  g  CL 

9* 
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Berechnet :  Gefunden  : 


HCl 

L 

11. 

III. 

Cs  =  24 

18.99# 

18.99 

//,=  7 

5.54- 

5.54 

JV4  =  28 

22.16- 

21.54 

0,  =  32 

25.33  - 

CJ=  35.34 

27.97  - 

27.35 

126.34 

99.99 

Digerirt  man  die  wässrige  Lösung  dieses  Salzes  mit  Silber- 
oxyd, so  bildet  sich  Chlorsilber,  und  eine  beträchtliche  Menge 
Silberoxyd  geht  in  die  stark  alkalisch  reagirende  Lösung  Uber. 
Durch  Schwefelwasserstoff  wird  dasselbe  nicht  völlig  gefällt; 
die  tiefbmune  Lösung  wird  erst  durch  Erhitzen  mit  essigsaurem 
Kali  filtrirbar,  doch  geht  immer  etwas  AytS  mit  durch  das  Filter 
und  selbst  durch  anhaltendes  Centrifugiren  sind  die  letzten 
Spuren  desselben  nicht  zu  entfernen.  Die  fast  völlig  klare  Lö- 
sung wurde  eingedampft  und  der  Syrup  mit  Alkohol  behandelt; 
dabei  schied  sich  die  Diqnüdoessigsäure  in  schönen  flachen  Pris- 
men von  manchmal  augitähnlichem  Habitus  aus,  welche  in 
Wasser  sehr  leicht,  in  Alkohol  nicht  löslich  waren.  Die  Dia- 
midoessigsäure ist  mit  der  Hydrazinessigsäure  von  Curtiis1, 
nur  isomer,  nicht  identisch,  da  sie  nicht  wie  diese  durch  Erhitzen 
mit  Salzsäure  zersetzt  wird ;  aus  diesem  letzteren  Grunde  geht 
auch  mit  grösster  Wahrscheinlichkeit  hervor,  dass  die  beschrie- 
bene Substanz  wirklich  Diamidoessigsäure  und  nicht  ein  an- 
deres Isomeres  ist,  doch  werde  ich  mich  bemühen,  wenn  ich 
mehr  Material  unter  den  Händen  haben  werde,  noch  den  direc- 
len  Beweis  zu  erbringen.  In  dem  Auftreten  und  dem  Verhalten 
der  Diamidoessigsäure  ist  aber  auch  eine  Stütze  für  die  Ansicht 
gegeben,  dass  das  Ornithin  Diamidovaleriansäure,  und  das 
Lysin  Diamidocapronsäure  ist;  wir  kennen  daher  jetzt  drei 
Glieder  dieser  Säurereihe  C '„  Nt  Ot ,  welche  als  Spaltungs- 
produete  des  Ei  weisses  auftreten,  denn  dass  das  Ornithin  diesen 
Ursprung  besitzt,  kann  wohl  ebensowenig  einem  Zweifel  unter- 
liegen ,  wie  dass  das  Glykokoll  der  Ilippursäure  dem  Collagen 
entstammt.  Das  Auftreten  der  Diamidoessigsäure  unter  den 
Spaltungsproducten  des  CaseYns  erscheint  besonders  bedeutsam, 

i)  Bcr.  d.  d.  ehem.  Ges.  XX1I1,  30S9. 
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wenn  man  bedenkt ,  dass  dieser  Eiweisskörper  lange  Zeit  hin- 
durch  fast  der  einzige  ist,  der  sich  in  der  Nahrung  des  Säug- 
lings vorfindet.  Vielleicht  wird  er  im  Organismus  desselben 
zu  Glykokoll  umgewandelt  und  ermöglicht  so  die  Entwicklung 
des  Bindegewebes,  Uberhaupt  des  Collagens  während  dieser 
Periode  raschesten  Wachsthums.  In  rein  chemischer  Hinsicht 
ist  dagegen  der  Umstand  interessant,  dass  die  Diamidoessig- 
säure  bei  der  Benzoylirung  nach  Schottex  nur  ein  Monobenzoyl- 
derivat  liefert,  wahrend  das  Lysin  ein  Dihenzoylderivat  zu  geben 
scheint.  Vielleicht  liegt  die  Ursache  dieses  verschiedenen  Ver- 
hallens darin,  dass  die  Diamidoessigsäure  beide  Amidogruppen 
an  demselben  Kohlenstoffatom  gebunden  enthält,  das  Lysin  aber 
an  zwei  verschiedenen. 

Die  bisher  mit  Sicherheit  erkannten  Spaltungsproduclc  des 
Eiweisses  durch  Salzsäure  sind  demnach,  mit  Ausnahme  des  Ty- 
rosins  und  der  Phenyl-cr-amidopropionsäurc,  Glieder  der  Reihen 
des  Leucins  Cn  //,n+i  ;V()„  des  Lysins  J\  //,n+i  A,  des  Lysa- 
tes rn//4H  +  l  A,Ot  und  der  Glutaminsäure  Cn  \  04  , 
wahrend  Schitzenberurr  unter  der  Einwirkung  des  Baryts  aus 
dem  Ki weiss  auch  noch  eigenthüinliche  Producle  erhielt,  welche 
er  als  Leuceine  und  Glykoproteine  bezeichnet.  Ulasiwetz  und 
Habermas«  haben  derartige  Substanzen  in  ihren  Versuchen  nicht 
gefunden,  dagegen  gelang  es  vor  einiger  Zeit  M.  Siegfried1), 
einen  Körper  von  der  Zusammensetzung  (C4//H  A  O,  „  in  geringer 
Menge  unter  den  Zersetzungsproducten  des  Conglutins  durch 
Salzsäure  aufzufinden,  der  also  zu  den  Glykoproteinen  Schützen- 
»brger's:  CmHtmNiOi  gehören  könnte.  Bei  der  principicllen 
Wichtigkeit  der  Frage,  ob  die  Eiweisskörper  mit  Salzsäure  und 
Barythydrat  dieselben  Spaltungsproducte  liefern,  habe  ich  einige 
vorläufige  Versuche  angestellt,  ob  sich  nicht  in  den  Mutter- 
laugen von  der  Spaltung  des  Case'ms  noch  GlykoproteTfne  oder 
ahnliche  Körper  fanden.  Zu  diesem  Zwecke  habe  ich  die  von 
der  überschüssigen  Phosphors  olframsäurc  befreiten  Mutter- 
laugen eingedampft,  krystallisiren  lassen,  die  Mutterlaugen  ab- 
gesaugt, wieder  verdampft,  und  den  schliesslich  erhaltenen 
dicken  Syrup  mit  absolutem  Alkohol  ausgezogen.  Der  unlöslich 
gebliebene  Theil  wurde  in  sehr  concentrirler  wässriger  Lösung 
mit  einem  grossen  Ueberschusse  einer  sehr  concentrirten  wäss- 


«  >  Ber.  d.  d.  Ges.  XXIV,  418. 
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rigen  Losung  von  PhosphorwolframsUurc  versetzt,  wodurch  zu- 
nächst ein  harzartiger,  dann  ein  mehr  pulvriger  Niederschlag 
entstand  (das  Ende  der  Fällung  ist  kaum  zu  beobachten  .  Der- 
selbe wurde  abfiltrirt,  mit  wenig  schwefelsaurem  Wasser  ge- 
waschen, und  dann  mit  Baryt  zersetzt,  das  Filtrat  vom  Bant 
befreit  und  hierauf  zum  Syrup  verdampft.  Aus  diesem  Syrup 
wurde  durch  Alkohol  eine  in  krilmlichen  Massen  krystallisirende 
Substanz  abgeschieden,  die  durch  Lösen  in  wenig  Wasser  und 
Füllen  mit  Alkohol  gereinigt  wurde.  Die  Analyse  derselben 
ergab: 

1       0.1282  g  Substanz  gaben  0.2255  g  COi  =  0.0615  g  C, 

0.0839  g  //40  =  0.009322  g  //  und  0.0036  g  Asche, 

2;      0.11 1 4  g  Substanz  gaben  1 1 .0  cem  A  bei  1 7?5  und 
747.8  mm  Hg  =  0.01253  g  A. 

Aus  diesen  Werthen  berechnet  sich  für  die  aschefreie  Sub- 
stanz die  Formel :  C10  //48  A4  0B : 


Ber.:  Gcf.: 


1. 

II. 

^H.   

120 

48.78# 

49.36 

18 

7.32  - 

7.48 

v*  = 

28 

11.38- 

11.57 

80 

32.52  - 

240 

100.00 

Die  alkoholische  Mutterlauge  dieser  Substanz  wurde  ver- 
dampft ,  der  Rückstand  in  Wasser  gelöst ,  mit  überschüssigem 
Silberoxyd  versetzt,  filtrirt,  mit  Alkohol  gefallt;  dabei  entstand 
ein  weisser  Niederschlag  eines  Silbersalzes,  welches  mit  Alkohol 
gewaschen  und  Uber  Schwefelsäure  getrocknet  wurde.  Die 
Analyse  dieses  Salzes  ergab : 

1;       0.1857  g  gaben  0.1559  g  C(\  =  0.04252  g  C,  0.0467  g 

=  0.00519  g  // ,  und  0.0965  g  Ay. 
2  0.1504  g  gaben  8.0  cem  A  bei  18V0  und 

759.4  mm  Hg  =  0.009228  g  A. 

Diese  Werth«  führen  zu  der  Formel :  CJIt  tAg%STtOt1  welche 
verlangt: 
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Ber. :  Gef.: 

C8=  96  23.08#  22.89  — 

//„=   12  2.88  -  2.79  — 

%,^216  51.92  -  51.97  — 

A't  =  28  6.74  -  ~  6.13 

Ot  =  64  15.38  -  —  — 

416  lOO.ÖO 

Aus  diesen  Versuchen  geht  zum  mindesten  soviel  mit 
Sicherheit  hervor,  dass  bei  der  Spaltung  des  CaseYns  durch 
Sauren  ausser  den  Gliedern  der  oben  aufgeführten  Amidosäure- 
reihen  auch  noch  andere  Producte  gebildet  werden ,  welche  zu 
den  GlykoproteYnen  und  LeuceYnen  Schützbnbergbr's  in  naher 
Beziehung  stehen,  und  so  wird  eine  meiner  nächsten  Aufgaben 
sein,  diese  Substanzen  in  grösserer  Menge  darzustellen  und 
näher  zu  untersuchen.  Als  weiteres  nicht  uninteressantes  Re- 
sultat hat  sich  die  Thatsache  ergeben ,  dass  auch  schwächere 
Basen  durch  Phosphorwolframsäure  gefällt  werden  können, 
wenn  man  nur  mit  genügend  concentrirten  Lösungen  arbeitet 
und  dieselben  längere  Zeit  stehen  lässt;  sind  die  Niederschläge 
dann  einmal  entstanden ,  so  zeigen  sie  sich  so  schwer  löslich, 
dass  man  sie  bequem  und  ohne  grosse  Verluste  schnell  ein  paar 
Mal  auswaschen  kann.  Schüttelt  man  dann  die  stark  über- 
schüssige Phosphorwolfrarasäure  enthaltende  Lösung  im  Scheide- 
trichter mit  Aether,  so  fällt  eine  ätherische  Lösung  als  schweres 
Oel  aus;  dieselbe  enthält  aber  nicht  reine  Phosphorwolfrainsäure, 
sondern  auch  noch  reichliche  Mengen  organischer  Körper,  wel- 
che den  beschriebenen  ganz  ähnlich  sind  und  demnächst  näher 
untersucht  werden  sollen. 


SITZUNG  VOM  9.  MAI  1892. 


E.  Study,  Zur  Theorie  der  Kummer' sehen  Configuration  und 
der  orthogonalen  Substitutionen.  Vorgelegt  v.  d.  ao.  Mitgliede  Engel. 

In  der  Theorie  einer  jeden  Gruppe  von  lineaien  Transfor- 
mationen ist  es  eine  fundamentale  Aufgabe,  alle  ganzen  ratio- 
nalen Invarianten  der  Gruppe  zu  finden.  Unter  einer  »Invariante* 
wollen  wir  hier  im  engeren  Sinne  nur  eine  algebraische  Form, 
d.  i.  eine  homogene  Fuucft'on  von  beliebig  vielen  (Reihen  von) 
Veränderlichen  verstehen,  die  sich  bei  allen  Transformationen 
der  Gruppe  bis  auf  einen  numerischen  Factor  reproducirt. 

Solche  Aufgaben  sind  schon  in  einigen  Fallen  behandelt 
worden.  Nachdem  Herr  F.  Kleis  das  Problem  für  die  im  binären 
Gebiet  auftretenden  endlichen  Gruppen  erledigt  halle,  haben  die 
Herren  Masciikk  und  Bi  Kuhardt  sogleich  mehrere  der  schwierig- 
sten und  verwinkeltsten  Beispiele  in  Angriff  genommen  ■). 

Die  gegenwiirtige  Arbeit  schlügt  einen  neuen  Weg  ein.  In 
ihr  wird  die  Theorie  der  Invarianten  der  endlichen  Gruppen  von 
getrennten  linearen  Transformationen  auf  gewisse  Beihcnenl- 
wickelungen  gegründet,  deren  Glieder  ähnlich  den  Lagrange- 
schen  Besolventen  gebildet  sind.  Diese  Reihen  haben  für  die 
Theorie  der  genannten  Gruppen  dieselbe  Bedeutung,  wie  die 
GoRDAN'schen  Beihen  für  die  gewöhnliche  Invariantentheorie. 
Zwischen  beiden  Arten  von  Beihenentwickelungcn  findet  über- 
haupt eine  weitgehende  Analogie  statt.  Von  besonderen  Ergeb- 
nissen dieser  mit  sehr  einfachen  llülfsmitleln  geführten  ünter- 


1)  Klmn,  Vorlesungen  über  das  Icosaeder.  Leipzig,  1884.  —  Masciikk, 
Math.  Ann.  R«l.  .'10,  S.  496  u.  (T.  Bd.  33,  S.  317  u.  IT.  —  Burkiiakdt,  Math.  Ann. 
Bd.  38.  S.  161  u.  IT. 
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suchung  mag  die  eigenthümliche  Rolle  hervorgehoben  werden, 
die  dem  Apolar itütsbegriff  zufüllt,  und  der  Satz,  dass  man  zur 
Bestimmung  der  Invarianten  einer  Gruppe  der  genannten  Art  im 
ungünstigsten  Falle  nur  reine  Gleichungen  aufzulösen  braucht. 

Sodann  w  ird  ein  Beispiel  genauer  untersucht,  die  Gruppe 
G,6  von  sechzehn  vertauschbaren  involutorischen  Transforma- 
tionen, von  der  die  Punkte  oder  Ebenen  des  Raumes  zu  Ki  mmer- 
schen  Configurationen  zusammengeordnet  werden.  Die  Behand- 
lung der  bei  dieser  Gruppe  invarianten  Flüchen  gestaltet  sich 
überraschend  einfach  auf  Grund  eines  in  §  6  mitgetheillen  Satzes 
über  die  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution,  deren 
Theorie  ja  mit  unserer  Gruppe  nahe  zusammenhangt.  — 

Zur  Kennzeichnung  des  vom  Verfasser  eingenommenen 
Standpunktes  mag  Folgendes  dienen : 

Beschränkt  man  sich  nicht  darauf,  die  Verhältnisse  der 
homogenen  Coordinaten  r,-  zu  betrachten,  sondern  fasst  man 
diese  als  absolute  Grössen  auf,  so  kann  man  aus  jeder  Gruppe  G 
von  /»  collinearen  Transformalionen  des  Baumes  eine  isomorphe 
Gruppe  G"  des  quinUren  Gebietes,  eine  Untergruppe  der  von 
Herrn  S.  Lib  so  genannten  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe 
des  Raumes  von  vier  Dimensionen  herleiten ,  die  mindestens  n 
oder  2  n  oder  4  n  Transformationen  umfasst.  Stellt  man  nun,  wie 
es  zweckmässig  ist,  die  quaternlire  Gruppe  G  analytisch  durch 
die  Transformationen  der  quinüren  Gruppe  !)  G'  dar,  so  werden 
gewisse  Invarianten  von  G  sich  bei  diesen  einfach  mit  dem  Factor 
+  1  reproduciren.  Solche  Invarianten  sind  »absolute  Invarianten« 
genannt  und  in  den  Mittelpunkt  der  Betrachtung  gestellt  worden. 
Man  scheint  zu  glauben,  dass  sie  um  der  genannten  Eigenschaft 
willen  der  Gruppe  G  oder  auch  nur  der  Gruppe  G'  gegenüber 
eine  Art  von  Vorzug  haben  vor  den  übrigen,  so  dass  man  z.  B. 
bei  der  Aufstellung  eines  sogenannten  vollständigen  Formen- 
systems der  Gruppe  nur  auf  sie  Rücksicht  zu  nehmen  nölhig  hätte. 

Ich  kann  einer  so  einseitigen  Auffassung  des  Invarianten- 


4)  Herr  Maschke  nennt  diese  in  vier  nicht-homogenen  Veränderlichen 
geschriebenen  Gruppen  quaternitre  Gruppen.  Er  befindet  sich  damit  in 
einem  wohl  unbeabsichtigten  Gegensatz  zur  gebräuchlichen  Terminologie, 
wonach  die  Theorie  der  quaternären  Formen  der  Geometrie  des  dreifach 
ausgedehnten  Raumes  entspricht,  und  es  nur  mit  den  Verhältnissen  der 
vier  Coordinatcn  zu  thun  hat. 
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begriffe  schou  deshalb  nicht  zustimmen,  weil  gewisse  interes- 
sante Sütze  dabei  völlig  verloren  geben.  Die  besprochene  An- 
nahme trifft  aber  auch  gar  nicht  immer  zu.  Man  kann  sogar  in 
manchen  Füllen  die  Gruppe  G'  durch  eine  andere  G"  ersetzen, 
die  ganz  dieselben  (in  den  ac,-  homogenen)  Invarianten  hat,  bei  der 
aber  die  «absoluten«  Invarianten  keineswegs  mit  denen  der  Gruppe 
G'  Ubereinstimmen.  Unsere  Gruppe  G10  ist  selbst  ein  schönes  Bei- 
spiel dieser  Art.  Sie  kann  auf  nicht  weniger  als  sechzehn  verschie- 
dene Weisen  durch  eine  Gruppe  G'  von  32  Transformal  ionen  darge- 
stellt werden,  und  jedesmal  hat  sie  andere  »absolute  Invarianten«. 

Wenn  sonach  die  charakteristische  Eigenschaft  dieser  be- 
sonderen Invarianten  nur  eine  untergeordnete  Bedeutung  hat, 
so  kann  auch  wohl  ein  eigener  Name  für  sie  entbehrt  werden. 
Zudem  haben ,  wie  mir  scheint,  andere  Gebilde  gegründeteren 
Anspruch  auf  die  Bezeichnung. 

Der  Quotient  aus  irgend  zwei  Formen  einer  der  in  §  I  zu 
definirenden  Invariantenschaaren  hat  nämlich  folgende  Eigen- 
schaften : 

4)  Er  bleibt  völlig  ungeündert  bei  den  Transformationen  der 
Gruppe,  wie  man  diese  auch  schreiben  möge. 

2)  Er  bleibt  ungeündert,  wenn  man  alle  Goordinaten  rr,  u.  s.  w. 
proportional  vergrössert. 

Diese  rationalen  Invarianten  vom  Grade  Null,  und  sie  allein, 
sind  also  das  genaue  Seitenstück  zu  den  absoluten  Invarianten 
der  gewöhnlichen  Invariantentheorie;  sie  kann  man  daher  passend 
als  absohite  Invarianten  bezeichnen. 

4. 

Allgemeines  über  Invarianten. 

Die  Aufgabe,  alle  ganzen  rationalen  Invarianten  einer  ge- 
gebenen Gruppe  darzustellen ,  kann  in  zwei  Schritte  zerlegt 
werden:  Erstens,  man  sucht  alle  Invarianten  mit  gegebenen 
Ordnungszahlen,  d.  h.  alle  Invarianten,  in  denen  die  verschie- 
denen Veränderlichen  jede  in  einem  bestimmten  Grade  auftreten 
—  wobei  m.in  sich  etwa  auf  die  sogenannten  Normalformen 
beschranken  kann1)  —  zweitens,  man  sucht  die  so  gefundenen 

i)  Wegen  der  Terminologie  vgl.  Gordan  »Uebcr  das  Formensystem 
binarer  Formen«,  Leipzig  4875,  und  des  Verfassers  »Methoden  zur  Theorie 
der  lernaren  Formen«,  Leipzig  1 8.HÜ. 
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Invarianten  als  ganze  rationale  Functionen  einer  kleinsten  Anzahl 
von  geeignet  gewählten  Invarianten  auszudrücken. 

Hier  soll  nur  von  dem  ersten  Schritte  die  Rede  sein. 

Sind  J  und  J'  Invarianten  einer  Gruppe  G,  beide  mit  den- 
selben Ordnungszahlen,  so  ist  keineswegs  auch  die  Summe  J-{-J' 
immer  eine  Invariante.  Dazu  ist  vielmehr  nolhwendig  und  hin- 
reichend ,  dass  J  und  J'  bei  jeder  Transformation  S  von  G  beide 
denselben  Factor  annehmen.  Man  sieht  daraus,  dass  die  Ge- 
sammtheit  aller  Invarianten  mit  gegebenen  Ordnungszahlen  in 
eine  Reihe  von  linearen  Schaaren  zerfällt der  Art,  dass  eine 
Summe  von  mehreren  Formen  derselben  Schaar  immer  eine 
Invariante  ist,  niemals  aber  eine  Summe  von  Formen,  die  ver- 
schiedenen Schaaren  entnommen  sind.  Der  erste  Theil  dieser 
Behauptung  ist  selbstverständlich.  Der  zweite  kann  auch  so 
ausgesprochen  werden,  dass  zwischen  Invarianten  Jv  Jt1  J5, 
•  •  •  JM  verschiedener  Schaaren  keine  lineare  Relation  mit  nume- 
rischen Coefficienten 

ckJk  +  vtJt  H  hCf»Jfi  =  0 

bestehen  kann.  Dass  dieses  im  Falle  p  =  3  richtig  ist,  haben 
wir  soeben  schon  gesehen.  Daraus  schliesst  man  aber  sofort  auf 
die  Unmöglichkeit  einer  entsprechenden  Relation  im  Falle 
u  =  4  könnte  eine  solche  stattfinden,  so  mtisstc  c,  J{  -\-  c4J4 
=  —  c3J3  —  cAJA  eine  Invariante  sein,  was  unmöglich  ist;  u.  s.  w. 

I.  Die  Lösung  der  Aufgabe:  Alle  Invarianten  J  mit  vorge- 
schriebenen Ordnungszahlen  zu  finden,  erfordert  nur  noch  die 
Auflösung  von  linearen  Gleichungen,  wenn  man  die  Invarianten 
einer  jeden  einzelnen  Transformation  eines  Systems  von  solchen 
Transformationen  der  Gruppe  G  kennt,  die  zusammen  die  ganze 
Gruppe  erzeugen. 

Auch  dieses  ist  nahezu  selbstverständlich :  Kennt  man  die 
Invarianten  der  erzeugenden  Transformationen  S4,  S3,  S3, 
von  G ,  so  werden  die  Invarianten  von  G  selbst  alle  die  Formen 
sein,  die  sowohl  Invarianten  von  .S,,  als  auch  Invarianten  von 
iSj.  ,S3.  •  •  •  sind.  Um  diese  Formen  aufzufinden,  hat  man  aber 
nur  lineare  Gleichungen  aufzulösen,  oder,  geometrisch  ge- 
sprochen, lineare  Mannigfaltigkeiten  zum  Durchschnitt  zu  bringen. 
|Der  hiermit  angezeigte  Weg  zur  Aufsuchung  der  Invarianten  einer 
Gruppe  G  wird  übrigens  im  gegebenen  Falle  noch  mannigfache 
Abänderungen  und  Abkürzungen  gestatten.   Wenn  die  Gruppe 
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G  insbesondere  zusammengesetzt  ist,  wird  man  zweckmässiger 
Weise  nach  einander  die  Invarianten  solcher  Untergruppen 
suchen,  die  eine  sogenannte  Reihe  der  Zusammensetzung 
bilden.) 

Nach  dem  Gesagten  wird  Alles  darauf  ankommen,  die  In- 
varianten einer  einzelnen  periodischen  linearen  Transformation 
zu  finden,  d.  h.  die  Invarianten  einer  endlichen  Gruppe 

S\  S\  8«,  •  •  •  S'."-'  , 

die  durch  Wiederholung  einer  einzigen  Transformation  8  ent- 
steht. Dies  kann  zwar  im  Allgemeinen  nicht  durch  Auflösung 
von  nur  linearen  Gleichungen  geleistet  werden,  erfordert  aber 
nur  die  Zuziehung  von  ganz  einfachen  Irrationalitäten,  nämlich 
von  solchen,  wie  sie  aus  der  Auflösung  reiner  Gleichungen  her- 
vorgehen. 

Das  anzuwendende  Verführen  ist  der  Methode  der  Lagrancb- 
schen  Resolventen  nachgebildet. 

Wir  denken  uns  die  Transformation  S  so  geschrieben,  dass 
ihre  Determinante  gleich  Eins  wird;  so  dass  St*  genau  =  S°, 
gleich  der  identischen  Transformalion  wird,  ohne  irgend  einen 
vor  die  Veränderlichen  tretenden  gemeinsamen  Factor.  Ist  dann  f 
eine  primitive  ute  Einheitswurzel  und  F  =  F^  irgend  eine  alge- 
braische Form  mit  beliebig  vielen  Veränderlichen,  F^\  F^\  •  •  • 
/  /  (,")  —  /«  (°),  . . .  die  Reihe  der  Formen,  die  aus  F  durch 

die  Transformalionen  S°,  $*  •  •  •  »SV'-',  Sf*  =8°,  •  ■  •  hervorgehen, 
so  wird  offenbar  eine  jede  der  Formen 

i     ftF0  =  FW+F<il)+      F&-\  h  F'."-') 

)     fl  h\  r=  F (•)  +  £ /•(')_!-   f.  fi"-«F(«-0 


[  „  Ftt _ ,  =  F 1 0  + 1 P ~ '  ff • )  +  t*l* ~ 1  Fi* > H  h  * f "  " ' r*  F 0' " '  >. 

sofern  sie  nicht  etwa  identisch  den  Werth  Null  hat,  eine  Inva- 
riante unserer  Gruppe.  Auf  diese  Weise  entstehen  aber  auch 
alle  Invarianten  der  Gruppe.  Denn  die  nicht  identisch  ver- 
schwindenden unter  den  Formen  F{  nehmen  bei  der  Transfor- 
malion S  jede  einen  anderen  Factor  an;  sie  gehören  also  zu  ver- 
schiedenen Schaaren;  und  andere  Invarianten  kann  es  nicht 
geben,  da  nach  der  Formel 

(2)  /«'=  F.  +  F.  +  .-.  +  F,,., 
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bereits  jede  beliebige  Form  mit  den  vorgeschriebenen  Ordnungs- 
zahlen durch  Formen  t\  linear  ausgedrückt  werden  kann. 

In  den  Formen  Fi  kommen  die  Veränderlichen  nicht  mehr 
in  allgemeinster  Weise  vor,  sondern  nur  noch  in  gewissen  Ver- 
bindungen; mit  anderen  Worten,  ihre  Coefticienten  genügen 
gewissen  linearen  Gleichungen.  Diese  können  wir  sofort  auf- 
stellen. 

Bezeichnen  wir  nämlich  der  Kürze  halber  mit  77,  die  Ope- 
ration, durch  die  wir  die  Form  Ft-  aus  der  Grundform  F  herge- 
leitet haben,  so  dass 

F^nS, 

so  finden  wir  durch  eine  kleine  Rechnung,  dass  für  verschiedene 
Werthc  von  i  und  A 

77,  Fk  =  0  ,       dagegen    77,  t\  =  ist. 
Die  Gleichungen 

n„  F=n,  /.  =  ...=  n^,F 

sagen  also  aus,  dass  die  Grundform  F  selbst  schon  zur  i{vu  In- 
variantenschaar  gehört;  sie  stellen  die  gesuchten  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  den  Goeflicienten  dar. 

Wir  haben  hiermit  den  Satz  gewonnen : 

II.  Wenn  die  Determinante  der  linearen  Transformalion  S 
von  der  Periode  \i  den  Werth  Eins  hat,  und  wenn  ausserdem  die 
t*u*  Einheitswurzeln  rational  bekannt  sind,  so  erfordert  die  Auf- 
stichung aller  Invarianten  J  der  Transformation  S  nur  noch  die 
Auflösung  linearer  Gleichungen. 

Bet  vorgeschriebenen  Ordnungszahlen  einer  Grundform  F 
gibt  es  höchstens  p  verschiedene  Schaaren  von  Formen  denen 
die  Invarianteneigenschaft  zukommt. 

Jede  beliebige  Form  F  liisst  sich  auf  eine  einzige  Weise  als 
Summe  von  Formen  Fi  darstellen,  die  je  einer  der  genannten 
Schaaren  angehören. 

Um  die  Transformation  «S  auf  die  verlangte  Form  zu  bringen, 
hat  man  im  Gebiete  Ntn  Stufe]  aus  ihrer  Determinante  die  A'tü 
Wurzel  zu  ziehen. 

Uebrigens  ist  es  für  die  Gellung  unserer  Ueberlegung  nicht 
gerade  nöthig,  dass  die  Determinante  von  Ü>  den  Werth  Eins 
hat;  ist  sie  eine  /ito  Einheitswurzel,  so  lassen  sich  dieselben 
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Schlösse  machen.  Wir  wollen  indessen  an  jener  bestimmteren 
Vorstellung  festhalten,  da  eine  genaue  Bezeichnung  der  erforder- 
lichen Irrationalitäten  ohnehin  eine  Unterscheidung  verschie- 
dener Fülle  und  ein  tieferes  Eingehen  auf  den  Gegenstand  er- 
fordern würde,  was  hier  entbehrt  werden  kann. 

Der  Fall ,  dass  man  weniger  als  u  verschiedene  Schaarcn 
von  Invarianten  mit  vorgeschriebenen  Ordnungszahlen  erhüll, 
tritt,  wie  gesagt,  dann  ein,  wenn  einige  der  Formen  Ff  ver- 
schwinden. Ob  dieses  stattfindet,  hängt  erstens  von  den  Eigen- 
schaften der  Transformation  S  ab ,  und  zweitens  von  den  Ord- 
nungszahlen der  Grundform  F.  Wenn  8  gegeben  ist,  so  gibt 
es,  wie  sich  zeigen  lässt,  immer  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Systemen  von  Ordnungszahlen,  deren  zugehörige  Reihenent- 
wickelung 

F«f'0+F4 +  ..-  +  #•},_, 

sich  auf  weniger  als  /t  Glieder  reducirt.  Aus  allen  anderen 
Formen  F  gehen  wirklich  fi  verschiedene  Schaaren  von  Inva- 
rianten hervor. 

Zu  einem  bemerkenswerthen  Ergebniss  werden  wir  geführt, 
wenn  wir  neben  den  Formen  Formen  0  betrachten,  die  jenen 
dualistisch  gegenüber  stehen.  (»Methoden«,  S.  85.} 

Für  diese  Formen  besteht  natürlich  eine  ganz  ähnliche 
Reihenentwickelung,  wie  für  die  Formen  F.  Wir  wollen  aber, 
um  zu  einem  möglichst  einfachen  Satz  zu  gelangen,  ein  etwas 
abgeändertes  System  von  Bezeichnungen  verwenden,  indem  wir 

die  Formen,  die  durch  die  Transformationen  S,  S*,  S"-1 

aus  <l>  abgeleitet  sind,  nicht  mit  »  sondern  in  umge- 

kehrter Folge  mit  •  •  •  0K  bezeichnen.  Die  Formen  0f  wer- 

den sonach  definirt  durch  die  Gleichungen 

/ttf>4  =  <Z>(°)-r-£~!  </>(,)  -f-  c"1  0^  «,_/t  0{"~l) 

fl0     =  </)(o)_|_       <*)(*)+ €t-»«   1- €-(."-•  >2<»(f*-0. 

Von  der  hierdurch  definirten  Rcihenentwickelung  der  Form 

[5)  0  =  0Q  4-  <*>4  H  h 

gilt  offenbar  noch  alles  Das,  was  wir  vorhin  Uber  die  Reihenenl- 
wickelung  der  Form  F  gesagt  haben. 
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Wir  denken  uns  jetzt  die  Veränderlichen  der  Form  F  in 
ganz  bestimmter  Weise  denen  der  Form  0  zugeordnet,  und  bil- 
den die  bilineare  Invariante  [F,  <J>],  deren  Verschwinden  das 
»Conjugirtsein  <i  von  F  und  0  ausdrückt.  ;» Methoden v,  S.  85. 
Setzen  wir  hierein  für  F  und  0  ihre  Rcihenentwickclungen,  so 
entsteht  zunächst  die  Summe 

0  0 

Aus  dieser  fallen  aber  alle  Glieder  heraus,  bei  denen  der 
Index  x  vom  Index  A  verschieden  ist.  Da  nämlich  die  Determi- 
nante der  Transformation  4»  nach  Voraussetzung  den  Werth  Eins 
hat,  so  wird  allgemein 

[/a".\  tf>(*)]  =  [fC^+O,  r/)(*+0]  =  [M<T+*),  tf>(r+5)J  =  •  •  • , 
also  * 

=  {  1  -f-  -f  -j  1-  fc(/'-')  (*-*>} 

.  {[!•<•),  _|_  f"A  [f1«)f  </)(•)]  _|  1_  |  ^«0  -,)|} 

und  dieser  Ausdruck  hat  den  Werth  Null,  so  oft  x  4=  A  ist. 
Wir  haben  also  die  einfachere  Entwickelung  anzusetzen : 

6      [F,  0]  =  [F0?  O>0]     [Ft ,  <Z>,]  +  •  •  •  +  [F„_1,^_t]. 

Diese  Gleichung  ist  eine  Identität  sowohl  in  Bezug  auf  die 
Coefhcienten  von  F,  als  auch  in  Bezug  auf  die  Coeflicienten  von 
(D.  Sie  vertritt  vollständig  die  beiden  Heihenentwickelungcn 
2  und  5);  denn  aus  ihr  gehen  jene  wieder  hervor,  wenn  man 
einmal  die  Symbole  von  0,  das  andere  Mal  die  Symbole  von  F 
durch  Veränderliche  ersetzt.  Wir  schliessen  daraus,  dass  das 
Glied  Fit0t]  in  6)  nicht  identisch  verschwinden  kann,  es  sei  denn, 
dass  F(.  und  (Df-  selbst  identisch  gleich  Null  sind;  denn  andern- 
falls könnten  wir  eine  ganz  beliebige  Form  F  durch  eine  Summe 
von  Formen  ausdrücken,  die  zusammen  weniger  lincar-unab- 
hangige  Constante  enthielten,  als  sie  selbst.  Ja  wir  können  sogar 
den  Schluss  ziehen,  dass  die  Form  F,  von  genau  so  vielen  Con- 
stanten abhängt,  wie  die  Form  0i ;  denn  wenn  dem  nicht  so 
wäre,  so  würde  die  Ausrechnung  der  Invariante  [F,  0)  eine  ge- 
ringere Zahl  von  Gliedern  ergeben,  als  die  Zahl  der  linear-unab- 
hängigen Coefficienten  von  F  oder  0  beträgt. 
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Wir  können  hiernach  den  letzten  Satz  wie  folgt  ergänzen : 

III.  Aus  zwei  Grundformen  F  und  O,  deren  Veränderliche 
einander  dualistisch  entsprechen,  gehen  nach  dem  letzten  Satz  zwei 
Reihenentwickelungen  hervor,  deren  Glieder  Invarianten  der  perio- 
dischen Transformation  S  sind. 

Die  Glieder  dieser  Reihen  lassen  sich  in  bestimmter  Weise  ein- 
ander zuordnen,  so  dass  jedes  Glied  F,-  der  ersten  Reihe  conjugirt 
(apolar)  ist  zu  jedem  Glied  Ox  der  zweiten  Reihe,  mit  Ausnahme 
des  einen  ihm  selbst  zugeordneten  Gliedes  <fy. 

Die  einander  entsprechenden  Schaaren  von  Invarianten  F.  und 
<f>t-  enthalten  beide  gleichviele  linear-unabhängige  Formen, 

Man  kann  dies  noch  auf  andere  Weise  bestätigen.  Man  fin- 
det nämlich  durch  Anwendung  des  Satzes  II  auf  lineare  Formen 
oder  auch  durch  eine  einfache  geometrische  Überlegung,  dass 
sich  jede  periodische  lineare  Transformation  im  Gebiete  A7ter  Stufe 
auf  die  canonische  Form 

(7)  a/ =  (i=H...JV) 

bringen  liisst.  In  den  entsprechenden  Coordinaten  eines  Gebietes 
{N  —  \  )tor  Stufe  lautet  dann  dieselbe  Transformation 

8)  =  (/  =  I  ...  JV) ; 

die  Transformation  -7)  geht  also  durch  die  dualistische  Trans- 
formation Iii  =  t/,-  Uber  in 

;9)  y/  =  «-A.y,-     (i  =  i...A'j; 

diese  ist  aber  keine  andere  als  die  entgegengesetzte  der  Trans- 
formation 7),  abgesehen  von  der  Bezeichnung  der  Veränder- 
lichen. 

Eine  jede  von  einer  einzigen  periodischen  linearen  Trans- 
formation erzeugte  Gruppe  ist  also  zu  sich  selbst  dualistisch;  sie 
wird  bei  der  von  uns  getroffenen  Auswahl  der  Veränderlichen 
durch  die  dualistische  Transformation  des  Polarsystems  ^.^^=0 
in  sich  selbst  Ubergeführt.  Es  kann  daher  nicht  überraschen, 
dass  in  den  Reihenentwickelungen  zweier  zu  einander  duali- 
stischer Formen  Fund  0  entsprechende  Glieder  auftreten,  deren 
Formen  von  gleichvielen  Constanten  abhängen.  Auch  den  sonstigen 
Inhalt  des  Satzes  III  bestätigt  man  leicht  auf  Grund  der  Formeln 
7j  und  8). 

Der  Satz  III  kann  angewendet  werden  auf  Gruppen,  die  von 
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periodischen  linearen  Transformationen  erzeugt  sind,  mögen  sie 
uun  eine  endliche  oder  unendliche  Anzahl,  mögen  sie  nur  ge- 
trennte oder  auch  unendlich  kleine  Transformationen  enthalten. 
Eis  folgt  daraus,  dass  jede  Schaar  von  Invarianten  t\  mit  gege- 
benen Ordnungszahlen  identisch  conjugirt  ist  zu  jeder  Schaar 
0%  von  Invarianten  mit  den  dualistisch  entsprechenden  Ordnungs- 
zahlen, mit  Ausnahme  der  Formen  von  höchstens  einer  Schaar. 

Wir  betrachten  hier  nur  endliche  Gruppen  von  getrennten 
linearen  Transformalionen.  Wir  wollen  annehmen,  dass  bei  einer 
solchen  Gruppe  G  q  verschiedene  Schaaren  von  Invarianten  F. 
mit  gegebenen  Ordnungzahlen  vorhanden  seien,  und  ebenso  viele 
Schaaren  von  Invarianten  </',  mit  den  dualistisch  entsprechenden 
Ordnungszahlen.  Es  mag  ebensoviel^  iJ/,)  linear -unabhängige 
Formen  Fi  geben,  als  es  linear-unabhHngigc  Formen  (J>,-  gibt; 
und  es  soll  [Fif  0X]  =  0  sein,  so  oft  *  =(=  x  ist;  endlich  soll  die 
Gleichung  0f\  =  0  sowohl  bei  beliebig  gegebenem  Fit  als  auch 
bei  gegebenem  0i  nur  noch  durch  J/,  —  1  linear -unabhängige 
Formen  der  anderen  Art  erfüllt  werden. 

Unter  diesen  Bedingungen  gilt  der  folgende  Satz,  der  ein 
unmittelbarer  Ausfluss  der  Theorie  der  linearen  Gleichungen  ist : 

IV.  Ourch  die  Gruppe  G  sind  unter  den  genannten  Verhält- 
nissen Iteihencntwickelungen  der  Formen  F  und  0  bestimmt : 

#••=  F0+  *,  +  •••  +  V>+  V 

0  =  0,  +  Ot  H  h  0y_t  +  0^  , 

von  folgenden  Eigenschaften : 

*  *  *  F{>-\  ynd      *  *  *  ®()-\  gehören  den  y  verschiedenen 
In  va ria nten schau ren  an . 

2)  Jedes  Glied  der  ersten  lieihe  ist  conjugirt  zu  jedem  Glied 
der  zweiten  Reihe,  mit  Ausnahme  des  einen  Gliedes,  das  denselben 
Index  hat ;  so  dass 

[F,  0]  =  [/••„,  ©„]+•••+  [>•;,_, ,  ©,,_.]  +  fe,  *e]  • 

Die  neue  Reihenentwiekelung  unterscheidet  sieh  von  den 
bisher  betrachteten  dadurch,  dass  noch  ein  Glied  /**„,  0a}  hin- 
zutritt. Dieses  ist  indessen  nur  dann  von  Null  verschieden, 
wenn  die  Gcsammtheit  der  i/0  -{-  Mx  -f-  •  *  •  4*  Mu-\  linear-un- 
abhängigen Formen  l\,  F{,  •  •  -  F(t_t  die  Gesammtheit  der  lincar- 
unabhiin^igen  Formen  F  noch  nicht  erschöpft;  denn  die  Formen 
0y  z.  B.  bilden  die  Gesammtheit  der  Formen,  die  zu  allen  Formen 

Math.-ph/s.  Classe.  1SM2.  \q 
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Fi  •  •  •  gleichzeitig  conjugirt  sind.  Die  Formen  und  0^ 
sind  zwar  nicht  Invarianten  der  Gruppe  G\  wohl  aber  hat  die 
von  ihnen  gebildete  lineare  Schaar  die  Invarianteneigenschaft. 
Ist  q  =  0,  gibt  es  überhaupt  keine  Invarianten  mit  den  vorge- 
schriebenen Ordnungszahlen ,  so  wird  F  =  Fy ,  O  =  &t) ;  dann 
entsteht  also  keine  wirkliche  Reihenentwickelung. 

Die  angegebenen  Voraussetzungen,  unter  denen  die  im 
Salze  IV  genannten  Reihenentwickclungen  zu  Stande  kommen, 
haben  scheinbar  einen  sehr  speciellen  Charakter.  Sie  treffen 
aber  bei  einer  ganzen  Reihe  von  sohr  verschiedenartigen  Grup- 
pen zu,  die  ich  daraufhin  betrachtet  habe.  Es  ist  mir  nicht 
gelungen,  einen  Fall  aufzufinden,  in  dem  die  besprochenen 
Reihenentwickelungen  nicht  vorhanden  waren.  Sollte  es  sich 
hier  wirklich  um  eine  ganz  allgemeine  Eigenschaft  der  end- 
lichen Gruppen  von  getrennten  linearen  Transformationen  han- 
deln, so  wäre  das  gewiss  ein  merkwürdiger  Satz.  Jedenfalls 
verdient  die  Frage  eine  nähere  Untersuchung.  Es  würde  dabei 
vor  Allem  zu  entscheiden  sein,  ob  zwei  solche  Gruppen  G  und 
G',  die  durch  eine  dualistische  Transformation  in  einander  Uber- 
gehen, immer  auch  durch  eine  collineare  Transformation  in  ein- 
ander übergeführt  werden  können,  oder  ob  es  Gruppen  gibt, 
bei  denen  dies  nicht  möglich  ist. 

Für  eine  Classe  von  Gruppen  lässt  sich  Übrigens  die  Gültig- 
keit des  Satzes  IV  allgemein  beweisen,  nämlich  für  die  Gruppen 
des  Gebietes  At<>r  Stufe,  die  A'  linear-unabhängige  Punkte  in 
Ruhe  lassen.  Bei  allen  diesen  Gruppen  gehört  *zu  einer  ganz 
beliebigenGrundform  Feine  Reihenentwickelung  ohne  Zusatzglied 

F=F0  +  F{  +  ..-  + V«  • 

Wie  es  sich  nun  auch  um  den  Gültigkeitsbereich  des  Satzes 
IV  verhalten  möge,  soviel  geht  aus  unseren  Betrachtungen  hervor, 
dass  die  Zahl  der  Invariantenschaaren  einer  Gruppe  mit  irgend- 
welchen Ordnungszahlen  niemals  grösser  sein  kann  als  der  Grad 
der  Gruppe. 

Wir  verlassen  nunmehr  die  allgemeinen  Betrachtungen,  um 
uns  sogleich  der  Eingangs  genannten  speciellen  Gruppe  zuzu- 
wenden. Vielleicht  wird  sich  ein  anderes  Mal  Gelegenheit  bieten, 
auch  Beispiele  allgemeineren  Charakters  von  dem  hier  gewon- 
nenen Standpunkte  aus  zu  betrachten. 
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2. 

Darstellung  der  Gruppe  «1G. 

Die  wichtigsten  Eigenschaften  unserer  Gruppe  sind  haupt- 
sächlich von  den  Herren  Klein  und  Röhn  in  einer  Reihe  von 
Abhandlungen  dargelegt  worden,  die  zumeist  in  den  mathema- 
tischen Annalen  erschienen  sind1).  Es  würde  uns  viel  zu  weit 
führen,  wollten  wir  die  Ergebnisse,  die  ja  auch  als  ziemlich  be- 
kannt gelten  dürfen,  auch  nur  in  ihren  Grundzügen  wiederholen. 
Wir  setzen  diese  Dinge  als  dem  Leser  bereits  geläufig  voraus, 
und  beschränken  uns  darauf,  die  Formeln  und  Bezeichnungen 
zu  erklären,  von  denen  nachher  Gebrauch  gemacht  werden  soll. 

Wir  stellen  die  sechs  KLEiN'schcn  Fundamentalcomplexe, 
oder  die  durch  sie  vermittelten  dualistischen  Transformationen, 
durch  die  (allerdings  nicht  ganz  in  derselben  Bedeutung)  zuerst 
von  H.Weber  gebrauchten  »Charakteristiken«  (1  )•••  (6;  dar.  Führen 
wir  auf  alle  möglichen  Arten  zwei  verschiedene  dieser  Trans- 
formationen hinter  einander  aus,  so  entstehen  15  involutorische 
collineare  Transformationen  mit  den  »> Charakteristiken«  (ik) ,  die 
zusammen  mit  der  identischen  Transformation,  die  der  Gleich- 
förmigkeit halber  mit  (00)  bezeichnet  werden  soll,  die  zu  unter- 
suchende Gruppe  (iIQ  bilden.  Durch  Ausführung  von  je  dreien 
der  Transformationen  (*)  hinter  einander  entstehen  dann  noch 
zehn  weitere  dualistische  Transformationen,  die  Polarsysteme 
der  zehn  Fundamentalflächen,  z.  B.  (123)  =  (456). 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  alle  sechs  Fundamental- 
complexe reell  sind.  Dann  werden  neun  von  den  Fundamental- 
flachen  reelle  geradlinige  Flüchen  2.  Grades,  die  zehnte  aber 
wird  eine  Fläche  mit  nur  imaginären  Punkten.  Diese  wollen  wir 
mit  (135)  =  (246  bezeichnen.  Ferner  sind  von  den  15  Funda- 
mentaltetraedern sechs  reell;  sie  bilden  zwei  zusammengehörige, 
der  Fläche  (135;  =  (246j  zugeordnete  Reihen  von  je  drei  soge- 
nannten desmischen  Tetraedern.  Eines  von  diesen,  das  Tetra- 
eder, dessen  Gegenkantenpaare  die  Axen  der  Transformationen 
12  ,  v34j,  ^56;  sind,  wählen  wir  als  Grundtetraeder  eines  Coor- 
dinalensystems  a0  :  ir,  :  x%  :  £r3,  w0  :  u{  :  ut  :  »/, .  Bezeichnen  wir 
die  zugehörigen  Linicncoordinaten  in  bekannter  Weise  mit  piJ{ 


i  ,  Die  ziemlich  ausgedehnte  Lilteralur  findet  man  grössteotheils  an- 
geführt bei  Hess,  Nova  Acta  Bd.  50,  S.  99  u.  ff.  (Halle  4  890). 
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so  dass  z.  B.  pu  =  wlnZ  —  xZa-li  Poi  =  •ro'//  —  jri'-'rJ)>  un^ 
mit  2A,  die  Verbindungen  : 

[ 2  \  =  /ji3 + 7'm  »    2  A't = /J«  —  ;>oi 

* 1  |  2  *3  =  />„  +/»„,     2    =  ptl  -  Po, 

so  wird  A,  =  0  die  Liniengleichung  des  Fundamentalcomplexes 
'/':■;  und  A/  =  —  A,  wird  die  Gleichung  der  dualistischen  Trans- 
formation (/')  in  den  Complexcoordinaten  Y,  .  Die  zwischen  den 
Linieneoordinatcn  bestehende  quadratische  Identität  nimmt  die 
Form  an : 

;2)  A'J  —  A'5  +  A*J  —  A'J  -f-  A'J  —  X*  —  0  . 

Mit  Hülfe  der  Formeln  -1)  berechnen  wir  leicht  die  Aus- 
drücke der  von  den  Transformationen  J)  erzeugten  Gnippe  <l3i 
in  Tetraedercoordinaten.  Zunächst  finden  sich  die  Ausdrücke 
der  Transformationen  7  selbst.  Hieraus  ergibt  sich  dann  die 
zur  Flache  (135)  =  i246i  gehörige  Transformation :  uf  =  ary, 
oder  :rj  =  /  =  0, 1,  2,  3.  Setzt  man  dann  diese  wieder  mit 
den  Transformationen  /  zusammen,  so  entstehen  die  Ausdrücke 
der  Transformationen  35  ,  51  ;•,  13  und  46;,  62  ,  («4).  Wir 
vereinigen  beide  Arten  von  Transformationen  in  der  folgenden, 
wohl  ohne  Weiteres  verständlichen  Tabelle: 


3 

■  / 

■;si 

[6] 

< 

«; 

- 

«i 

= 

-  -n 

35 

51 

13 

46 

62) 

i2*; 

Hier  darf  man  .r,  und      und  gleichzeitig  ay  und  uj  ver- 
tauschen, ohne  dass  die  Beziehung  der  Formeln  zu  den  Trans- 
formationen /  ,  7 /•  gelindert  wird.    Die  Transformationen  (00 j, 
35  ,  51  ,  13  stellen  für  sich  eine  Gruppe  dar,  eine  sogenannte 
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Vier  ergnippe,  gebildet  von  Schiebungen  der  Fläche  (i35j  =  (246 1, 
d.  h.  von  Transformationen ,  die  jede  Erzeugende  der  einen 
Schaar  dieser  Flüche ,  nUmlich  jede  den  Complexen  \\),  3  ,  5' 
gemeinsame  Gerade  in  sich  selbst  überführen.  Eine  ähnlich  be- 
schaffene Gruppe  bilden  die  Transformationen  00 1,  46,  62  , 
24  ;  und  beide  Gruppen  zusammen  erzeugen  die  Gruppe 
in  der  Weise,  dass  jede  Transformation  von  (iXft  auf  eine  einzige 
Art  in  zwei  Factoren  zerlegt  werden  kann ,  die  jenen  beiden 
Gruppen  angehören. 

Man  bildet  so  eine  der  Tafel  (3)  analoge  Tafel,  die  alle  noch 
nicht  angeschriebenen  Transformationen  /7»i  und  die  zu  don 
neun  übrigen  Fundamentalflachen  gehörigen  dualistischen  Trans- 
formationen enthalt. 

Wir  theilen  diese  Ausdrücke  nicht  mehr  mit,  sondern  geben 
statt  dessen  sogleich  die  quadratischen  Formen  an,  die,  gleich 
Null  gesetzt,  die  zehn  Fundamentalflachen  bedeuten.  Wir  stellen 
die  zur  Fläche  (ikl)  gehörige  Form  durch  das  Zeichen  Xikl  dar, 
führen  aber  daneben  noch  eine  andere  Bezeichnung  durch 
nur  zwei  Indices  ein,  von  der  wir  ebenfalls  Gebrauch  machen 
werden. 


2  XMfl 

«00 

=  a$  +     +  'A  4-  a£ 

«H 

—  1           *      T**    /Y.4   

—  ''  o      J »  —  **  t  —  li  3 

«i* 

=  »5  -    4-  *1  -  a?; 

^  *n« 

«S» 

—  ^r'^  _  _  T"^  _  _  '  r -"^     1      » •  i 

2£l50 

«,3 

=    2      .ra  -f-  ;r0  xt ) 

«3* 

2¥ 

«31 

=    2(.r,.r1  +.r0./'s) 

^  ^546 

«13 

«II 

=    2(acl.T1  +  ^ca?3) 

2£ii6 

««1 

Der  Zahlenfactor  2  ist  den  Grössen  XiJ;l  hinzugefügt  worden, 
um  in  gewissen  Formeln  des  §  6  Brüche  zu  vermeiden.  —  Genau 
ebenso  lauten  die  entsprechenden  Formen  in  den  Ebencncoor- 
dinaten  uj.  Wir  bezeichnen  diese  Formen,  die  besonders  hinzu- 
schreiben wohl  überflüssig  ist,  mit  2  \\m  =  2  U,,  k,  v  =  a^t . 

Wir  untersuchen  nun  das  Verhalten  der  quadratisch«  1» 
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Formen  oÄ/t,  gegenüber  den  Transformationen  ;3  .  a00  (und 
ebenso  a00)  wira  offenbar  von  keiner  dieser  Transformationen  ge- 
ändert ;  die  anderen  Grössen  (ix  ,  a),t  aber  erleiden  Vorzeichen- 
wechsel, die  sich  besonders  einfach  darstellen,  wenn  wir  uns 
der  quadratischen  Anordnung 


ii 


\  t 


13 


(l 


II 


II 


13 


'31         "31  "33 

bedienen.  Die  in  (3  ;  angeführten  Transformalionen  werden  dann 
in  den  Veränderlichen  oder  durch  die  folgenden  Vor- 
zeichenwcchsel  ausgedrückt: 


I») 


(35) 

(51) 

(U) 

(*6J 

(6i) 

+  -- 
+  -- 
+  -- 

-  +  - 

-  +  - 

 + 

 -h 

+  +  + 

4-H-  + 

+  +  + 

Wir  knüpfen  hieran  einige  für  das  Folgende  wichtige  Be- 
merkungen Uber  die  analytische  Darstellung  unserer  Gruppe. 
Die  Formeln  (3j  enthalten  nur  Transformationen  von  der  Deter- 
minante -f-  \ ;  und  diese  erzeugen,  beliebig  wiederholt,  bei  Auf- 
fassung der  Goordinaten  Xj  als  absoluter  Grössen ,  eine  Gruppe 
nicht  von  16,  sondern  von  32  verschiedenen  Transformationen, 
da  auch  die  geometrisch  bedeutungslose  Transformation  xJ  — 
—  Xj  aus  ihnen  hergeleitet  werden  kann.  Diese  Gruppe  lasst 
den  Ausdruck  «00 ,  wie  gesagt,  völlig  ungehindert;  und  hierin 
besteht  das  Charakteristische  unserer  Darslcltungsweise:  Die 
Gruppe  (i3't  ist  die  einzige  reelle  von  zehn  derartigen  Gruppen, 
die  dadurch  entstehen ,  dass  man  an  Stelle  des  Ausdrucks  «00 
irgend  einen  der  Ausdrücke       treten  lässt. 

Ausser  diesen  Gruppen  gibt  es  noch  sechs  weitere,  die 
die  entsprechende  Eigenschaft  in  Bezug  auf  einen  der  Ausdrücke 
Xj  haben,  und  diese  Gruppen  sind  wieder  unter  einander  gleich- 
artig. Alle  diese  Gruppen  sind  enthalten  in  einer  Gruppe  von 
64  Transformationen,  die  entstehen,  wenn  man  zu  den  Formeln 

(3)  noch  die  Transformation  Xj'  =  V —  1  Xj  hinzufügt.  Anders 
aber  als  die  Goordinaten  a;  verhalten  sich  die  Grössen  Xi}  a^. 
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Diese  werden  bei  allen  jenen  Gruppen  G^t  durch  oine  Gruppe 
von  nur  16  Transfonnalionen ,  also  durch  je  eine  mit  holo- 
edrisch isomorphe  Gruppe  unter  einander  verlauscht. 

Aus  dem  Gesagten  geht  u.  A.  hervor,  dass  unserer  Dar- 
stellung gegenüber  thatsächlich  nur  die  Flüche  135  =  246i 
ausgezeichnet  ist,  und  dass  die  anderen  Flüchen  sich  gleichartig 
verhallen,  wiewohl  ihre  den  Formeln  i  zu  entnehmenden  Gleich- 
ungen ein  verschiedenes  Ansehen  haben.  Man  bestätigt  das 
sofort  durch  Uebergang  zu  einem  der  fünf  Übrigen  reellen  Fun- 
damentalletraeder ,  oder  auch  geometrisch  durch  Betrachtung 
der  Gruppe  von  1152  collinearcn  Transformationen,  die  die 
Fläche  ;I35)  =  (246  in  Ruhe  lassen,  die  anderen  Fundamental- 
flächen aber  unter  einander  vertauschen. 

Wir  wollen  nun  die  Coordinaten  der  Ecken  der  sechs  reellen 
Tetraeder  wirklich  noch  hinschreiben,  um  uns  bei  späteren  Ge- 
legenheiten auf  diese  Angaben  stützen  zu  können.  Sie  ordnen 
sich,  wie  gesagt,  in  zwei  Reihen  von  desmischen  Tetraedern, 
entsprechend  den  drei  positiven  und  den  drei  negativen  Gliedern, 
die  in  der  Entwickelung  der  Determinante 

(12)  (14)  (16) 
(32)  (34)  (36) 
(52)     (54)  (56) 

auftreten.  Die  Coordinaten  der  Ecken  werden 


(<2),  (34), 

(56) 

(32),  (54), 

(<6) 

I  (52), 

(14i,  (36) 

1     0  0 

0 

1     1  1 

1 

1 

1     1  1 

0     1  0 

0 

1     1  -1 

—  1 

—  1  - 

-1     1  1 

0     0  1 

0 

1  -1  1 

-1 

-1 

1  -1  1 

0     0  0 

1 

1  -1  -1 

1 

-1 

1     1  -1 

(16),  [34!, 

(521 

(361,  ,5i  , 

(12. 

(56  , 

(14),  M 

•*-<>= 

1     1  0 

0 

1     1  0 

0 

1 

1     0  0 

0     0  1 

—  1 

1  —1  0 

0 

0 

0     1  1 

Jt= 

1  -1  0 

0 

0     0  1 

1 

0 

0     1  -1 

0     0  1 

1 

0     0  1 

-1 

1  - 

-10  0 
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Alle  sechs  Tetraeder  sind  unter  einander  gleichwertig  ;  in 
Bezug  auf  jedes  von  ihnen  nimmt  die  Gruppe,  auch  was  die 
RealiUüsverhältnisse  angeht,  dieselbe  Form  an. 

Wir  bemerken,  dass  die  in  den  Formeln  (6)  vorkommenden 
Transformationen  {ik)  gerade  die  sind,  die  in  den  Formeln  i3; 
fehlen.  Jede  der  auftretenden  Verbindungen ,  z.  B.  34  , 

56  bildet  zusammen  mit  der  identischen  Transformation  eine 
Gruppe,  die  Gruppe  der  Spiegelungen  an  den  Kantenpaaren  des 
zugehörigen  Tetraeders.  Je  zwei  solche  Gruppen,  die  zwei 
Tetraedern  derselben  Reihe  entsprechen,  bestimmen  eine  Zer- 
legung der  Gruppe  fi16,  ähnlich  der  vorhin  (S.  135  '  betrachteten. 
Jede  Transformation  von  kann  nUmlich  auf  eine  einzige 
Weise  in  zwei  Factorcn  zerspalten  werden,  deren  jeder  einer 
von  zwei  solchen  Gruppen  angehört. 

Wir  werden  von  diesen  Bemerkungen  alsbald  Gebrauch  zu 
machen  haben. 


Die  quatemüren  Grundformen  mit  beliebig  vielen  Veränder- 
lichen können  nach  Glbbsch  zurückgeführt  werden  auf  Formen, 
die  nur  einen  Punkt  a'  —  im  Grade  /  — ,  eine  Linie  X  —  im 
Grade  m  — ,  und  eine  Ebene  u  —  im  Grade  n  enthalten,  und 
diese  können  dann  weiter  auf  Normalformen  reducirt  werden. 
Hier  ist  es  zweckmässig,  die  letzte  Reduction  bei  Seite  zu  lassen. 
Unsere  Aufgabe  soll  demnach  darin  bestehen,  alle  Invarianten 
mit  gegebenen  Ordnungszahlen  [/,  m,  «]  aufzufinden. 

Wir  behaupten  nun  zunächst: 

Wenn  l  +  n  ungerade  ist,  so  gibt  es  keine  Invarianten  mit 
den  Ordnungszahlen  l,  m,  n. 

Zum  Beweise  betrachten  wir  die  beiden  Transformationen : 


Wir  wenden  diese  nach  einander  auf  die  Grundform  F 
a',  \m,  un)  an  und  zwar  einmal  in  der  Reihenfolge  S  T,  wodurch 
F'  entstehen  mag,  und  dann  in  der  Reihenfolge  TS,  wodurch  F" 


3. 

Das  Formensystem  der  Gruppe  G 


16  • 
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aus  F hervorgehen  soll.  Ist  nun  F  eine  Invariante,  so  nuiss  F'  = 
f"  sein.  Andrerseits  geht  aber  F'  in  F"  auch  durch  die  Sub- 
stitution T~x  S""1  TS  oder  sr/  =  —  r( ,  u{  —  —  »/.  Uber ;  es  wird 
also,  wenn  /  -f-  n  ungerade  ist,  auch  F'  =  —  F"  \  d.  h.  es  ist  in 
diesem  Falle  F=  F'"=  F"  =  0. 

Wenn  dagegen  l-\-n  gerade  ist,  sogibt  es  immer  Invarianten; 
und  zwar  sind  wir  im  Stande,  die  Gestalt  einer  solchen  von  vom 
herein  zu  bezeichnen. 

Betrachten  wir  nämlich  die  sechs  Formen  Xj  [0, 1,  0],  die 
lehn  quadratischen  Formen  u\u  [2,  0,  0]  und  die  zehn  Formen 
aA«  [0>  0»  2],  die  aus  den  dadurch  hervorgehen,  dass  man  u 
an  Stelle  von  x  schreibt,  endlich  die  sechzehn  bilinearen  Formen 
I,  0,  1],  die,  gleich  Null  gesetzt,  die  1+15  collinearen  Trans- 
formationen der  Gruppe  GK  f(  bedeuten,  so  erkennen  wir  diese 
12  Formen  ohne  Weiteres  als  Invarianten  unserer  Gruppe.  Sie 
etile  sind  linear-unabhängig,  und  jede  von  ihnen  ist,  für  sich 
allein  genommen,  eine  Invariantenschaar  im  Sinne  des  §  1 . 

Nun  lassen  sich  die  Liniencoordonaten  p^  und  die  Producte 
r,  j  x,  crt-  wx,  w,  ux  durch  unsere  Formen  ausdrücken ;  durch  jene 
Grössen  aber  kann  man  wiederum  alle  Formen  [/,  m.  n]  darstellen, 
und  zwar  noch  in  mannigfacher  Weise,  wenn  nur  /  +  n  gerade 
ist.    Es  folgt  also : 

Jede  beliebige  Form  mit  den  Ordnungszahlen  [/,  »i,  n]  kann, 
sofern  /-f-  n  gerade  ist,  als  ganze  rationale  Function  der  genannten 
ii  Formen  dargestellt  werden.  Insbesondere  gilt  dies  von  jeder 
Invariante  der  Gruppe  Gia. 

Die  42  Formen  bilden  also  das,  was  man,  im  weitesten 
Sinne  des  Wortes,  als  ein  »  vollständiges  Formensystem  «  der  Gruppe 
zu  bezeichnen  hat. 

Durch  die  Aufstellung  eines  solchen  Formonsystems  ist  im 
Allgemeinen  noch  nicht  so  viel  gewonnen,  wie  man  zunächst  viel- 
leicht glauben  möchte.  Die  Frage  ist  vielmehr,  wie  sich  die 
Producte  der  gefundenen  Grundformen  auf  die  verschiedenen 
Invariantenschaaren  vertheilen,  und  wie  man  jede  einzelne 
Schaar  durch  eine  kleinste  Zahl  von  unabhängigen  Formen  dar- 
stellen kann.  Beides  kann,  bei  unbestimmten  Werthen  der  Zahlen 
/.  iw.  n,  zu  sehr  umständlichen  Rechnungen  Anlass  geben.  In 
unserem  Falle  aber  gestaltet  sich  die  Antwort  zunächst  auf  die 
erste  Frage  überraschend  einfach. 

Jede  unserer  42  Formen  definirt  nämlich,  gleich  Null  gesetzt 
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eine  colli mart'  oder  dualistische  Transformation  des  Raumes, 
dargestellt  durch  eine  der  32  Charakteristiken  (00 i,  i<A  ,  (/;,  iikl). 
Einem  Product  von  mehreren  der  32  Grundformen  kann  man 
demnach  ebenfalls  eine  bestimmte  Charakteristik  zuordnen,  nUm- 
lich  die  »Siwnne«  der  Charakteristiken  seiner  Factoren,  d.  i.  die 
Charakteristik  des  Products  der  Transformationen,  die  den  ein- 
zelnen Factoren  entsprechen.  Zwei  verschiedene  Producle  mit 
den  Ordnungszahlen  [/,  n]  gehören  nun  dann  zu  der  nämlichen 
Schaar  von  Invarianten,  wenn  sie  dieselbe  Charakteristik  haben'  . 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  braucht  man  nicht  einmal  zu 
untersuchen,  welche  Factoren  denn  die  42  Grundformen  bei  den 
Transformationen  von  annehmen.  Stellen  wir  nUmlich  die 
sechs  dualistischen  Transformationen  /  durch  gleich  Null  ge- 
setzte bilineare  Formen  dar,  z.  B.  \\)  durch  die  Formen 

"o  vi  —  "i  vo  +  ws  v3  —  w,  i>,  , 

so  werden  die  Formen  \ik)  bilincare  Covarianten  dieser  Formen 
iij,  und  ebenso  die  quadratischen  Formen  [ikl)  trilincare  Cova- 
rianten. Wenn  also  A',,  A'j.,  A'/  bei  einer  bestimmten  Transformation 
von  (7,6  die  Factoren  tj.,  e,  =  =b  1)  annehmen,  so  wrird  die 
Form  ik]  bei  derselben  Transformation  den  Factor  f,  e^.  erhalten, 
und  jede  der  beiden  Formen  [ikl]  den  Factor  ^  ek  et.  Der  Factor, 
den  irgend  eine  der  42  Grundformen  annimmt,  hHngl  also  nur 
von  ihrer  Charakteristik  ab,  und  folglich  der  Factor  eines  Pro- 
ducts nur  von  der  Charakteristik  des  Products. 


1)  Man  kann  dieses  Kennzeichen  noch  in  eine  audere  Form  bringen, 
die  zwar  der  geometrischen  Betrachtung  ferne  liegt,  aber  an  sich  selbst 
von  Interesse  ist.  Das  Rechnen  mit  den  Charakteristiken  {t\t(ikl)  und  (00), 
{ik)  entspricht  nämlich  genau  dein  Rechnen  mit  den  sogenannten  eigent- 
lichen W-Charaklcristiken  und  den  Gruppencharakteristiken,  die  man  aus 
»zwei  mod.  2  zu  nehmenden  Zahlenpaaren  bilden  kann.  Den  sechs  Funda- 
mcntalcomplexen  können  dabei  die  sechs  ungeraden  Charakteristiken 

c:)  (;:)  (::)  c:)  c:i  c:) 

noch  beliebig  zugeordnet  werden  ;  dann  gehört  zu  jeder  unserer  Formen 
eine  bestimmte  eigentliche  oder  Gruppen-Charakteristik.  Zwei  verschie- 
dene Producle  mit  den  Ordnungszahlen  [l,  m,  n]  gehören  dann  zur  selben 
Schaar,  wenn  die  Charakteristikensumme  der  Factoren  beidemal  dieselbe  ist. 

Vergl  Weber,  Crelle's  Journal,  Bd.  84.  S.  3(0  u.  fT.  Staude,  Math. 
Ann.  Bd.  St,  S.  28*  u.  ff.  Bd.  25,  S.  363. 


■ 
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Wir  wollen  dem  hiermit  bewiesenen  merkwürdigen  Satz 
ein  geometrisches  Gewand  geben: 

Jedem  zulässigen  Werthsystem  der  Ordnungszahlen  [/,  m,  n] 
entsprechen  sechzehn  verschiedene  Schaaren  von  Invarianten  der 
Gruppe  O\0,  ausgenommen  natürlich  die  Fälle  [2,  0,0],  [0, 1,  0], 
0,0,2],  in  denen  nur  \  0, 6,  \  0  einzelne  Invarianten  vorhanden  sind. 

Die  Producta  der  42  Grundformen  vertheilen  sich  auf  diese 
Schaaren  in  der  Weise,  dass  die  den  Factoren  entsprechenden 
Transformationen,  hinter  einander  ausgeführt,  hei  jeder  einzelnen 
Schaar  eine  bestimmte,  für  die  Schaar  charakteristische  Transfor- 
mation ergeben. 

Wenn  also  /  +  2m  +  »  durch  vier  (heilbar  ist,  so  gibt  es 
eine  Schaar  mit  der  Charakteristik  (0  0).  und  fünfzehn  Schaaren 
mit  den  Charakteristiken  (ik) ;  wenn  aber  /  +  +  n  nur  durch 
zwei  theilbar  ist,  so  sind  sechs  Schaaren  mit  den  Charakteristiken 
\i;  und  zehn  Schaaren  mit  den  Charakteristiken  [ikl]  vorhanden. 

Es  braucht  kaum  darauf  hingewiesen  zu  werden,  dass  die 
einzelnen  Schaaren,  die  durch  Vertauschung  der  Charakteristiken 
6)  in  einander  übergehen,  natürlich  auch  durch  die 
Transformationen  der  Gruppe  G{ ,  M0  von  16-6!  collinearcn 
Transformationen  unter  einander  vertauscht  werden,  die  den 
lobegriff  der  sechs  Fundamentalcomplexe  in  Ruhe  lassen,  und 
dass  die  16  Transformationen  <i),  [ikl)  jede  Invariantenschaar 
[/,  w,  m]  in  die  Schaar  [m,  n,  /]  mit  derselben  Charakteristik  über- 
führen. 

Daraus,  dass  ebenso  viele  linear- unabhängige  Invarianten 
mit  den  Ordnungszahlen  [/,  m,  n]  und  jw,  m,  T\  vorhanden  sind, 
als  es  überhaupt  Formen  mit  diesen  Ordnungszahlen  gibt, 
können  wir  schliessen,  dass  der  Satz  IV,  §  \  auf  unsere  Gruppe 
Gi%  anwendbar  ist.  Stellen  wir  nämlich  eine  beliebige  Form 
F  .c*,  Aw,  ttn)  als  Summe  von  Invarianten  Fj  dar,  und  ebenso 
O  V,  Am,  xn)  als  Summe  von  Invarianten  Ok,  so  wird  jedes  Glied 
der  ersten  Reihe  conjugirt  zu  jedem  Glied  der  zweiten  Reihe,  mit 
Ausnahme  von  höchstens  einem  Glied  S.  131  oben  .  Es  muss  aber 
wirklich  auch  zu  jedem  Glied  F,  ein  Glied  0),  gehören,  das  nicht 
identisch  zu  ihm  conjugirt  ist,  da  sonst  in  der  Reihenentwickelung 
der  Invariante  [F,  Q>]  zu  wenig  Constante  auftreten  würden  (vgl. 
S.  129j.  Ucberdies  überzeugt  man  sich  auch  leicht,  z.  R.  durch 
Betrachtung  der  erwähnten  Gruppe  G11580,dass  immer  zwei  solche 
Glieder  nicht  identisch  conjugirt  sind,  die  zu  derselben  Charaktc- 


142 


E.  Study, 


ristik  gehören.  Der  Satz  IV,  §  1  nimmt  also  in  unserem  Falle 
die  folgende  besondere  Form  an: 

Jede  der  beiden  Grundformen  F  [j:1,  Xm,  m"i.  <I>  (.rn,  .V",  i/; 
kann,  wenn  l  -J-  11  gerade  ist,  auf  eine  einzige  Weise  m  eine  Summe 
von  1 6  [bez.  6,  1  0)  Gliedern  zerlegt  werden,  die  einzeln  den  ver- 
schiedenen Invarianten- Schaaren  angehören. 

Je  zwei  Glieder  beider  Reihen,  die  verschiedene  Charakteristiken 
haben,  sind  conjugirt,  so  dass  in  der  lieihencntwickelung  der  biline- 
aren Invariante  [F.  0}  nur  16  (bez.  6,  10)  Glieder  vorkommen: 


Man  wird  dies,  in  den  nachher  zu  behandelnden  besonderen 
Fällen,  leicht  durch  Ausrechnung  bestätigen. 

Endlich  mag  noch  folgende  Bemerkung  hervorgehoben 
werden : 

Simultane  Covarianten  von  solchen  Grundformen,  die  Invari- 
anten der  Gruppe  (i16  sind,  sind  ebenfalls  Invarianten  von  G48, 
deren  Charakteristik  leicht  berechnet  werden  kann. 

Beispielsweise  hat  eine  Grundform  mit  der  Gharakterisik 
(00),  etwa  eine  KtiMMBR'sche  FlHche,  nur  Covarianten  mit  der 
Charakteristik  (00),  während  eine  Grundform  mit  einer  anderen 
Charakteristik  Covarianten  mit  derselben  Charakteristik  und 
ausserdem  noch  solche  mit  der  Charakteristik  (00)  hat. 

Mit  den  hiermit  bewiesenen  Sülzen  ist  unsere  Aufgabe,  wie 
gesagt,  noch  keineswegs  erledigt.  Wir  können  allerdings  die 
allgemeinste  Invariante  von  Gin  nunmehr  wirklich  hinschreiben ; 
aber  wir  erhalten,  von  ganz  einfachen  Fällen  abgesehen,  jede 
einzelne  Invariante  noch  unendlich  oft,  wegen  der  identischen 
Relationen,  die  zwischen  unseren  42  Grundformen  bestehen. 
Solche  Identitäten  können,  nach  §  1 ,  nur  zwischen  Invarianten 
derselben  Schaar,  also  zwischen  Producten  mit  gleicher  Charakte- 
ristik stattfinden.  Sie  sind  nicht  schw  er  zu  behandeln.  Um  nicht 
zu  sehr  in  Weitläufigkeiten  zu  gerathen,  wollen  wir  uns  aber  von 
jetzt  an  auf  die  nächstliegenden  Fälle,  auf  die  algebraischen 
Flächen  und  Liniencomplexe  beschränken.  Wir  werden  also  nun 
zu  untersuchen  haben,  wie  viele  und  welche  linear-unabhängige 
Flächen  oder  Complexe  jede  einzelne  Invariantenschaar  enthüll. 

Von  beiden  Aufgaben  ist  die  die  einfachere,  die  sich  auf 
die  Complexe  bezieht.   Denn  zwischen  den  sechs  Liniencoordi- 
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naten  Y,  besteht  eine  einzige  quadratische  Relation,  die  in  §  2 
angegebene  Identität  (2). 

Ein  verwickelteres  System  von  Relationen  findet  zwischen 
den  zehn  Grössen  statt.  Aber  auch  diese  Identitäten  sind 
wohlbekannt.  Die  Ausdrücke  sind  ja  nichts  Anderes,  als  die 
Cocfficienten  einer  ternllren  orthogonalen  Substitution.  Indem  wir 
im  Uebrigen  auf  §  1  und  §  5  der  Abhandlung:  »Von  der  Para- 
melerdarstellung  der  Rewegungen  und  Umlegungen«  Math.  Ann. 
Bd.  39,  S.  511  u.  ff.)  verweisen,  beschränken  wir  uns  hier  darauf, 
die  Vertheilung  der  genannten  Relationen  auf  die  sechzehn 
Schaaren  von  invarianten  Flächen  4.  0.  kurz  zu  besprechen. 

1 5  Relationen  zwischen  je  drei  Producten  von  zwei  Grossen 
entsprechen  den  1 5  unter  einander  gleichwertigen  Schaaren 
>/,  von  Flächen  4. 0.  Die  Schaar  ;1 2  z.  B.  enthält  die  drei  Producte 


,V«S4 

•  X 

=  X 

•  X 
•M3  4 

1 

X 

•  X 

—  X 

'  ^«35 

^I3»i 

.  V 

4G 

~  ^*4& 

' 

> 

und  zwischen  diesen  besteht  eine  lineare  Relation. 

Zweitens  gibt  es  1 5  Relationen  zwischen  je  vier  Quadraten 
der  Fundamentalflächcn.  Jede  der  Transformationen  iik)  ist 
nämlich  eine  Schiebung  'S.  1 35  in  Bezug  auf  die  vier  Flächen,  die 
nach  Abzug  der  eben  betrachteten  sechs  noch  übrig  sind.  Diese 
vier  Flächen  enthalten  die  Axen  der  Transformation  (*'/») ;  und 
zwischen  den  Quadraten  der  zugehörigen  Formen  besteht 
wiederum  eine  lineare  Identität;  in  unserem  Beispiel  also  zwi- 
schen den  Quadraten 

X*        X*        X*  X* 

Aber  von  diesen  15  Relationen  sind  nur  fünf  unabhängig, 
so  dass  in  der  Flächenschaar  (00;,  wie  es  sein  muss,  nur  noch 
fünf  linear-unabhängige  Flächen  übrig  bleiben. 

Wir  gehen  auf  die  hinlänglich  bekannte  merkwürdige  Grup- 
pirung  der  10  Flächen  ofo  und  der  15  Fundamentaltetraeder 
nicht  näher  ein,  und  wenden  uns  nun  sogleich  zur  Betrachtung 
der  invarianten  Liniencomplexe. 
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4. 

Invariante  Complexe. 

Um  abzuzahlen,  wieviele  linear -unabhängige  Complexe 
die  einzelne  invariante  Schaar  enthalt,  benutzen  wir  die  Iden- 
tität 2  ,  §  2  dazu,  den  Grad  etwa  der  Grösse  A6  in  dem  homo- 
genen Ausdruck  FWI;.Y)  auf  Null  oder  Eins  herabzudrucken.  So 
gelangen  wir  zu  dem  folgenden  Satz : 

Die  Schaar  (00  enthalt,  wenn  m  gerade,  =  2/i  ist, 

< 2 +«'•!/«•  + 8 /i  +  l* 

linear-unabhängige  Compl exe 

^  +  .\l  A4  .\,  \,  .\6  A(i 

und  jede  der  Schaaren  {ik) 

Complexe,  (12)  z.  B.  die.  Complexe 

v,  v,  •  O)!'-*  +  A,  a4  a;  a6  .  WM  . 
Wenn  ferner  m  =  2/i  +  1  ist,  enthalt  jede  der  Schaaren  i  j) 

i(/t+ 1)^  +  2^,1*  + 3/i +  6) 

Complexe,  z.  B.  die  Schaar  (1)  die  Complexe 

A,    ^  +  AtV3A4A6Ac  (IX-* 
und  jede  der  Schaaren  (ikl) 

l/<f,t  +  i;;/«  +  2)(/<  +  3) 
Complexe,  z.  B.  die  Schaar  (1 23)  =  (456)  die  Complexe 

</>*  bedeutet  hier  überall  eine  homogene  Function  k**n  Grades 
der  Grössen  A J  •  •  •  A'J . 

Man  überzeugt  sich  sofort  davon,  dass  die  hingeschriebenen 
Complexe  und  die  aus  ihnen  durch  Vertauschung  der  Charakte- 
ristiken i\)   •    0  hervorgehenden  die  Gesammtheit  aller 

(m  +  \  )  (m  +  2)*i>  +  3) 
12 

linear-unabhängigen  Complexe  m***  Grades  ausmachen. 
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Die  in  den  Ausdrücken  unserer  Invarianten  auftretenden 
Formen  <D  sind,  wie  der  Ausdruck  eines  Complexes  Fm{\)  über- 
haupt, nur  bis  auf  Vielfache  des  für  die  Coordinaten  Y,-  einer 
geraden  Linie  verschwindenden  Ausdrucks 

il;  P  =  A  f  —  A*  -f-  A*  —  ÄJ  +  Ä*  —  A* 

bestimmt.  Die  hierdurch  hervorgerufene  Vieldeutigkeit  in  der 
analj  tischen  Darstellung  eines  Liniencomplexcs  ist  ein  besonders 
bei  Aufgaben  der  Invariantenlheorie  störender  Uebelstand.  Sie 
kann  aber  bekanntlich  vermieden  werden  auf  Grund  eines  von 
Clbbsch  aufgefundenen  Satzes.  Wir  wollen  dieses  Theorem,  das 
als  Vorbild  einer  ganzen  Reihe  ahnlicher  Sätze  eine  besondere 
Bedeutung  gewinnt,  hier  in  einer  etwas  abgeänderten  Fassung 
wiedergeben : 

Die  Gleichung  eines  Liniencomplexes  m**n  Grades  lässt  sich  ?nil 
Hülfe  der  Identität  P  =  0  immer  und  nur  auf  eine  Weise  in  eine 
solche  Form  Pw  (X)  =  0  bringen,  dass  die  Differentialgleichung 

vf    vf    vf    vf    vf    v  f  _ 
1         öa;    öa;  +  oa*    ö  av  ö  a*  S7y;~" 

identisch  erfüllt  wird.  Mit  anderen  Worten,  der  Complex  lässt 
sich  symbolisch  darstellen  als  mt0  Polenz  eines  speciellen  linearen 
Complexes. 

Man  darf  also  schreiben 

und  dabei  annehmen,  dass  der  Ausdruck 

W        +  AI  -  A\  +  A\  -  AI]  •  [il  Ar"* 

identisch  verschwindet '). 

Setzen  wir  nunmehr  voraus,  dass  die  Gleichung  F  =  0  eines 
Complexes  m**n  Grades  bereits  in  dieser  sogenannten  »Xormal- 
form*  vorliegt,  so  gelangen  wir  zu  einer  ganz  besonders  ein- 
fachen Gestalt  der  Reihenenlwickelung  von  F.  Es  gilt  nümlich 
der  folgende  Satz : 


4)  s. Glubsch  Math.  Ann.  Ril.  2,  S.  <  u.  ff.  und  die  Abhandlung  des  Ver- 
fassers »Leber  quadratische  Formen  und  Linicncomplexe«  Sachs.  Ber.  4890, 
S.  171  u.  ff.,  wo  der  Zusammenhang  des  Satzes  mit  der  Apolarilätstheorie 
dargelegt  ist. 
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Zerlegt  man  die  Form  F=[AX]mt  die  in  der  Normal  form 
gegeben  sein  soll,  dadurch  in  Invarianten  der  Gruppe  (riit  dass 
man  alle  Producle  Xi  Xk  Xt  •  •  •  mit  gleicher  CharaJiteristik  zu- 
sammenfasstj  so  hat  jedes  der  so  entstehenden  sechsehn  Entwickel- 
ungsglieder  von  selbst  schon  die  Normalform,  genügt  also  kientisch 
der  Differentialgleichung  (2). 

Um  dies  einzusehen,  denken  wir  uns  F  nach  Invarianten 
von  entwickelt,  F  =  Ft  +  •  •  •  -f-  Fu.,  und  wenden  beiderseits 
den  Diilerentiationsprocess  (2)  an.  Dann  erhalten  wir  links  Null, 
nach  Voraussetzung,  und  rechts  eine  Summe,  die  mit  FJ'  -f-  — 
+  F"„  bezeichnet  werden  mag.  In  dieser  ist  nun  jedes  Glied  wieder 
eine  Invariante  von  Cr16,  vom  Grade  m  —  2  in  den  A',-;  und  zwar 
hat  Ff!'  dieselbe  Charakteristik  wie  Fk.  Denn  alle  Producle  der 
Grössen  A't,  die  in  F^"  vorkommen,  entstehen  aus  den  in  Fk  vor- 
kommenden Producten  dadurch,  dass  man  Factoren  von  der 
Form  c.X*  unterdrückt;  und  dabei  bleibt  die  Charakteristik  eines 
Productes  erhalten.  Eine  Summe  von  Invarianten,  die  verschie- 
denen Schaaren  angehören,  kann  aber,  wie  wir  gesehen  haben, 
nur  dann  verschwinden,  wenn  alle  einzelnen  Summanden  ver- 
schwinden. 

Hiermit  haben  wir  eine  einfache,  und  was  noch  wichtiger 
ist,  eindeutig  bestimmte  Darstellungsweise  für  die  bei  der  Gruppe 
(m16  invarianten  Liniencomplexe  gefunden.  Zugleich  haben  wir 
damit  eine  Reihenentwickelung  für  die  bilineare  Invariante 

[F,  <Z>]  =  [Ak  Bx  -AtBt  +  A,  Bs  -AtBA  +  A,  Bz  -  AG  ÄJ™ 

zweier  in  der  Normal  form  gegebener  Complexe  mtea  Grades 

F  =  [AX]m,  0=[BX]m. 

Bei  der  zweiten  Aufgabe,  zu  deren  Behandlung  wir  uns 
nunmehr  wenden,  der  Frage  nach  den  invarianten  Flächen, 
scheinen  die  Verhältnisse  zunächst  viel  verwickelter  zu  liegen. 
Man  möchte  so  einfache  Ergebnisse,  wie  sie  die  Theorie  der  Com- 
plexe bietet,  kaum  erwarten.  Wir  werden  aber  in  §  6  sehen, 
<lass  die  obigen  Sätze  in  der  Theorie  der  Flächen  dennoch  ihr 
genaues  Gegenstück  haben,  und  dass  die  invarianten  Flächen  sieb 
in  der  That  eben  so  leicht  und  eben  so  erschöpfend  behandeln 
lassen  wie  die  invarianten  Complexe. 
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5. 

Invariante  Flächen. 

Um  zu  erkennen,  wieviele  unabhängige  Flüchen  jede  einzelne 
Invariantenschaar  enthält,  sehen  wir  von  den  in  §  3  gewonnenen 
Ergebnissen  zunächst  gänzlich  ab,  und  bestimmen  die  Invarian- 
tenschaaren selbst  noch  ein  zweites  Mal,  indem  wir  dem  in  §  4 
vorgezeichneten  Gedankengang  folgen. 

Den  zurückzulegenden  Weg  theilen  wir  zweckmässiger 
Weise  noch  in  zwei  Abschnitte,  indem  wir  erst  die  Invarianten 
der  Gruppe  von  vier  Transformationen  aufsuchen,  die  zu  einem 
Fundamentaltetraeder  gehört  (S.  138).  Die  Invarianten  von  Git 
selbst  stellen  sich  dann  als  Durchschnitt  der  Invarianten-Mannig- 
faltigkeiten dar,  die  zwei  verschiedenen,  passend  gewählten 
Untergruppen  dieser  Art  entsprechen. 


Wir  fragen  zuerst  nach  allen  Flächen  /ter  0. ,  die  bei  den 
linearen  Transformationen  von  <ilfi  in  Ruhe  bleiben,  die  alle 
Kanten  unseres  Coordinatentetraeders  einzeln  in  sich  selbst 
überführen,  d.  h.  nach  den  Invarianten  der  Gruppe 


(00) 

(12) 

(34) 

(56) 

•To 

•To 

t„ 

T0 

X{ 

xK 

x% 

-xt 

00  2 

—  X* 

—  'r3 

Diese  sind  so  einfach,  dass  man  sie  unmittelbar  hinschreiben 
kann.    Jedem  Werlhe  von  /  entsprechen  vier  Schaaren  von 

Invarianten,  die  zusammen  alle     ^  *J  linear- unabhängigen 

Flächen  P*r  0.  enthalten;  nämlich,  wenn  /  gerade  ist,  eine 
Schaar  mit 


linar-unabhängigen  Flächen : 

Mftth.-pbya.  Claw«  1692. 
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(2)  ß2  -\-x0xlxtxi-  n*  1 
und  drei  Schaaren  mit  je 

l/(/  +  a)(/  +  4) 

unabhängigen  Flüchen,  z.  B. 

(3)  .T0.T|.ß*  +.Tt.T1.ß^ 

und  wenn  /  ungerade  ist,  vier  Schaaren  mit  je 


1 


(/+<)(/+ 2)  (/  + 3) 


Flüchen,  z.  B. 

r0  ■  ß  2        xixix3  -  ß  2  . 

ß*  ist  hier  zur  Abkürzung  gesetzt  für  eine  homogene  Function 
AteD  Grades  der  Grössen  a?J,  a?J,  x\,  .rjj. 

Die  gefundeneu  Flächen  bilden,  beiläufig  bemerkt,  bei 

T*       IT*  '7' 

Deutung  der  Grüssen  — ,  — ,       als  rechtwinkliger  Carte- 

sischer  Coordinaten,  die  Gesamintheit  aller  algebraischen  FKichen 
mit  drei  Symmetrieaxen ;  denn  wenn  eine  räumliche  Figur  drei 
und  nicht  mehr  Symmelrieaxen  hat,  so  bilden  diese  immer  ein 
rechtwinkliges  Coordinatenkreuz. 

Um  nun  die  Invarianten  der  Untergruppe  von  GUt  zu  finden, 
die  zu  einem  anderen  Fundamenlaltetraeder  gehürt,  etwa  der 
Gruppe  (00),  (32),  (1(i),  brauchen  wir  gar  keine  neue  Unter- 
suchung anzustellen;  denn  jede  dieser  Gruppen  geht  aus  der 
Gruppe  (1)  durch  eine  bekannte  lineare  Substitution  hervor,  z.  B. 
die  angeführte  Gruppe 


00 

(45) 

(f,l 

(23) 

•'•< 

rt 

xt 

^0 

•7'3 

^0 
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durch  die  involutorischc  Transformation 

2  X^  —  JZ'q  ~\~  £C|        X^  — \~  X^ 

^  2     =     -f-  x{      xt  x3 

2  .t,  =  a?0      JE,  -f-  .T,  .Ta 

2 /Tr«  '     —     'TT»    .  i"       __     «TT»  I  -T» 

3    0  |  4    I    <«  5  • 

Führt  man  vermöge  (5)  in  die  Formeln  (2)  und  (3)  die  neuen 
Veränderlichen  .r/  ein,  und  lässt  man  die  Accente  nachher  wie- 
der weg,  so  entstehen  die  Ausdrücke 

1  1-2 

y6)  m  l  +  x0x{xtx3  <J>2  , 

(7)  ai|(^>T-,  +  a34^{-,  f 

worin  <Z>^'  zur  Ahkürzung  geschriehen  ist  für  eine  homogene 
Function  Aton  Grades  der  Grössen  a00,  at3,  a3(,  «tl  (S.  135t. 

Die  Formen  6j  und  die  drei  aus  (7)  durch  cyclische  Ver- 
tuschung der  Indices  1,2,3  hervorgehenden  Formen  stellen 
alle  Invarianten  der  Gruppe  ;4  dar,  die  einem  geraden  Werthe 
der  Zahl  /  entsprechen. 

Deuten  wir  die  Grössen  xü:xl  :  xt :  xs  jetzt  als  Tetraeder- 
coordinaten,  bezogen  auf  ein  regelmassiges  Tetraeder,  dessen 
Mittelpunkt  der  Einheitspunkt  ist ,  so  haben  wir  von  Neuem  die 
Flächen  gerader  Ordnung  mit  drei.  Symmetrieaxen  vor  uns. 
Diese  Axen  verbinden  jetzt  die  Mitten  von  je  zwei  gegenüber- 
liegenden Kanten  des  Coordinatentetraeders. 


Wir  haben  nun  die  vier  Flächenschaaren  (6)  und  (7)  mit  den 
vier  Flächenschaaren  (2)  und  3  zum  Durchschnitt  zu  bringen ; 
oder  wir  haben  alle  Ausdrücke  von  der  Form  6),  ^7)  aufzusucheu, 
die  bei  den  Transformalionen  der  Gruppe  [\)  bis  auf  einen  Factor 
umgeändert  bleiben,  und  also  Invarianten  von  GiC  sind. 

Wir  betrachten  zuerst  die  Ausdrücke  (6),  oder,  indem  wir  / 
auch  2X  ersetzen,  Ausdrücke  von  der  Form 

Zunächst  sind  «00,  <i\3i  a*t,  a*4,  und  xaxixi-.rJ 

solche  Invarianten  von  <;i6,  die  bei  allen  Transformationen  der 
S.  136  besprochenen  Gruppe  (i^,  oder  bei  den  Transformationen 
i3;,  §  2  den  Factor  -f*  1  annehmen. 

40* 
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Berücksichtigen  wir  nun  die  Identitäten 

«u  *  «t3«»i«i*  =  «ji  ««  •  au  > 
«34  °u  *  °is  «34  ai«  =  at*  •  «is  «2«  > 

«*3  «31  «4*  •  «*3  «31  «4«  =  «5»  "Ii  nU  » 

und  bezeichnen  wir  mit  V,-  ganze  Functionen  der  Grössen  a0tt, 
««>  «So  «?i>  so  erkennen  wir,  dass  jedem  Ausdruck  8)  auf  eine 
und  nur  eine  Weise  die  Gestalt 

[^o+^V'VTY ^ü-HWsi"!*'  ^o-r-^o^i^i^j  "«^«««li^o  J 
4-K,-,/V^-n«riaVV  ^4-«i*««  ^'4-^0^1  ^sy«!!0«  *T1 

+  [«I  i  *  ^3+  'T'0  T4  *t        '  ^3  +  «*3  «3l'  ^3  +  a?t  '^i       ^S  '  «„  «„  ff] 

ertheilt  werden  kann.  Hier  ist  aber  jedes  der  in  Klammer  ein- 
geschlossenen Glieder  bereits  eine  Invariante  von  Gt(i. 

In  derselben  Weise  haben  wir  sodann  jeden  der  drei  Aus- 
drücke von  der  Form  7  zu  behandeln.  Es  ergibt  sich  z.  B.  für 
den  ersten  unter  ihnen,  den  wir  nunmehr  so  schreiben: 

9)    "u  •  0*-'  ;«„„,  i„,  a3i;  «„.',  +  n34  •  Ö)^-«  i>00,  als,  ö3,  . 
die  Zerlegung 

Ki  -  f. +  ,f;o  +  "3ta3iai*'  lffi'-f«,i«««3ia4,  •  ^Tl 

+  [«3,  •  +  «„  «*3  • + «, ,  «3i  «„  •  ^  4-       «,  i  •  ^ri 

4"  K,  «„  •  ^  4-  «3,«M     ^  +  «II  «««Ii  '  *J  4"  «««•!«,.  * 

+  [«„«„-,J,,4-«m«„  •  ^a' 4- •  ^4- VJ' ;. 

Der  Grad  der  einzelnen  Functionen  *Ff-  in  Bezug  auf  deren 
verschiedene  Argumente  ist  so  zu  bestimmen,  dass  der  Grad  des 
ganzen  Ausdrucks  in  x  gleich  2Ä  wird. 

Hiermit  sind  wir  bereits  am  Ziele.  Wir  haben  die  in  jeder 
einzelnen  Invariantenschaar  vorhandenen  Flächen  durch  eine 
kleinste  Zahl  von  linear-unabhängigen  Flächen  ausgedrückt,  und 
haben  zugleich  Mittel  gefunden,  einen  beliebigen  Ausdruck  F*^  (je) 
als  Summe  von  Invarianten  darzustellen.  Wir  legen  hier  auf 
diese  Reihenenlwickelungen  kein  Gewicht,  da  wir  im  nächsten 
Paragraphen  ein  ungleich  vollkommeneres  Verfahren  zu  ihrer 
Herstellung  kennen  lernen  werden.  Wohl  aber  mögen  wir  her- 
vorheben, wie  viele  linear-unabhängige  Flächen  in  den  verschie- 
denen Schaaren  vorhanden  sind. 
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1  =  21,    X  gerade. 
Die  Schaar  (00)  enthält 

-L^-f  1   V  +  *  A  +  I  * 

linear-unabhängige  Flächen  F*  [x)  =  0 ,  und  jede  der  fünfzehn 
Schaaren  (i'Aj 

\ 

unabhängige  Flächen. 

I  ==      ,    A  ungerade. 
Jede  der  sechs  Schaaren  {*")  enthält 

und  jede  der  zehn  Schaaren  (ikl) 

l(A+1)(A«  +  2A  +  3j 

linear-unabhängige  Flächen. 

Der  allgemeine  Ausdruck  einer  Flüche  der  Schaar  (00)  z.  B. 

wird 

i  A_! 

<&2  («!• >  «« i  ft«  i  «W  +  a^a^ac,  •  ©2 

+  «o 0  ««  «M  «M  *  0  2       +  *0  ®|  •  «00  «I,  «,*  «t  *   <*>  2 

Hier  kann  man  noch  mit  Hülfe  der  Formel 

(«oo  —  «5j  —  au  —  «?t  +  32  x0  x-,  a;t  #,j4 
■M)  *  =  («oo  +  flu  H-  Oji  +  ai4j  (a00  +  a„  —  asl  —alt)  • 

*  («00  —  «13  +  «Jl  —  «Iii  («00  —  «13  —  «31  +  ««) 

das  Product  a00alsasl  «u  beseitigen,  und  so  den  Ausdruck  (4  0), 
natürlich  unter  Verwendung  anderer  Functionen  CD,  auf  die  Form 
bringen 

12i  J  ^2{«!o,«m,«5i,«?*) +  a>.a?,a?, *i  •  <*>2 

+  (^o  Xi       XZ  i*  *  *2  "  2  4"  i^o       -i'i        3  •  _ 
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Alle  Formen  der  Schaar  (00)  lassen  sich  demnach  als  ganze 
rationale  Functionen  der  fünf  Formen  aj0,  a\31  aj,,  öt«>  x0xixixt 
darstellen.  Die  letzte  von  diesen  ist  dabei  auf  die  dritte  Potenz  zu 
beschränken^  da  die  vierte  Potenz  sich  mit  Hülfe  einer  leicht  aus  [\\] 
herzuleitenden  Identität  durch  die  niederen  Polenzen  ausdrücken 
lässt  •). 

Um  dieses  Ergebniss  mit  den  Resultaten  des  §  3  auch  formal 
in  volle  Ucbereinstimtnung  zu  bringen ,  hat  man  nur  noch  das 
Product  <6a:ft  durch  einen  der  Werthe 

«u  -  ««  =  «Ii  -  «!>  =  «?t  -  «il 

zu  ersetzen. 

6. 

Invariante  Flächen  (Fortsetzung). 

Stellt  man  eine  Form  F**-  ;u\  als  Summe  von  Invarianten 
dar,  so  kann  der  Ausdruck  jedes  Entwickelungsgliedes  mit  Hülfe 
der  zwischen  den  Grössen  bestehenden  Identitäten  noch  in 
mannigfacher  Weise  abgeändert  werden.  Die  hierin  liegende 
Unbestimmtheit  haben  wir  in  §  5  dadurch  vermieden,  dass  wir 
aus  jeder  Invariantenschanr  eine  kleinste  Zahl  von  Flächen 
herausgehoben  haben,  durch  die  jede  andere  nur  noch  auf  eine 
Weise  dargestellt  werden  kann.  Die  Auswahl  der  unabhängigen 
Flachen  selbst  ist  indessen  noch  in  hohem  Grade  willkürlich, 
und  das  von  uns  herausgegriffene  System  hat  nichts  Ausge- 
zeichnetes gegenüber  anderen  Systemen  von  linear-unabhängigen 
Flächen. 

Nunmehr  wollen  wir  auf  unsere  Aufgabe  ein  anderes 
Verfahren  anwenden .  das  tiefer  aus  dem  Wesen  der  Sache  ge- 
schöpft ist,  und  zugleich  zu  einfacheren  und  eleganteren  Ergeb- 

1)  Die  erste  Hälfte  des  Satzes  isl  (ohne  Beweis)  gelegentlich  bereits  von 
Herrn  Maschke  angegeben  worden  (Math.  Ann.  Bd.  30,  S.  503.)  Er  sagt,  die 
Functionen  seiner  fünf  Formen  <p,  Vi,  tpAt  x  seien  bereits  sämmt- 
liche  Invarianten  der  Gruppe,  meint  aber  nur  die  (auf  S.  123)  besprochenen 
»absoluten«  Invarianten.  Dass  er  dabei  nur  die  Schaar  (00)  und  nicht  auch 
die  Schaar  (135)  =  (246)  erhalt,  liegt  daran,  dass  er  seiner  Untersuchung 
die  auf  S.  136  erwähnte  Gruppo  von  64  Transformationen  zu  Grunde  gelegt 
hat,  statt  unserer  Gruppe  G'3a.  — 

Die  grundsätzliche  Einführung  der  Formen  (statt  der  Tetraeder- 
coordinaten)  und  der  Charaktcristikonbezeichnung  dürfte  sich  wohl  auch 
in  der  Theorie  der  von  Herrn  MAscniE  behandelten  umfassenderen  Gruppe 
als  nützlich  erweisen. 
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nissen  führt,  als  das  im  vorigen  Paragraphen  benutzte.  Wir  wollen 
nämlich  zeigen,  dass  man  eben  mit  Hülfe  jener  Relationen  eine 
jede  Invariante  in  eine  bestimmte  Form  setzen  kann,  aus  der 
alle  Mehrdeutigkeit  und  Willkür  verschwunden  ist.  Der  Salz, 
der  dies  ermöglicht,  kann  als  eine  Eigenschaft  der  Cocfficienten 
einer  orthogonalen  Substitution  ausgesprochen  werden,  w  ie  fol^t: 
Jeder  homogenen,  nicht  identisch  verschwindenden  ganzen 
Function  (a^.)  der  (homogen  geschriebenen)  Cocfficienten  a^  einer 
orthogonalen  Substitution  kann  mit  Hülfe  der  zwischen  diesen 
Grössen  bestehenden  quadratischen  Relationen  auf  eine  und  nur 
eine  Weise  eine  solche  Gestalt  erlheilt  werden ,  dass  sie  einem 
yewissen  System  von  partiellen  Differentialgleichungen  2.  0. 
genügt. 

Diese  Differentialgleichungen  gehen  aus  den  genannten  Re- 
lationen dadurch  hervor,  dass  man  jeden  Coefficienlen  aik  durch 

das  Di/ferenliationssymbol        ersetzt l). 

0(1  ik 

Dieser  Satz  ist  eine  sehr  specielle  Folgerung  eines  allge- 
meinen Princips  der  Invariantentheorie,  das  nicht  nur  den  in  §  4 
besprochenen  Salz  Clubsch's  ,  sondern  auch  eine  ganze  Reihe 
von  den  Herren  Linnemann,  Fr.  Mbyer  und  Anderen  aufgestellter 
Sülze  umspannt.  Wir  übergehen  hier  den  Beweis  der  Eindeu- 
tigkeit der  genannten  Darstellung,  und  begnügen  uns,  zu  zeigen, 
wie  eine  vorgelegte  Function  &  ;alA  !  in  der  besprochenen  Weise 
geschrieben  werden,  oder,  wie  wir  sagen  wollen,  wie  sie  in  die 
*Xormalform*  übergeführt  werden  kann. 

Um  eine  vorgelegte  Function  ^(miä-)  UHf  (^ie  Normalform  zu 
bringen,  ersetze  man  zunächst  die  (irüssen  aik  durch  die  in  §  2 
mitgetheilten  Euler 'sc/t  Ausdrücke  (S.  135).  Dadurch  verwandelt 
sie  sich  in  eine  Function  der  Veränderlichen  x,  die  symbolisch 
tj esch  rieben  werden  möge 

1)  Eine  vermöge  jener  Relationen  verschwendende  Function  der 
Grossen  aik  genügt  dagegen  niemals  allen  im  Texte  genannten  Differential- 
gleichungen. Betrachtet  man  nämlich  die  Grössen  a,*  zunüchst  als  ganz 
unabhängige  Veränderliche,  so  gilt  der  allgemeinere  Satz:  Jede  Function 
3^ kann  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  zwei  Summanden  zerlegt 
werden,  von  denen  der  erste  die  im  Text  genannten  Differentialgleichungen 
befriedigt,  während  der  zweite  verschwindet,  wenn  man  die  Grössen  nik 
durch  die  Cocfficienten  einer  beliebigen  orthogonalen  Substitution  ersetzt. 
—  Vgl.  die  demnächst  in  den  Math.  Annaion  erscheinende  Abhandlung  des 
Verfassers  »üeber  Systeme  von  Kegelschnitten.« 
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{\ ,     F*A[3r}  =  [a.rM  =  (cr0a0  -f  o.a-,  +  cr,.rt  -+-  arT, )«*  . 

Nunmehr  bilde  man  zehn  Ausdrucke  u)ik}  die  aus  den  Coeffi- 
cienten  aik  dadurch  hergeleitet  werden ,  dass  man  überall  ort 
Stelle  von  xi  schreibt. 

Ersetzt  man  sodann  in 

(2)  K.«ooH  h^a,,^ 

die  Producte  2Äten  Grades  der  Symbole  a  durch  ihre  aus  (1)  zu 
entnehmenden  Werthe,  so  wird  dieser  Ausdruck  =  21*  •  &{aik). 
Er  hat  die  Normalform ,  Ä.  er  f/enügt  identisch  den  genannten 
Differentialgleichungen. 

Bei  dem  einfachen  Beweise  und  in  unseren  ferneren  Be- 
trachtungen bedienen  wir  uns  statt  der  Bezeichnung  durch  das 
Symbol  a^  der  in  §  2  eingeführten  Bezeichnung  der  Funda- 
mentalflachen durch  drei  Indices,  und  dem  entsprechend  wollen 
wir  auch  für       ein  anderes  Zeichen  einführen. 

Dann  wirdj  wie  die  Ausrechnung  zeigt, 

i  3)  {%  X}  =  2  *,w Xikl  =  (er x)*  ,  folglich 

(4)  {21      =  (er af*  =  F**  (r  =      («AfJ  . 

Es  genügt  aber  {"sU3C}^  den  besprochenen  DilVerential- 
gleichungen,  da  zwischen  den  Symbolen  oder  2  21,^  nach 
ihrer  Definition  dieselben  quadratischen  Relationen  bestehen, 
wie  zwischen  den  Coefficionten  einer  orthogonalen  Substitution. 

Wir  sind  hiernach  im  Stande,  die  Gleichung  einer  beliebigen 
Flüche  2  Ator  Ordnung  durch  drei  Fundamentalflüchen  Xiki  so  aus- 
zudrücken, dass  sie  sogleich  in  der  Normalform  erscheint;  und 
dasselbe  gilt  von  der  Gleichung  einer  Fläche  2/,**'  Classe,  wobei 
natürlich  an  Steile  der  Grössen  oder  2  Xiki  die  Grössen 
oder  2  \\ikl  auftreten.  [§  2,  S.  435.1  Für  die  Rechnung  mit  diesen 
Ausdrücken  ist  wichtig  der  folgende  Satz,  der  als  ein  sogenann- 
tes Apolariüitstheorem  aus  der  Geometrie  eines  Raumes  von  neun 
Dimensionen  aufgefasst  werden  kann: 

Ist  {%X}X  =  {S%MXm}x  die  Normalform  einer  Flüche  Zlter 
Ordnung  F=  (aar)**,  und  ebenso  {UC}*  =  {^U^O^}*  die  Nor- 
malform einer  Fläche  2  Ator  Classe  O  =  (m/t)*^,  so  hat  die  bilineare 
Invariante 

[F,(D]  =  [an)%x 
ausgedrückt  in  den  Symbolen  dieser  Normalformen  den  Wertli 
{SO}*  =  =  [{SIS}*,  {UD}*] . 
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Der  Beweis  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Formel. 

Hiermit  haben  wir  nun  die  Grundlage  für  eine  einfache 
Darstellung  der  Reihenentwickclung  einer  beliebigen  Form  F**{.r 
oder  <Z>S*  (//)  nach  Invarianten  der  Gruppe  <!i0.    Es  gilt  näm- 
lich, als  genaues  Analogon  eines  in  §  4  ;S.  146  aufgestellten 
Satzes,  das  folgende  Theorem : 

Ist  eine  Function  der  Coefficienlen  a^u  °der  2  3fy/y  einer  ortho- 
gonalen Substitution  in  die  Normalform  (%  gesetzt,  und  wird 
sie  sodann  dadurch  in  Invarianten  der  Gruppe  Gl0  zerlegt,  dass 
man  alle  die  Producte  der  Grössen  zusammenfasst,  die  die 
nümliche  Charakteristik  haben,  so  hat  jedes  der  sechzehn  Ent- 
wichelungsglieder  von  selbst  schon  die  Normal  form. 

Der  Beweis  ist  der  auf  S.  \  46  durchgeführten  Betrachtung 
so  ahnlich,  dass  wir  ihn  hier  wohl  übergehen  können.  Bei 
Flachen  4.0.  f'4  x\  =  =  0  z.  B.  hat  man  nach  diesem 

Satze  die  Reihenentwickelung 


Der  erste  Klammerausdruck,  aus  zehn  Gliedern  bestehend, 
ist  eine  Invariante  von  der  Charakteristik  (00),  der  zweite  eine 
Invariante  von  der  Charakteristik  \\  2i,  u.  s.  w.  Jedes  Glied  genügt, 
für  sich  allein  genommen,  den  besprochenen  Differentialglei- 
chungen. —  Ein  weniger  durchsichtiges  Bildungsgesetz  haben 
die  in  die  Normalform  gesetzten  unsymbolischen  Ausdrücke.  So 
leitet  man  z.  B.  aus  (5)  die  folgende  Darstellung  aller  invarianten, 
zur  Charakteristik  (00)  gehörigen  Flächen  4.  O.  her: 


sind  hier  beliebige  Verhältnissgrössen. 

Um  noch  eine  Anwendung  der  mitgetheilten  Betrachtung  zu 
geben,  wollen  wir  die  Gleichung  der  KumiERschen  Fläche,  die 
als  Singularitätenfläche  zu  einem  invarianten  quadratischen  Com- 
plex  [mit  der  Charakteristik  ^00  ]  gehört,  auf  ihre  Normalform 


=  15«1»,XUJ  +  2  [«,„31,,,.  •  * 

+  *„.«.„■*«■ 


.6) 


(Co  +  C«  +  C,  +  Ca)  «So  +  (Co  +     —  ¥i  —  Ca)  < 

+  (Co  -  Qi  +  C,  -  Ca)  «5«  +  (Co  —  —  +  Ca)  "Ja 
+  2  <Qt  +  Qi)  oJ,  +  2  Qi  +  Qi)  al  +  2  [o,  +  <>4)  «Jf 

+  2  (Ci  -  c«)  «5«  +  2  c*  -  Qi)  «!a  +  2  (es  -  cJ  nl  • 


Co  :  Ci  :  Ci  :  Ca :  C< 
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bringen.  Die  fragliche  Gleichung  ist  in  einer  für  unseren  Zweck 
brauchbaren  Gestalt  von  Herrn  Röhn  angegeben  worden  (vgl. 
Reichardt,  Acta  Leop.  1887,  S.  395,  wo  ein  Zahlencoefficienl  ver- 
bessert ist).  Führt  man  nun  die  S.  153, 154  «ingezeigte  Rechnung 
aus,  so  kommt  man  zu  folgendem  Ergebniss : 

Die  Gleichung  der  Singulurilälcnflächc  des  Compleaoes 

(7)      ct  Xf  +  cf  A*  +  c,  A'J  +  c4  A'J  +  c,  A'J  +  c,  A'J  =  0 

/uirtd  /«  t/er  Normalform 

7//Vr  s/wrf  rfi«  Jndices  //,  /'  c/ic  e//e*  Indices,  die  i}  k,  l  zur  Ge- 
summ theit  der  Indices  1  . . .  C  ergänzen,  und  Qikl  ist  die  Summe 
der  zwanzig  Producte  c()cßcr,  in  die  jedes  einzelne  Glied  mit  dem 
positiven  oder  negativen  Vorzeichen  einzutragen  ist,  je  nachdem 
die  Charakter  ist  iiiensumme 

(135) +  + 

zu  einer  Fundamental  fläche  oder  zu  einem  Fundamentalcomplejc 
gehört  [gerade  oder  ungerade  ist). 

Der  Ausdruck  Jfi135,  der  der  Fläche  ohne  reelle  Tunkte 
.135;  =  (246)  zugeordnet  ist,  besteht  demnach  aus  lauter  posi- 
tiven Gliedern,  wahrend  die  anderen  Ausdrücke  £2ikl  zweimal 
sechs  positive  und  zweimal  vier  negative  Glieder  enthalten. 

Die  gefundene  Gleichungsform  der  KuMMER'schen  Flache 
setzt  sich  zwar  aus  einer  ziemlich  grossen  Zahl  von  Summanden 
zusammen,  hat  aber  dafür  ein  ganz  einfaches  Bildungsgesetz. 
Sie  enthalt  keine  Beziehung  mehr  zu  einem  bestimmten  Tetra- 
eder, das  man  immer  noch  auf  mehrere  Arten  würde  auswählen 
können;  die  Flüche  ist  nur  auf  das  mit  ihr  invariant  verknüpfte 
natürliche  Coordinatensystem  bezogen,  das  von  den  zehn  Fun- 
damentalflachen gebildet  wird.  Diese  selbst  sind  völlig  bestimmt, 
ihre  Gleichungen  aber  allerdings  nur  bis  auf  numerische  Fac- 
toren,  in  deren  Auswahl  man ,  auch  bei  Beschränkung  auf  die 
einfachsten  Annahmen,  immer  noch  einen  gewissen  Spielraum 
hat.  Da  wir  über  diese  Facloren  in  §  2  in  bestimmter  Weise 
verfügt  haben,  so  ist  es  nicht  zu  verwundern,  dass  in  der  Formel 
8  eine  Fläche,  die  Fläche  135;  =  (240)  ausgezeichnet  ist,  inso- 
fern sie  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Glieder  beeinflusst.  Ab- 
gesehen von  dieser  einen  überhaupt  nicht  zu  vermeidenden 


Digitized  by  Google 


Kl  MMEft'üCHE  CONFIGUHATION  UND  OETBUGONALE  SUBSTITUTIONEN,     i  57 


Unregelmässigkeit  sind  alle  Fundamcntalflüchen  in  völlig  sym- 
metrischer Weise  benutzt.    Vgl.  §  2,  S.  137.) 

Der  Ausdruck  8  genügt,  als  Function  der  Grössen  t\  be- 
trachtet, der  Differentialgleichung 

öc,      öc,      öc3      de,      oc5      oc6  ' 

ändert  sich  also  nicht,  wenn  man  ct . . .  c6  durch  c,  -f-  A ,  rä  —  A, 
c,     A,  c4  —  A,  c5  -f-  A,  ce  —  A  ersetzt. 

Da  nun  je  zwei  einander  ergänzende  Producte  cftc(7rl  und 
l'(j'cn'ci'  nu  *  demselben  Vorzeichen  gepaart  auftreten,  so  folgt, 
dass  sich  die  linke  Seite  von  8]  nur  um  einen  von  den  Verän- 
derlichen freien  Factor  ändert,  wenn  man  die  Parameter 
c4 . .  .  cG  durch  ihre  reeiproken  Werthe  ersetzt.  Beide  Bemer- 
kungen ergeben  verbunden  den  von  Herrn  F.  Klbin  aufgefun- 
denen Satz ,  wonach  alle  Complexe  der  sogenannten  confocalen 
Schaar 

\t  \t  \t  vi  Vi  V« 

+  A      c,  —  A      c,  +  A      rf  —  A      ra  +  A      r:fi  —  A  ~~* 
die  gleiche  Singularitätenflüche  haben. 

7. 

Invarianten  der  Untergruppen  von  ^„.. 

Durch  unsere  Untersuchung  haben  wir,  ohne  gerade  daran  I 
'  ausgegangen  zu  sein,  noch  eine  weitergehende  Aufgabe  gelöst, 
uämlich  die,  alle  Formen  zu  finden,  die  bei  den  Transformationen 
von  Giu  mehr  als  einen  und  weniger  als  sechzehn  wesentlich 
verschiedene  Werthe  annehmen;  mit  anderen  Worten,  wir  sind 
in  den  Stand  gesetzt,  die  Invarianten  der  Untergruppen  von  Gi6 
zu  finden. 

Denken  wir  uns  zunächst  etwa  eine  Form  F  mit  den  Ord- 
nungszahlen •_/,  m,  n-,  unter  der  Annahme,  dass  /  -j-  n  gerade 
ist,  nach  Invarianten  entwickelt,  so  wird  die  Verschiedenheit 
der  aus  F  durch  die  Transformationen  von  fj|0  hergeleiteten 
Formen  nur  daher  rubren  können,  dass  die  einzelnen  Ent- 
wickelungsglieder  bei  einer  oder  einigen  Transformationen  von 
G,  8  nicht  alle  denselben  Factor  erhalten.  Unsere  Charakter^tiken- 
bezeichnung  setzt  uns  aber  in  den  Stand,  alle  Invariantenschaaren 
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von  vorn  herein  zu  übersehen,  die  bei  einer  gegebenen  Trans- 
formation (//•  den  gleichen  Factor  annehmen.  Eine  Summe  von 
Formen  dieser  Schaaren  ist  eine  Invariante  der  aus  den  zwei 
Transformationen  (00; ,  [ik]  bestehenden  Untergruppe  von  GiC\ 
und  es  ist  klar,  wie  man,  für  den  Fall  eines  geraden  Werthes 
von  /  +  n,  die  Invarianten  aller  Untergruppen  von  dadurch 
bestimmen  kann,  dass  man  mehrere  der  so  gefundenen  Formen- 
schaaren zum  Durchschnitt  bringt. 

Die  Gruppe  enthalt  überhaupt  nur  wenige  Untergruppen: 
Fünfzehn  Gruppen  gebildet  von  zwei  Transformationen,  fünfzehn 
den  Fundamentaltetraedern  entsprechende  Gruppen  von  vier 
Transformationen,  zweimal  zehn  weitere  Gruppen  vom  Grade 
vier,  die  den  Erzeugenden-Schaaren  der  Fundamentalflächen 
entsprechen,  endlich  fünfzehn  Gruppen  vom  Grade  acht. 

Wir  stellen,  die  umgekehrte  Reihenfolge  innehaltend,  die 
Invarianten  aller  dieser  Gruppen  in  je  einem  typischen  Beispiel 
auf,  indem  wir  die  einzelnen  Invarianten-Schaaren  von  Gi6  durch 
ihre  Charakteristiken  bezeichnen,  und  durch  deren  Einschliessung 
in  Klammern  andeuten,  wie  die  Invarianten  der  Untergruppen 
aus  ihnen  abzuleiten  sind.  Jede  der  aufgezählten  symbolischen 
Summen  kann  als  ein  kurzer  Ausdruck  für  die  Reihenentwicke- 
lung einer  Grundform  F  angesehen  werden,  die  nach  Invarianten 
der  gerade  besprochenen  Untergruppe  von  (716  fortschreitet. 
Die  Anzahl  der  Glieder  ist  immer  gleich  dem  Grade  der  Gruppe. 


|  ;00),  (42),  (34),  (36),  t36),  (45),  (46),  ;56) 

(/  +  2m  +  n  =  0  mod.  4) 
[(00) +  (««)] 

+  [113,  +  23  ]  +  [      +  (24)]  +  [(18)  +  l25j]  +  [i«6j  +  1*6)] 
+  [(34)  +  156)]  +  [(35)  4-  (*6)]  +  [(30)  4-  (45)] 
(/+2»i4-n  =  2  mod.  4) 

[(<)  +  («)] 

4-  [1.3:  +  123)] +  [4) 4-  ;«4!]  +  [5  +  «25)]  4- [(6)  +  (4M)] 
4-  [  434  +  234,]  4  [('35;  +  (235,]  +  [(436)  4-  (236J  . 
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IL 


(00),  (35),  (51),  (13) 


(/  +  2w  +  n  =  0  mod.  4) 
[00)  +  {84)  +  (46)  +  (62)] 
+  [(35) +  (12) +  (4  4) +  (4  6)] 
+  [  511  +  (32)  +  (34)  +  (36  ] 
+  [(4  3)  +  (52)  +  (54)  +  (56)] 
f/  +  2ffi  +  ?t  =  2  mod.  4) 
[2  +   (*)  +  (6)  +(246)] 
+  [(1)  +  (146)  +  (462)  +  l424)] 
+  [3; +  .346) +  (362] +  (324i] 
+  (5;  +  ,546)  +  562)  +  (524)] 

III. 


(00),    12),  (34),  (56) 


/  +  2  m  +  » 
00  +  42; 
+  [35,  +  36) 

-t-  [51  +-  52) 
+  [13)+  14) 
(/  +  2m  +  n 
[  435;  +  i436) 

+  [  w'  +  'w 

+  [  (3)  +  (4) 

+  [  (»:  +  :6) 


=  0  mod.  4 
+  (34;  +  56  ] 
+  (45)  +  (46)] 
+  (64)  +  (62)] 
+  23  +  24)] 
=  2  mod.  4) 
+  (4  45) +  (446)] 
+  (434  +(456)] 
+  (356) +  (342)] 
+  (54  2) +  (534)] 


IV. 


i00s 


42 


(/  +  2  m  +  n  =  0  mod.  4) 
[  00  +  14  2;  +  34 1  +  35  +  36;  +  45)  +  i46.i  +  56;] 
+  [13  +  14;+  15  +  16  +  23  +  24  +  25  +  :26;] 

'  (/  +  2  m  +  n  =  2  mod.  4 
[1  +  (2  +  134  +  135  +  136)+  145; +  (146) +  (156)] 
+  [A  +  V  +   A   +    6    +  J  23)  +124:  +  (1 25,  +  -4  26;] 

i 
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Hiernach  sind  noch  übrig  die  Invarianten,  die  einem  unge- 
raden Werthe  von  /-f-  n  entsprechen.  Solche  gibt  es  aber  in  den 
Fallen  I  und  II  überhaupt  nicht  (vgl.  §  3,  S.  138).  In  den  Fällen 
III  und  IV  sind  sie  vorhanden.  Den  Fall  III  haben  wir,  allerdings 
unter  der  besonderen  Annahme  in  =  n  =  0,  bereits  in  §  5  be- 
handelt; die  dort  festgehaltene  Beschränkung  kann  aber  leicht 
aufgehoben  werden.  Der  Fall  IV  endlich  bietet  gegenüber  den 
allgemeinen  Betrachtungen  des  §  1  überhaupt  kein  besonderes 
Interesse  dar.  — 

Wir  haben  in  der  durchgeführten  Untersuchung  zur  Unter- 
scheidung der  einzelnen  Invariantenschaaren  zwei  verschiedene 
Charakteristikenbezeichnungen  verwendet,  je  nachdem  die  Zahl 
/  -f-  2  m  +  n  =  2  oder  =  0  mod.  4  war.  Man  kann  indessen 
noch  andere  Standpunkte  einnehmen,  von  denen  aus  sich  eine 
gleichförmige  Charakteristikenbezeichnung  für  beide  Fülle  dar- 
bietet. 

Man  wird  nümlich  durch  verschiedene  geometrische  Be- 
trachtungen dahin  geführt,  als  einfachstes  Raumelement  unter 
Umstünden  nicht  den  Punkt  oder  die  Ebene,  sondern  ein  Paar 
solcher  Gebilde  anzusehen,  die  sich  in  der  dualistischen  Trans- 
formation eines  Polarsystenis  oder  eines  Nullsystems  entsprechen. 
Dann  wird  die  dualistische  Transformation  des  Polarsystems  oder 
des  Nullsystcms  selbst  als  nicht  wesentlich  verschieden  von  der 
identischen  Transformation  betrachtet,  und  es  kommt  daher  der 
Unterschied  zwischen  collinearen  und  dualistischen  Transforma- 
tionen und  Figuren  überhaupt  ganz  in  Wegfall:  Object  der  For- 
mentheorie sind  nur  noch  Formen  mit  zwei  Arten  von  Verän- 
derlichen, deren  eine  der  Figur  eines  Punktes  und  seiner  Polar- 
ebene iNullebene  entspricht,  während  die  andere  zwei  in  dem 
Polarsystem  Nullsystem  einander  zugeordnete  Gerade  bedeutet. 

Wenden  wir  dies  an  auf  die  Theorie  der  Gruppe  (»',,.,  so 
können  wir  zunächt  die  dualistische  Transformation  einer  der 
zehn  Fundamentalflächcn ,  etwa  der  Fläche  (135  =  246  der 
identischen  Transformation  zuordnen ;  mit  anderen  Worten :  wir 
können  die  bisher  mit  und  bezeichneten  Grössen  identifi- 
ciren.  Wir  haben  dann  alle  unsere  Charakteristiken  nur  noch 
nach  dem  Modul  v  1 3 5  =  246  zu  nehmen,  und  erhalten  so  für 
die  10  Fundamentalflächen  und  die  6  Fundamentalcomplexe 
eine  neue  Bezeichnung: 
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«oo :  (00) 

gu:(12)  alf:(32)  «1S  :  (52) 
a4l:(44)       alt:(34)       a„ :  (54) 

"si:(<6)  «s*  :  (36)  «S,:(5C) 
Xt:(35)  Xs:(51)  X5:{13) 
A4  :  (46)        A4 :  (62)        Xü :  (24) 

Diese  Charakter  istikenbezeichung  ist,  wenn  man  von  den  Re- 
alitätsverhaltnissen absieht,  eine  von  zehn  gleichberechtigten  Arten 
der  Bezeichnung  !). 

Zweitens  können  wir  etwa  die  dualistische  Transformation 
J  der  identischen  Transformation  zuordnen,  indem  wir  die 
Grössen  «0,  uK ,  ws,  u,  identiüciren  mit  xit  —  xü ,  x9 ,  —  a:s . 

So  entsteht  eine  von  sechs  gleichberechtigten  Charakteristiken- 
bezeichnungen durch  zwei  Indices ,  bei  der  der  Complex  Xt  =  0 
die  Charakteristik  ;00j.  jeder  andere  Complex  Xj  =  0  die  Charak- 
teristik 1  j>  und  die  Flache 3E,A.^=  0  die  Charakteristik  [kk\  erhält. 

Nimmt  man  eine  dieser  neuen  Charakteristikenbezeichnungen 
an,  so  vereinfachen  sich  die  auf  S.  158  und  S.  159  entworfenen 
Tafeln  I,  II,  III,  IV,  indem  nun  die  Unterscheidung  der  beiden 
Falle  /  +  2  m  +  n  =  0,2  mod.  4  überflüssig  wird. 


In  ähnlicher  Weise,  wie  es  hier  bei  der  Gruppe  Gi6  gi 
schehen  ist,  kann  man  überhaupt  aus  den  Invarianten  einer 
Gruppe  die  zu  denselben  Ordnungszahlen  gehörigen  Invarianten 
ihrer  Untergruppen  herleiten,  wenn  eine  dem  Satz  IV,  §  1  ent- 
sprechende Reihenentwickelung  vorhanden  ist,  in  der  das  letzte 
(dort  mit  t\  bezeichnete)  Glied  fehlt. 

Für  alle  Gruppen  aber,  auf  die  der  Satz  IV  überhaupt  an- 
wendbar ist  —  vielleicht  also  für  alle  endlichen  Gruppen  von 
getrennten  linearen  Transformationen  —  ergibt  sich  eine  Ein- 
schränkung der  Hauptaufgaben  der  Formentheorie.  Man  braucht, 
wenn  es  sich  um  eine  solche  Gruppe  handelt,  nicht  bei  der  Re- 
duetion  beliebiger  Grundformen  auf  Normalformen  stehen  zu 
bleiben,  sondern  es  gentigt,  Invarianten  der  Gruppe  zu  be- 
trachten und  ausserdem  solche  Normalformen,  die  zu  allen  In- 
varianten mit  den  dualistisch  entsprechenden  Ordnungszahlen 
conjugirt  sind.  • 

Marburg,  den  2.  April  1892. 


1)  Vgl.  Staude,  Math.  Ann.  Bd.  84,  S.  300. 
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G.  Scheffers,  Verzerrung  bei  perspectiver  Abbildung  ebener 
Figuren.  Vorgelegt  v.  d.  w.  Mitgliede  A.  Mater.  Mit  5  Figuren. 

Die  Untersuchung  der  Verzerrungen  perspectiver  Zeich- 
nungen bietet  im  einfachsten  Fall  der  Abbildung  ebener  Gebilde 
mancherlei  Anregendes.  Zweck  dieser  Zeilen  ist,  auf  rein  syn- 
thetischem Wege  einige  hierauf  bezügliche  Satze  zu  entwickeln. 

Zunächst  seien  einige  Bezeichnungen  als  feststehend  einge- 
führt: Das  Projectionscentrum  heisse  0,  die  Bildtafel  T,  die  ab- 
zubildende Ebene  E,  ihre  Spurlinie  s  und  ihre  Fluchtlinie  f. 
Den  Hauptpunkt,  d.  h.  den  Fusspunkt  des  Lotes  von  0  auf  T, 
bezeichne  ich  mit  //,  die  Distanz  OH  mit  d  und  die  Projection 
eines  beliebigen  Punktes  P  der  Ebene  E  auf  die  Tafel  T  mit  P'. 
Die  vorkommenden  Strecken  sollen  immer  absolut,  ohne  Rück- 
sicht auf  das  Vorzeichen  angenommen  werden. 

Sind  nun  die  Ebenen  T  und  E  durch  das  Gentrum  0  per- 
spectiv auf  einander  bezogen,  so  wird  diese  Beziehung  be- 
kanntlich nicht  gestört,  wenn  die  Ebene  E  um  die  Spurlinie  s 
und  gleichzeitig  das  Centrum  0  —  und  zwar  um  denselben 
Winkel  nach  derselben  Richtung  hin  —  um  die  Fluchtlinie  f 
gedreht  wird.  Insbesondere  kann  man  diese  räumlich  ver- 
mittelte Zuordnung  durch  eine  ebene  ersetzen ,  wenn  man  die 
Ebene  E  durch  Drehung  um  s  ganzlich  in  die  Tafel  T  hinein- 
klappt, wobei  O  gleichzeitig  in  einen  Punkt  0,  der  Tafel  über- 
geht. Man  construirt  0{  sehr  einfach  (siehe  Fig.  \):  Er  liegt 
zunächst  auf  dem  Lote  von  H  auf  /,  das  /  in  Q  treffe.  Durch  // 
wird  die  Parallele  zu  /'  gezogen,  auf  ihr  von  H  aus  die  Distanz  d 

abgetragen,  etwa  bis  0,  und  darauf  um  Q  der  Kreis  mit  dem 
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Radius  QO  geschlagen.  Er  schneidet  IIQ  in  dem  gewünschten 
Punkte  Or   Es  giebt  noch  einen  zweiten  Schnittpunkt  04,  der 


der  Umklappung  der  Ebene  E  in  die  Tafel  in  entgegengesetztem 
Sinne  zugehört. 

Durch  die  Umklappung  geht  ein  Punkt  P  von  E  in  einen 
Punkt  PK  über,  der  in  T  liegt.  Die  zugehörige  Projection  P'  findet 
man  dadurch ,  dass  man  irgend  eine  Gerade  gK  durch  PK  zieht, 
die  s  in  ihrem  Spurpunkte  S*  trifft,  zu  ihr  die  Parallele  durch  Ot 
legt,  die  f  in  ihrem  Fluchtpunkte  F  trifft,  und  endlich  SFmit 
dem  Projcctionsstrahl  0K  Pt  in  P'  zum  Schnitt  bringt. 

Wir  werden  künftig  zum  Theil  in  der  umgeklappten  Ebene  E, 
die  wir  jetzt  E4  nennen,  und  die  mit  T  zusammenfallt,  anstatt  in 
der  ursprünglichen  Ebene  E  operiren.  Dabei  bezeichnen  wir  in 
E,  gelegene  (also  umgeklappte)  Gebilde  durch  angehängten 
Index  \ . 

Zwei  Geraden  gt  und  <y,  von  E,  bilden  einen  Winkel,  der 
gleich  dem  Winkel  FOF  ist,  den  ihre  Fluchtpunkte  Fund  F  in 
0,  bestimmen,  denn  es  ist  0,  /•'  ||  gt ,  0K  F  \\  y\ . 

lhtk-phya.  CUa««.  1801  \% 
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Schneiden  sich  die  Geraden  in  Pt1  und  ist  P'  die  Projection 

von  />,,  so  bildet  sich  dieser  Winkel  ab  als  Winkel  FP'F  Er 
ist  dem  Originalwinkel  daher  nur  in  zwei  Fallen  gleich :  Liegen 

P'  und  0{  auf  derselben  Seite  von  /',  so  muss  P(){  FF  ein  Kreis- 
viereck sein ,  liegen  P'  und  Ot  auf  verschiedenen  Seiten  von  f, 
so  muss  —  da  Ot  Spiegelpunkt  von  04  hinsichtlich  f  ist  —  das 

Viereck  P'()tFF  ein  Kreisviereck  sein.  Es  muss  also  jedesmal 
P'  auf  dem  Kreise  liegen,  der  durch  die  beiden  Fluchtpunkte  F 

und  F  sowie  durch  denjenigen  Punkt  Ot  bez.  04  geht,  der  auf 
derselben  Seite  von  f  liegt  wie  P' . 

Lassen  wir  P'  diesen  Kreis  durchlaufen,  so  ist  der  Winkel 

FP  F  stets  dem  Originalwinkel  gleich.  Dabei  wird  in  Wirklich- 
keit die  Gerade  g{  wie  die  Gerade  g\  parallel  verschoben,  da 

ihre  Fluchtpunkte  Fund  /«'fest  angenommen  werden.  Also: 

Wird  in  der  Ebene  E  ein  Winkel  beständig  parallel  mit  sich 
und  zwar  derart  bewegt,  dass  sein  perspectives  Bild  ihm  immer 
gleich  an  Grösse  ist,  so  beschreibt  die  Projection  seines  Scheitels 
einen  kreis. 

Da  nun  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Ebenen  E  und 
T  eine  durchaus  gegenseitige  ist,  so  folgt,  dass  die  Bahn  des 
Scheitels  auch  in  der  Ebene  E  ein  Kreis  ist.  Dieser  Kreis  proji- 
cirl  sich  demnach  wieder  zum  kreis.  Wir  haben  eben  den  be- 
kannten Fall  des  Wechselschnittes  vor  uns. 

Ferner  folgt:  In  jedem  Punkte  der  Ebene  giebt  es  unendlich 
v  iele  Winkel,  die  sich  in  wahrer  Grösse  projiciren,  insbesondere 
stets  einen  und  im  Allgemeinen  nur  einen  rechten  Winkel,  dessen 
Projection  wieder  ein  Rechter  ist.  Zwei  Punkte  der  Ebene  haben 
jedoch  die  Eigenschaft,  dass  jeder  Winkel,  dessen  Scheitel  in 
einem  der  Punkte  liegt,  im  Bilde  die  wahre  Grösse  behalt.  Es 
sind  dies  die  Punkte  UK  und  Ui  von  E,  die  sich  in  die  Punkte  0{ 
und  04  abbilden.  Es  sind  also  die  Schnittpunkte  der  Ebene  E 
mit  den  beiden  vom  Centrum  O  ausgehenden  Strahlen,  die  mit 
E  und  T  gleiche  Winkel  bilden ,  d.  h.  die  auf  den  Halbirungs- 
ebenen  der  von  E  und  T  gebildeten  Raumwinkel  senkrecht  stehen. 


Wir  gehen  nun  zu  unendlich  kleinen  Winkeln  über:  Rücken 
die  Geraden  gi  und  gi  einander  sehr  nahe,  so  gilt  dasselbe  von 

ihren  Fluchtpunkten  F  und  F.  Der  sehr  kleine  von  o4  und  g{  ge- 
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bildete  Winkel  bleibt  im  Bilde  ungeiindert,  wenn  P'  mit  dem 
auf  derselben  Seite  von  f  wie  P'  liegendem  Punkte  Ot  bez.  Ot 

—  sagen  wir  mit  ö4  —  auf  einem  Kreise  durch  F  und  F  gelegen 
ist.  Wird  der  Winkel  infinitesimal,  so  berührt  der  Kreis  die 
Fluchtlinie  f  in  F. 

Suchen  wir  also  in  einem  Punkte  P'  die  Richtung  P' F  der 
Schenkel  eines  infinitesimalen  Winkels  mit  dem  Scheitel  P\  der 
seinem  Originale  gleich  sein  soll ,  so  müssen  wir  F  bestimmen 
als  Berührpunkt  eines  der  Kreise  durch  P'  und  04  mit  f.  Es 
giebt  im  Allgemeinen  zwei  solche  Berührpunkte. 

Es  giebt  daher  in  jedem  Punkte  P  der  Ebene  E  zwei  Rich- 
tungen derart,  dass  ein  Winkel,  der  P  zum  Scheitel  hat,  und 
dessen  beide  Schenkel  einer  dieser  Richtungen  infinitesimal  be- 
nachbart sind,  im  Bilde  seine  wahre  Grösse  behalt  (natürlich 
bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung).  Jedem 
Punkte  P  der  Ebene  E  sind  hierdurch  zwei  »Richtungen  ohne 
Winkelverzerrung  <f  zugeordnet.  Geht  man  beständig  einer  der- 
selben nach,  so  beschreibt  man  eine  Curve.  Diese  Curve  hat 
dann  die  Eigenschaft ,  dass  ihr  Gontingenzwinkel  Uberall  in 
wahrer  Grösse  abgebildet  wird ,  dass  also  zwei  beliebige  Tan- 
genten der  Curve  im  Bilde  denselben  Winkel  einschliessen  wie 
im  Original. 

Die  Art  dieser  Curven  ist  leicht  zu  erkennen: 

Es  mögen  nämlich  in  Fig.  2)  Pf  und  P'  im  Bilde  T  benach- 
barte Punkte  der  Curve 
sein,  sodass  die  Tan-  *3 
gentc   P' F   von  P' 

durch  P'  geht.  Die 

Tangente  in  P'  habe 

den  Fluchtpunkt  F. 
Alsdann  liegen ,  wie 

wir  wissen,  F,  F,  P' 
und   Ot    auf  einem 

Kreise,  da  ^$FP'F 
seinem  Originale  gleich 
sein  soll.    Mithin  ist 

auch  ^  0%FP'  =  OtFP'.  Die  Curventangente  P'F  bildet 
somit  bestandig  denselben  Winkel  mit  der  Geraden  von  04  nach 
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ihrem  Fluchtpunkt  F.  Daher  wird  die  abgebildete  Curve  ein- 
gehüllt durch  den  freien  Schenkel  eines  starren  Winkels  //, 
dessen  Scheitel  f  durchläuft .  während  sein  anderer  Schenkel 
beständig  durch  Oi  geht.  Legt  man  insbesondere  k'  in  Q  an  04() 
an,  soergiebt  sich  eine  Tangente  /',  die  besondere  Bedeutung  hat. 
Schneidet  sie  nämlich  eine  beliebige  Tangente  r  .  die  f  in  F 
treffe,  in  7",  so  ist  ^.O,  Fr==A'=  <$.OtQT\  d.h.  04,  Q,  F,V 
liegen  auf  einem  Kreis.  Da  aber  ^04  (>/•'=  \  R  ist,  so  gilt  das- 
selbe von  ^f.(\T'F.  Mit  anderen  Worten: 

Die  gesuchte  Curve  wird  eingehüllt  vom  freien  Schenkel 
eines  rechten  Winkels,  dessen  Scheitel  sich  auf  einer  beliebigen 
Geraden  f  durch  Q  hinbewegl,  wahrend  sein  anderer  Schenkel 
beständig  durch  f)t  geht.  Eine  solche  Curve  ist  aber  bekanntlich 
eine  Parabel  mit  der  Schciteltangente  t'  und  dem  Brennpunkt  Ot. 

Nun  wissen  wir.  dass  durch  jeden  Punkt  P'  zwei  solche 
Cnrven  gehen.  In  der  That  giebt  es  stets  zwei  Parabeln  durch 
P',  die  O,  zum  Brennpunkt  haben  und  deren  Scheitelt^ngenten 
durch  {)  gehen.  Liegt  P'  auf  der  andern  Seite  von  f,  so  tritt  O, 
an  die  Stelle  von  Ot . 

Also  haben  wir  erkannt: 

Ks  gieht  in  der  Elten e  E  eine  Sehaar  von  Curven,  deren  Con- 


lingenzwinkel  im  Bilde  T  die  OriginalgrUsse  haben.  Die  Gesammt- 
heit  dieser  Curven  bildet  sieh  ab  als  die  Schaar  aller  Parabeln, 
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die  Ot  oder  0%  zum  Brennpunkt  haben  und  deren  Scheiteltangenten 
durch  Q  gehen.  Durch  jeden  Punkt  gehen  zwei  reelle  Parabeln 
der  Schaar.    Siehe  Fig.  3.) 

Da  die  Beziehung  zwischen  den  Ebenen  E  und  T  wechsel- 
seitig ist,  so  folgt  auch  sofort: 

Diese  Curven  sind  auch  im  Originale  Parabeln.  Sie  haben 
in  der  Ebene  E  zu  Brennpunkten  einen  der  beiden  früher  erwähn- 
ten Punkte  h\  und  t/a,  in  denen  E  von  00K  und  00t  getroffen 
wird,  und  zu  Scheiteltangenten  die  Geraden  durch  den  Mittelpunkt 
von  UtUt. 

Sind  g'  und  g  zwei  Geraden  in  T,  die  denselben  Winkel 
bilden  wie  die  Geraden  g  und  g  der  Ebene  E,  deren  Projectionen 
sie  sind ,  so  muss  —  wie  bemerkt  —  ihr  Schnittpunkt  P'  mit 

ihren  Fluchtpunkten  F  und  F  auf  einem  Kreise  durch  0%  bez. 
04  —  sagen  wir  durch  04  —  liegen.   Daraus  folgt ,  dass  die 

Fusspunkte  V  und  V  der  Lote  von  04  auf  g'  und  g'  auf  einer 
Geraden  durch  Q  liegen.    Denn  es  liegen  0t,  T\  F,  Q  ebenso 

wie  0%}  7",  F,  Q  je  auf  einem  Kreise.  Also  ist 

<$OxQT  =  ^f.OtFT'  , 
<3.0tQV  =  ^.OiFf  , 

wahrend  die  rechtsstehenden  Winkel  gleich  sind  als  Periperie- 

winkel  über  0tP'  im  Kreise  durch  Os,  P\  F,  F.  Die  Punkte 

Q}  T  und  f'  liegen  also  wirklich  auf  einer  Geraden,  und  es  sind 

g'  und  g'  Tangenten  einer  der  oben  besprochenen  Parabeln. 
Somit  folgt : 

Bilden  zwei  Geraden  im  Bilde  denselben  Winkel  wie  im  Ori- 
ginal, so  müssen  sie  beide  Tangenten  einer  der  besprochenen  Pa- 
rabeln und  zwar  ein  und  derselben  Parabel  sein. 

Die  Aufgabe: 

In  der  Perspective  ein  Dreieck  zu  zeichnen,  das  seinem  Ori- 
ginal ähnlich  ist, 

ist  hiermit  sofort  gelöst  (siehe  Fig.  3):  Jedes  Tangenten- 
dreieck einer  der  besprochenen  Parabeln  ist  ein  solches,  und 
ausser  ihnen  giebt  es  keine.  Aus  einem  bekannten  Parabelsalze 
folgt  also  : 

Ein  Dreieck  hat  im  Bilde  dann  und  nur  dann  seine  wahre 
Gestalt,  wenn  der  ihm  umschriebene  Kreis  durch  Oi  oder  0t  geht 
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und  die  Fusspunkte  der  Lote  von  Ot  bez.  Ot  auf  seine  Seiten  auf 
einer  Geraden  durch  Q  liegen. 

Die  Winkel  eines  Polygons  in  der  Ebene  E  werden  nur 
dann  nicht  verzerrt,  wenn  seine  Seiten  slimmtlich  Tangenten 
einer  der  Parabeln  sind.  Da  alsdann  seine  Diagonalen  sicher 
nicht  Tangenten  derselben  Parabel  sein  können,  so  schliessen  wir: 

Fin  Polygon  mit  mehr  als  drei  Seiten  kann  niemals  mit  sich 
selbst  ähnlich  abgebildet  werden. 

Es  giebt  also  auch  keine  Ourve,  die  ihrem  Bilde  überall  in 
entsprechenden  Punkten  ähnlich  wäre. 

Bekanntlich  Ittsst  sich  ein  Kreis  wieder  als  Kreis  abbilden, 
dabei  sind  jedoch  entsprechende  Stücke  einander  nicht  ähnlich, 
wohl  aber  die  Kreise  im  Ganzen  genommen. 


Suchen  wir  jetzt  die  Curven,  längs  deren  die  Contingcnzwinkel 
die  grösste  Verzerrung  erfahren. 


Es  sei  (in  Fig.  4)  P'  irgend  ein  abgebildeter  Punkt ;  durch 
ihn  seien  zwei  infinitesimal  benachbarte  Geraden  g'  und  g'  mit 


f 
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den  Fluchtpunkten  F  und  F  gezogen.    In  Wirklichkeit  bilden 

dann  g  und  g  den  Winkel  F(){  F1  der  mit  d  <p  bezeichnet  werde, 

während  ihr  Winkel  im  Bilde,       FP'F,  gleich  </</>'  sei.  Fällt 

man  von  F  auf  Ot  F  und  P'  F  die  Lote  mit  den  Fusspunkten  A 
und  ß,  so  ist: 

A  F  =  0,  Fdtp  ,       /i  F  =  #»'  F(/r/)'  , 

;» Iso 

sin  OtFF=^  =  °<'^,     sin /'FF 

FF        FF  FF 

Das  Lot  von  Pf  auf  /*  habe  den  Fusspunkt  /f.  Da  jetzt  bis  auf 
unendlich  kleine  Grössen: 

•lnO,?F=^  ,     sin  P'FF  = 

ist,  so  folgt  also: 

0,<?     0,F  ,  P"«      P'F  .  , 

sodass  kommt: 

rfy'     0,  F4  PVK 
t/'y  "~  P'  F*  '  Ö4Ö  " 

Lassen  wir  F  auf/'  entlang  laufen,  so  variirt  dies  Vcrhalt- 

niss.   Weil  P'  H  und  0.  Q  ungeändert  bleiben,  so  erreicht  {\(f 

u  (p 

mithin  ein  Maximum  oder  Minimum  —  ohne  Rücksicht  auf's 

0  F 

Vorzeichen  —  überall  da,  wo  der  Bruch  -~  ein  Maximum  oder 

PI 

0  F 

Minimum  annimmt.  Dies  ist  da  der  Fall,  wo  sich  der  Bruch  ~rp 

bei  infinitesimaler  Aenderung  von  F  nicht  ändert,  also  da,  wo 
für  den  benachbarten  Punkt  F  auf  f: 

0{F  __0{F 
~p'  p~~~  P'F 

oder 

P'F:  P'F=  04  F:  0K  F 
ist.   Die  Punkte  P'  und  0,  liegen  folglich  dann  auf  der  Curve 
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aller  Punkte,  deren  Abstandsverhültniss  von  F  und  F  einen  ge- 
wissen constanten  Werth  hat,  d.  h.  auf  einem  Kreis,  dessen 

Mittelpunkt  auf  FF  oder  f  gelegen  ist.  Da  dieser  Kreis  durch 
V  und  0{  geht,  ist  er  leicht  zu  construiren :  Sein  Mittelpunkt  M 
ist  der  Schnittpunkt  von  f  mit  dem  Mittellote  von  0,  P'.  Er  trifft 

f  in  den  Punkten  F,  für  die  -ß-  ein  Maximum  oder  Minimum  er- 

'  dep 

reicht.  Diese  Punkte  mögen  »S(  und  St  heissen. 

Suchen  wir  die  Curven,  längs  deren  die  Contingenzwinkel 
am  meisten  verzerrt  werden ,  so  haben  wir  also  von  /*'  aus  be- 
ständig einer  der  beiden  zugeordneten  n  Richtungen  grösster 
Winkelzer zerrung «  P'  S{  oder  P'S4  nachzugehen.  Dabei  be- 
schreiben wir  eine  Curve.  Weil  ö,  Spiegelpunkt  von  01  hin- 
sichtlich f  ist ,  so  halbiren  die  Gurventangenten  P' St  und  P' St 
die  von  P'Oi  und  P'()t  gebildeten  Winkel. 

Die  gesuchten  Curven  sind  demnach  Ellipsen  und  Hyperbeln 
mit  den  Brennpunkten  0{  und  (\ .   Da  die  Beziehung  zwischen 

den  Ebenen  T  und  E  wechselseitig  ist  und  ^  ein  Maximum 

oder  Minimum  erreicht,  wenn  -~  ein  Minimum  oder  Maximum 

ü(p 

erreicht,  so  folgern  wir : 

Es  giebt  in  der  Ebene  E  eine  Schaar  von  Curven,  längs  deren 
die  Contingenzwinkel  überall  die  grösstmögliche  Verzerrung  er- 
fahren. Es  sind  dies  alle  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  mit 
den  Brennpunkten  Ui  und  Ut.  Sie  bilden  sich  wieder  als  confo- 
cale  Ellipsen  und  Hyperbeln  ab  und  ihre  Brennpunkte  UK  und  Ut 
als  die  Brennpunkte  Ox  und  ö,  der  Bildcurven. 


Es  ergab  sich  oben  als  das  Verhältniss  des  abgebildeten 
Winkels  dtp'  zum  Originalwinkel  dep  der  Ausdruck: 

dip'  _0{F*  P'R 
"dtp  ~~  P'F*  '  0XQ  ' 

Hierbei  war  P'  der  Scheitel  von  dep',  F  der  Fluchtpunkt  eines 
der  infinitesimal  benachbarten  Schenkel  dieses  Winkels  und  R 
der  Fusspunkt  des  Lotes  von  /*'  auf  f. 

Anstatt  nun  die  Curven  ohne  Winkel  Verzerrung  oder  die 
Curven  grösster  Winkelverzerrung  aufzusuchen,  können  wir  uns 
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noch  ein  anderes  auf  die  Winkelverzerrung  bezügliches  Problem 
stellen: 

Halten  wir  P'  fest ,  wahrend  F  auf  f  sich  entlang  bewegt, 

so  wird  sich  -~  ändern.  Tragen  wir  bestandig  den  Werth  dieses 

Verhältnisses  auf  P'F  von  P'  aus  auf,  so  erhalten  wir  eine  Curve, 
deren  Radien vectoren  von  P'  aus  ein  Bild  geben  von  der  Art 
der  Verzerrung  nach  den  verschiedenen  von  P'  ausgehenden 
Richtungen  hin.  Wir  können  diese  Curve  die  Winkelverzerrungs- 
curve  für  den  Scheitel  P'  nennen. 

P'F 

Es  ist  jedoch  zweckmassig,  zunächst  nur  die  Grösse  ^  =  (/ 
auf  den  Radienvectoren  von  P'  aus  abzutragen.  Alsdann  ist : 

P'H 

und  hier  ist  bei  festem  P'  der  Factor        constant.  q'  lüsst  sieh 

leicht  construiren :  Nachdem  wir  eine  beliebig  gewählte  Längen- 
einheit auf  ()KF  von  Oi  aus  abgetragen  haben  bis  A,  ziehen  wir 
durch  A  die  Parallele  zu  0{P',  die  P'F  in  )'  schneide.  Dann  ist: 

P'V  P'F 
0,A'  ~0,F  ' 

also,  da  P' X  die  Einheit  ist: 

P'  Y'  =  q'  . 

Der  Ort  von  A'  ist  ein  Kreis  um  Or  Der  Ort  von  Y"  ist  also  hier- 
nach eine  zu  diesem  Kreise  affine  Figur,  d.  h.  eine  Ellipse.  ^Vgl. 
Fig.  4.1  Ihre  Axenrichtungen  sind  die  Richtungen  grösster 
Winkelverzerrung,  daher  liegen  die  Axen  auf  den  oben  constru- 
irten  Geraden  P'  St  und  P'  St1  die  ja  in  der  That  auf  einander 
senkrecht  stehen.  Tragen  wir  nun  auf  der  Geraden  P'F  die 
reciproken  Werthe  der  Quadrate  der  Radienvectoren  der  Ellipse 

P'R 

noch  multiplicirt  mit  -—  ab,  so  ergiebt  sich  die  gewünschte 

Winkelverzerrungscurve,  eine  Curve  vierten  &rades  mit  P'  als 
Mittelpunkt. 
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Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Sireckenverzerrung. 
In  der  umgeklappten  Ebene  E  wird  ein  Punkt  P{  ange- 
nommen ,  dessen  Projection  V  sei.  Ferner  legen  wir  durch  P, 
ciue  Gerade  g{ ,  die  s  in  dem  Spurpunkt  S  treffe.  Ihren  Flucht^ 
punkt  nennen  wir  F.  Ff  P\  S  liegen  auf  der  Projection  g'  von  gr 
Fig.  4.)  Von  P,  aus  tragen  wir  eine  infinitesimale  Strecke  ds  auf 
gi  ab  und  bestimmen  ihre  Projection  ds',  indem  wir  die  Gerade 
von  O,  nach  dem  Endpunkte  von  ds  mit  P'S  zum  Schnitte 
bringen.  Alsdann  ist  offenbar: 

d  s'  sin  S  P'  P,  _  0,  P' 
dsa'vaSPiP'  ~~  0,  l\ 

oder,  da : 

sin  S  P'  P{  __  sm()i  P' F  _  (\F 
sin    P{  P'  ~~  sin  P'  Ot  F  ~~  P'  F 

M_P'F  0^1* 
ds  ~~  0KF'  OiPi 

Wenn  wir  wie  früher  den  Fusspunkt  des  Lotes  von  P'  auf  f  mit  H 
und  überdies  den  Fusspunkt  dieses  Lotes  auf  s  mit  T  bezeichnen, 
so  ist: 

0,  P*  _  P'F  _  P'R 
(\PK  ~~  FS  ~~  HT  1 


ist: 


daher: 


und  also : 


~ds  ~  ü\F'  liT 
ds'\*  d(p'  _  P'H* 


dtp  0{QHT 


Halten  wir  den  Punkt  P'  fest  und  variiren  wir  F  auf    so  bleibt 

der  rechtsstehende  Ausdruck  constant.  Es  besteht  also  zwischen 

ds'      .  dwr  r      ,,  .        ,     ,       ,         ,     _     _#  . 

-7—  und  —r—  für  alle  von  einem  Punkte  P  aussehenden  Rieh- 
ds         d(p  0 

tungen  eine  Relation  von  der  Form 

\dsj  dip 

Auch  ist.  wenn  q'  der  Radiusvector  der  oben  construirten 
Ellipse  ist : 


Digitized  by  Google 


Verzerrung  bei  perspectiver  Abbildung  ebener  Figuren.  173 


ds~~Q     H  T  ' 

ds' 

Wenn  wir  also  ^    als  Radiusvector  auftragen,  so  ergiebt  sich 

eine  zur  früheren  Ellipse  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Ellipse 
mit  dem  Mittelpunkt  P'  als  Aehnlichkeitspunkl.  Diese  Ellipse 
eiebt  Aufschluss  Uber  die  Strecken  Verzerrungen.  Wir  können 
sie  die  Streckenvevzerrungscurve  für  den  Punkt  P'  nennen.  Dass 
sich  hier  eine  Ellipse  ergiebt,  ist  übrigens  von  vornherein  selbst- 
verständlich. Lässt  man  nämlich  ds  um  Pi  drehen,  so  beschreibt 
der  Endpunkt  dieser  Strecke  einen  Kreis.  Seine  Projection  ist 
eine  Ellipse ,  der  Ort  der  Endpunkte  der  von  P'  ausgehenden 
Strecken  ds'.  Diese  unendlich  kleine  Ellipse  ist  nur  durch  eine 
ähnliche  Ellipse  von  endlichen  Dimensionen  ersetzt  worden. 
Aus  den  früheren  Ergebnissen  folgern  wir  noch : 
Die  Curven,  längs  deren  die  Strecken  die  grüsste  Verzerrung 
erleiden,  sind  ebenfalls  die  früher  erwähnten  confocalen  Ellipsen 

ds' 

und  Hyperbeln,  denn  -r-  hat  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn 

dm' 

-~  ein  Minimum  oder  Maximum  hat. 

d(p 

Die  Curven  ohne  Streckenverzerrung  sind  transcendent, 
man  kann  nämlich  rechnerisch  einsehen,  dass  in  ihre  Gleichungen 
elliptische  Integrale  eingehen.  Es  verlohnt  sich  daher  ihre 
Untersuchung  nicht.  Natürlich  lassen  sich  abor  für  jeden  Punkt 
P'  die  beiden  Richtungen  ohne  Streckenverzerrung  construiren. 
Unsere  Formeln  geben  die  Mittel  dazu  sofort  an  die  Hand.  Doch 
will  ich  hierauf  nicht  weiter  eingehen. 


Wenden  wir  uns  schliesslich  zu  den  Krümmungsverzer- 
rungen. 

Ist  ds  das  Bogenelement  und  d<p  der  zugehörige  Contin- 
genzwinkel  einer  Curve,  so  ist  bekanntlich  das  zugehörige 
Krümmungsmaass 

ds 

In  der  Abbildung  ist  das  Krümmungsmaass: 
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demnach 


d.  h.,  da 


ist: 


%       a  (p  d  s 

x      dtp  ds  1 

dtp  _()iF*    P'H  ds'  _  P'F  P'Ji 

dtp  ~  P'  F*  '  T)\Q  '  ds  ~  0{F'  liT 


/      0,  /'s  RT 

x  ~~  P'F3  '  0.Q' 
* 

Also  erreicht  die  Verzerrung  der  Krümmung  auch  da  ein  Maxi- 

d  fr' 

mum  oder  Minimum,  wo       ein  solches  hat.  Mithin : 

afp 

Die  Curven  grassier  Verzermng  der  Krümmung  sind  eben- 
falls die  mehrfach  erwähnten  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln. 

Suchen  wir  die  Curven  ohne  Verzerrung  der  Krümmung. 
Ist  P'  ein  Punkt  einer  solchen  —  in  der  Bildebene  T  —  und  P'F 
die  Tangente,  so  muss  nach  der  letzten  Formel  längs  der  Curve 


oj=r/o 

P'F      *  Ii 


T 


sein.  Der  rechtsstehende  Ausdruck  ist  von  der  Lage  des  Punktes 
P'  und  seiner  Tangente  unabhängig.  Er  ist  eine  der  Ebene  E 
anhaftende  Zahl  y.  Um  nun  die  Curven  zu  finden,  für  die 

(\  F 

P'F  ~Y 

ist,  verfahreu  wir  so  ;Fig.  5) :  Wir  teilen  Ot  Q  im  Punkte  V  so, 
dass 

VQ  J_ 

ist  und  ziehen  durch  den  Theilpunkt  V  die  Parallele  p  zu  /*.  Als- 
dann wählen  wir  F  beliebig  auf  /'  und  bringen  0,  F  mit  p  zum 
Schnitt  in  W.  Sodann  haben  wir: 

H-/'_  1  \>  _  1 

demnach 

r 
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Der  zu  F  gehörige  Punkt  P'  muss  nun  so  liegen,  dass 


2l? 
P'F 


also 


P'F  =  WF 


ist.  Mithin  liegt  P'  auf  dem  Kreis  um  F  mit  dem  Radius  FW. 
Varüren  wir  F  auf  /',  so  ergeben  sich  unendlich  viele  solche 
Kreise.  Ist  P'  irgendwie 
angenommen,  so  muss  die 
Tangente  von  P'  nach  dem 
Mittelpunkt  F  des  durch  P 
gehenden  Kreises  der 
Schaar  gehen.  Die  gesuch- 
ten Curven  sind  folglich 
die  orthogonalen  Trajec- 
torieti  der  Kreisschaar. 

Diese  Kreise  besitzen 
als  Enveloppe  eine  der 
mehrfach  erwähnten  con- 

foealen  Ellipsen  und  Hyperbeln  mit  den  Brennpunkten  O,  und 
0S.  Denn  ist  A'  der  Schnittpunkt  zweier  benachbarter  Kreise 

der  Schaar,  so  ist,  wenn  F  und  F  die  Kreismittelpunkte  sind : 

A!  F     A'  F 


0{F 


0KF 
A'F 


d.  h.  beim  Variiren  von  F  bleibt  -—,  momentan  constant;  es  er- 

reicht  also  serade  ein  Maximum  oder  Minimum  und  dies  war  für 
die  oben  construirten  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  charak- 
teristisch. Die  Enveloppe  kann  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  sein, 
je  nachdem  y  <  1  ist.  In  der  Figur  5  ist  y  <  K  gewählt.)  Es 
ist  diejenige  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  0, 
und  04,  die  durch  V  geht. 

Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Kreisschaar,  also  die 
Curven  ohne  Verzerrung  des  Krümmungsmaasses,  sind  im  all- 
gemeinen transcendent  und  besitzen  Spitzen  in  den  Punkten, 
die  sie  mit  jener  Ellipse  oder  Hyperbel  gemein  haben. 

In  dem  Falle  aber,  dass  y  =  1  ist,  d.  h.  l'mit  (){  zusammen- 
fällt, sind  die  Kreise  alle  Kreise  durch  Ot  und  Oi  und  die  ortho- 
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gonalcn  Trajectorien  derselben  bekanntlich  ebenfalls  Kreise. 
Geometrisch  ist  dieser  Specialfall  dadurch  charakterisirt,  dass  für 
ihn  O,  Q  =  RT  ist,  ;ilso  04,  der  Spiegelpunkt  von  0,  hinsichtlich 
/'auf  s  liegt,  da  RS  die  Breite  der  von  f  und  s  gebildeten  Strei- 
fens ist.  Stereometrisch  gedeutet  heisst  dies:  In  diesem  Special- 
falle geht  die  eine  Halbirungsebene  der  von  den  Ebenen  E  und 
T  gebildeton  Raumwinkel  durch  das  Projectionscentrum  0.  Bei 
dieser  Lage  existiren  also  unendlich  viele  Kreise,  die  in  wahrer 
Grösse  abgebildet  werden.  — 

Die  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln,  welche  gleichzeitig 
die  Gurren  grössler  Verzerrung  der  Gontingenzwinkel,  der  Bogen- 
elemenle  und  der  Krümmungen  sind,  liefern  einen  nicht  unwich- 
tigen Anhallepunkt  für  die  Praxis:  Soll  eine  ebene  Curve  per- 
spectiv abgebildet  werden ,  so  wird  sie  um  so  weniger  verzerrt 
werden,  je  weniger  sie  sich  einer  jener  confocalen  Ellipsen  und 
Hyperbeln  anschmiegt.  Diese  Curven  spielen  also  eine  ganz 
fundamentale  Rolle  bei  der  Untersuchung  der  Verzerrungsver- 
haltnisse. 

Leipzig,  im  April  1892. 
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F.  Schur,  lieber  die  Zuriickführung  eines  vollständigen 
Systems  auf  ein  einziges  System  gewöhnlicher  Differentialglei- 
chungen.   Vorgelegt  vom  w.  Mitgliede  A.  Mater. 

Im  fünften  Bande  der  Mathematischen  Annalen  hat  Herr 
A.  Mater*)  die  Integralion  eines  vollständigen  Systems  von  q 
homogenen,  linearen,  partiellen  Differentialgleichungen  1 .  Ord- 
nung in  n  Veränderlichen  zurückgeführt  auf  die  Integration  eines 
Systems  von  n  —  q  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  1 .  Ord- 
uung.  Die  hierzu  nölhige  Reduction  des  vollständigen  Systems 
auf  die  MAYER'sche  Normalform  erfordert  nur  algebraische  Ope- 
rationen. Wenn  hiernach  auch  im  allgemeinen  Falle  die  Inle- 
grationsschwierigkeiten  des  Problems  vom  theoretischen  Stand- 
punkte aus  auf  das  geringste  Maass  zurückgeführt  sind,  so  dürfte 
es  doch  von  Interesse  und  in  besonderen  Fällen  sogar  von  Nutzen 
sein,  dass  ein  zur  Integration  des  vollständigen  Systems  dienen- 
des System  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  1.  Ord- 
nung auch  gefunden  werden  kann  ohne  vorherige  Reduction  des 
vollständigen  Systems  auf  die  Mayer'sche  Normalform.  Dabei 
wird  die  Anzahl  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  im 
Allgemeinen  allerdings  grösser  als  n  —  q  sein,  dieselben  können 
aber  in  besonderen  Fällen  leichter  integrirbar  sein  als  das 
MAYER'scbe  System.  Das  Mayer'cüc  Theorem  ergiebt  sich  näm- 
lich als  specieller  Fall  des  folgenden  Satzes : 

Führt  man  in  das  vollständige  System  von  q  homogenen, 
linearen,  partiellen  Differentialgleichungen : 


*)  S.  auch  diese  Der.  1894,  p.  448  ff. 
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0  =  1  o./a 

wo  die  a\{xi  -  •  •  a?n)  um/  i'Aiv?  ersten  Differentialquotienten  solche 
eindeutige )  endliehe  und  stetige  Functionen  von  x%  •  •  •  .tw  s/w/, 
welche  die  Identitäten : 

befriedigen,  statt  der  .r,  •  .  •  ;r„  «et/e  Veränderliche  z%  •  •  •  zn  ein 
auf  Grund  der  Gleichungen : 

(3)  .Ta  =/a(.T,°  ■  •  •  .TM°  ,   Z,  •  •  .  3g)    (a  =  ,  .  .  .  M)  , 

wo  die  Functionen  /öf-r/  •  •  •  -Tn°  i  .V4'  *  ■  ■  Vgl)  bestimmt  sind 
durch  das  System  von  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen : 


und  die  Anfangsbedingungen,  dass  für  t  =  0  xa  in  .Ta°  übergehe, 
und  die  x{n  •  •  •  .Tn°  irgend  welche  einmal  differentiirbare  Func- 
tionen von  z(Jmt_i  •••  znsind,  welche  nur  die  Auflösung  des  Systems 
(3)  nach  •  •  •  zn  ermöglichen,  so  nimmt  das  vollständige  System 
die  Gestalt  an : 

iF  _  iF  _       _  iF 

(5)  »»;  -  JTt  ~  ■  ■  ■  -  43,  = 0  • 

.so  rAiss  f/fis  allgemeine  Integral  desselben  die  Form  : 

(6)  Fi><\  '  '  •  <Tn]  =  9l39+«  '  '  '  **) 

hat,  ivo  cp  irgend  eine  einmal  differentiirbare  Function  ihrer  Ar- 
gumente ist. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  zeigen  wir  zuerst,  dass  die 
Functionen  fa  die  Veränderlichen  yx  •  •  •  yc  und  /  nur  in  der 
Verbindung  y$t  enthalten.  Bezeichnen  wir  nUmlich  diese  Func- 
tionen für  den  Moment  mit  fa'yt  •  •  •  yff1  /),  so  lehrt  die  Division 
der  Diflerentialgleichungcn  (i)  durch  irgend  eine  von  Null  ver- 
schiedene Constante  c  unmittelbar,  dass : 

<7)  /-.(*'  •••        '«)  =/•-(.'/.  •  •!/„')• 
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Daraus  aber  folgt: 

!*\a  a  +  t        a  «  +  /'        a   }     fa\a         a  '     /  1 

d.  h.  die  Functionen  fa^~  '  "  /  '  ')  S'n(*  V°n  '  ^ani  una^nan" 
gig,  wie  zu  beweisen  war. 

Was  ferner  die  Umkehrbarkeit  dos  Gleichungssystems  (3) 
betrifft,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  man  sich  die  .r,°  •  •  •  rrn° 
immer  als  solche  Functionen  der  zq+i  •  •  •  zn  gewählt  denken 

kann,  dass  die  Funclionaldeterminante    -—    nicht  identisch, 

ö  Z\j 

%.  B.  nicht  für  /  =  0  verschwinde.  Für  /  =  0  und  b  =  1  •  •  •  7 
lehren  nämlich  die  Differentialgleichungen  4),  dass 

für  t  =  0  und  b  >  q  aber  wird 

Da  nun  die  Determinanten  qiet  Ordnung  der  Mntrix  ||  oS(.r)  ||  nicht 
sämmtlich  identisch  verschwinden,  so  wird  man  die  x°x  •  •  •  .rw° 
in  der  That  so  als  Functionen  der        •  • .  zn  wühlen  können, 

dass  die  Determinante   •  '  *    für  /  =  0  nicht  verschwindet.  Für 

ö  zb 

besondere  Falle  ist  die  Bemerkung  nicht  unwichtig,  dass  umge- 
kehrt : 

<9)  fi=/i(.T,  •••^»,   —  *,  3q); 

da  nämlich  die  fa{f[^, .'//],  ys)  sowohl  als  die/"a(;r°,  »/(/  +  v  )  a's 
Functionen  von  s  die  Differentialgleichungen  :V|  befriedigen  und 
für  s  =  0  in  fa(oc\  yt)  ttborgebeu,  so  sind  sie  je  einander  gleich, 
woraus  für  s  =  —  /  die  Gleichungen  (9)  folgen. 

Um  endlich  den  Haupltheil  des  Satzes  zu  beweisen,  führen 

wir  q  •  q  neue  Functionen  lV\  {()  ein ,  welche  durch  das  System 
linearer  Differentialgleichungen : 

lUth.-phys.  CUm«.  1892.  13 
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(10)       .ivtt  _  ^  +£v.Mf[a*t yl])!/t 

c,b—  1 

un'd  die  Anfangsbedingungen  0)  =  0  definirt  sind,  wo 
<Vb  =  0  oder  l  ,  je  nachdem  a  =  h  oder  von  b  verschieden  ist. 
Dann  ist  nämlich  leicht  zu  zeigen,  dass: 

Denn  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der  Gleichungen  (H)  mit 
(pl{l  }  so  lehrt  in  Rücksicht  darauf,  dass  die  4^  definirt  sind 
durch  das  System  linearer  Differentialgleichungen : 

^— |  =  0  ,  eine  einfache  Rech- 
nung, dass  wegen  der  Identitäten  (2) : 

da  nun  r/>J(0)  =  0  ist,  so  verschwindet  hiernach  r/>J(/)  für  jeden 
Werth  von  t. 

Wir  setzen  nunmehr : 

(U)  ^«viW-'-V, 

In  der  That  enthalten  die  i/>S,  weil  sie  den  Differentialglei- 
chungen: 


C,b=l 


genügen,  die  Veränderlichen  t/t  •  •  •  t/^  und  f  auch  nur  in  den  Ver- 
bindungen ijbt,  was  in  derselben  Weise  wie  oben  bewiesen 
werden  kann.  Da 

(i.)  ^(..^•.v,«••o!  =  (^)*=(^)0=d.,, 
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so  ist  ersichtlich,  dass  die  Determinante  |  xp\  (sc0,  z)  |  nicht  iden- 
tisch verschwindet. 

Nun  liefern  die  Gleichungen  [\\)  die  folgenden  partiellen 
Differentialgleichungen : 

Mullipliciren  wir  dieselben  mit       und  summiren  über  a  von  1 

d.7a 

bis  h,  so  folgt: 

Durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  s(  •  •  •  sn  in  das 
vollständige  System  (1)  geht  dasselbe  aber  Ober  in: 


ii 


Mullipliciren  wir  diese  7  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  (//c  (  r°,  3) 
und  summiren  Uber  c  von  1  bis  <y,  so  erhalten  wir,  weil  die  De- 
terminante |  */'c  5;  i  nicht  identisch  verschwindet,  wegen  (18) 
das  äquivalente  System : 

Ö3f  bzq 

sodass  unser  Satz  vollständig  bewiesen  ist. 

Um  hieraus  das  MAYEit'sche  Theorem  zu  erhalten,  brauchen 

wir  nnr  anzunehmen,  dass  das  vollständige  System  (4)  nach 

oF      bF  b 

r  - —  aufgelöst  sei,  d.  h.  dass  für  a  =  \  •  •  •  7:  aa[x)  =  (Vb 

0  sc»       ö  30  *\ 

sei.  Dann  gehen  die  ersten  q  Gleichungen  des  Systems  (3)  in 
;r0  =  ,xj  4-  za  über,  und  wir  erreichen  die  Auflösbarkeit  des 
Systems  (3),  wenn  wir  die  3;J  für  a  —  K  •  •  •  q  Constanten  und  für 
a]>7  den  za  selbst  gleichsetzen,  sodass  sich  die  bekannten 
n  —  q  Hauptlösungen  in  Beziehung  auf  x%  =  ;rj,  •  •  • ,  x({  =  .ry0 
ergeben  in  der  Form : 

(20)  3a  =  A(x4---a;n,.T;  —  .T|....r9a  —  xq),  (a««  +  <...fi), 

welche  durch  Integration  eines  Systems  von  n  —  q  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  \.  Ordnung  gefunden  werden  können. 

43» 
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Man  sieht  ausserdem,  dass  jedesmal,  wenn  in  dem  System  (4) 

bF 

eine  der  Grossen  ^  ^  nur  in  einer  der  q  Differentialgleichungen 

und  mit  dem  Factor  1  behaftet  vorkommt,  die  Anzahl  der  zu 
integrirenden  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  4  sich  um 
\  verringert.  Ich  hebe  schliesslich  noch  hervor,  dass  unser  Be- 
weis,  wie  hier  nicht  näher  ausgeführt  werden  soll,  über  die 

oba  ./•  nichts  voraussetzt,  als  dass  sie  für  die  in  Betracht  kommen- 
den Werthe  der  xn  nebst  ihren  ersten  Differentialquo- 
tienten eindeutige,  endliche  und  stetige  Functionen  ihrer  Argu- 
mente sind ;  denn  die  <y S,c '../'.  sind  ja  rational  aus  diesen  Func- 
tionen zusammengesetzt. 

Auch  der  Eingangs  aufgestellte  Satz  ist  enthalten  in  einem 
allgemeineren  Satze,  der  sich  auf  vollständige  Systeme  allge- 
meiner partieller  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  bezieht. 
Um  denselben  aussprechen  zu  können,  formuliren  wir  den  von 
Herrn  Lib  aufgestellten  Begriff  des  Integrals  einer  partiellen 
Differentialgleichung  1.  Ordnung:  Eine  partielle  Differential- 
gleichung 1 .  Ordnung  : 

(21)  Fizx,  •••;rn/V../)n)  *=  0 

integriren  heisst  die  Grössen  z  a\  •  •  •  xnpl  •  •  •  pn  als  solche  Func- 
tionen von  n  wesentlichen  Parametern  t/t  •  •  •  nn  bestimmen ,  dass 
erstens  die  Gleichung  (21 )  und  zweitens  die  Differentialgleichungen: 

bz  bxb 

identisch  erfüllt  sind. 

Dann  lautet  der  allgemeine  Salz: 

Um  ein  vollständiges  Sgstem  partieller  Differentialgleichungen 
1.  Ordnung  : 

(23)  /ys*,"  ^n/V  -/V=°,  — »  ^!3^--  -T«/V"/)n}==0> 
wo  die  Fa  solche  nebst  ihren  ersten  und  zweiten  Differential- 
quotienten  eindeutige ,  endliche  und  stetige  Functionen  sind,  für 
welche  die  Ausdrucke: 


für  alle  Werthsysteme  der  zxK     xnpi     pn  verschwinden,  welche 
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die  Gleichungen  (23)  befriedigen ,  zu  integriren,  bestimme  man  die 
Grössen  zxK  •  •  •  xhpt  •••/?„  und  die  Hülfsgrbsse  p  als  Functionen 
von  ui=ylt,  uq  =  yqt  durch  das  System  gewöhnlicher 

Differentialgleichungen : 

i9l\  di-l    V      M      (iXa  _  1  hF 

'   j  dt-p&Hhpt'    dt  ~  p  *pl> 

wo 

und  r/t/rc/<  (/ie  Anfangsbedingungen,  duss  für  t  =  0:  sa*,  •  •  •  .xn/i, 
•  ••/>„  wijrf  />  m  5°£r'J  •  •  •  crn°yjj  •  •  •  pn°  und  —  1  übergehen,  wo 
(tiez9x*  •••  ;>n°  solche  Functionen  von  n  —  q  Parametern  Ug+i"-  un 
sind,  welche  die  Gleichungen  '22)  und  (23)  identisch  befriedigen 
und  bewirken,  dass  zx{  •  •  •  xnpt  •  •  •/?„  von  n  wesentlichen  Para- 
metern uK  -  -  •  un  abhängen;  diese  Anfangsbedingungen  können 
immer  ohne  Integralion  erfüllt  werden. 

Den  Beweis  dieses  Satzes,  der  auf  denselben  Principien 
beruht  wie  der  obige,  will  ich  bei  einer  andern  Gelegenheit 
geben.  Man  sieht,  wie  auch  er  die  Erledigung  des  Integrations- 
geschäftes ohne  vorherige  Reduclion  des  Systems  23  auf  die 
JACOBi'sche  Form  gestattet.  Er  liefert  das  Fundamentaltheorem 
der  LiE'schen  Integrationsmethode  der  partiellen  Differential- 
gleichungen I.Ordnung  in  dem  Sinne,  wie  Herr  Mayer  dasselbe 
a.  a.  0.  S.  458  verstanden  wissen  will]  als  einen  spcciellen  Fall. 
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C.  Neumann,  Das  Ost  tvala"  sehe  Axiom  des  Energietimsatzes. 

Herr  Prof.  Ostwald  bat  in  seinem  neuesten  Werk  (Lehrbuch 
der  allg.  Chemie,  2.  Auflage,  1892,  Bd.  II,  Seite  37)  ein  gewisses 
Axiom  aufgestellt  über  den  Umsatz  der  Energie,  d.  i.'  über  das- 
jenige Quantum  von  Energie,  welches  binnen  einer  gegebenen  Zeit 
aus  der  potentiellen  (dislantiellen)  Form  in  die  kinetische  Form 
übergeht.  Auf  Veranlassung  meines  hochgeehrten  Collegen  habe 
ich  dieses  Axiom  einer  näheren  Untersuchung  unterworfen, 
allerdings  unter  der  beschrankenden  Voraussetzung,  dass  das 
gegebene  materielle  System  zu  Anfang  sich  in  Ruhe  befindet, 
und  dass  die  von  dieser  Ruhelage  aus  beginnende  Bewegung 
nur  während  ihres  ersten  Zeilelementes  in  Betracht  gezogen  wer- 
den soll. 

Es  sei  mir  gestattet,  auf  diese  Dinge  hier  naher  einzugehen, 
und  dabei  statt  der  neueren  Ostwald'schcn  Bezeichnungsweise 
diejenige  eintreten  zu  lassen,  welche  in  der  Dynamik  von  Alters 
her  üblich  ist. 

Ein  aus  beliebig  vielen  Massenpunklen  m  bestehendes  und 
beliebig  vielen  Bedingungsgleichungen 

(\.)  (f%  =  0  ,       <pt  =  0  ,       etc.  etc. 

unterworfenes  System  bewege  sich  unter  dem  Einfluss  von 
Kräften,  die  ein  Potential  F  besitzen,  so  dass  also  in  jedem  Augen- 
blick der  Bewegung  die  Formel  stattfindet: 

(2.)  7-f-F=C, 

wo  T  die  lebendige  Kraft  des  Systems  vorstellt,  während  C  eine 
Gonstante  bezeichnet. 

Wir  wollen  nun  voraussetzen ,  das  System  befinde  sich  zu 
Anfang  des  unendlich  kleinen  Zeitelementes  t  in  Ruhe,  und  die 
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Gesammtheit  all'  derjenigen  virtuellen  Bewegungen  in  Betracht 
ziehen,  welche  alsdann  während  der  Zeit  r,  ohne  Verletzung  der 
Gleichungen  (J.)  und  (2),  überhaupt  möglich  sind.  AU'  diese 
virtuellen  Bewegungen  werden  zu  Anfang  der  Zeit  t  ein  und 
dieselbe  lebendige  Kraft,  nämlich  die  lebendige  Kraft  Null  be- 
sitzen. Hingegen  werden  sie  verschiedene  lebendige  KrUflc 
haben  zu  Ende  der  Zeit  r. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  unter  all'  diesen  virtuellen 
Bewegungen  diejenige  herauszugreifen,  deren  lebendige  Kraft 
zu  Ende  der  Zeit  x  am  grössten  ist. 

Nach  unserer  Voraussetzung  befindet  sich  das  gegebene 
System  zu  Anfang  der  Zeit  t  in  Ruhe.  Dcrogemttss  sind  die 
Goordinaten  und  Geschwindigkeitscomponenten  der  einzelnen 
Punkte  m  des  Systems  zu  Anfang  der  Zeit  r  mit 

y,  z    und    0,  0,  0  , 

andererseits  aber  zu  Ende  dieser  Zeit  mit 

x  +  | ,  y  -f  i? ,  z  -f  C   und   u,  v,  w 

iu  bezeichnen.  Auch  sind  dabei  die  zwischen  den  unendlich 
kleinen  Grössen  f ,  t],  f  und  m,  r,  w  sofort  sich  ergebenden  Re- 
lationen 

*  -  T  '  ^  ~  ¥  '   -  2 

zu  notiren. 

Die  Gleichungen  (1.)  liefern  alsdann  für  das  Zeitelcment  % 
folgende  Gleichungen: 


etc.  etc. , 

die  wir  mit  Rücksicht  auf  jene  Relationen  auch  so  schreiben 
können : 


(3.) 


etc.  etc. , 
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die  Summationen  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Punkte  m  des 
gegebenen  Systems.  In  analoger  Art  liefert  die  Gleichung  (2.) 
für  das  Zeitelement  z  die  Formel : 

(M   5  +  %2[teH+^v  +  iiw)  =  *- 

Dabei  sei  bemerkt,  dass  der  hier  auftretende  Ausdruck 

(5  )  jpm(i<«  +  «>t  + w') 

2 

die  lebendige  Kraft  des  Systems  zu  Ende  der  Zeit  z  vorstellt. 

Die  vorhin  genannten  virtuellen  Bewegungen  sind,  weil  sie 
den  Gleichungen  {{.),  (2.)  entsprechen  sollen,  durch  die  For- 
meln (3.),  (4.)  charakterisirt.  Und  unter  all'  diesen  virtuellen 
Bewegungen  ist  gegenwärtig  also  diejenige  herauszugreifen, 
deren  lebendige  Kraft  (5.)  zu  Ende  der  gegebenen  Zeit  t  am 
grössten  ist.  Oder  mit  andern  Worten:  Die  den  Formeln  (3.),  (4.) 
unterworfenen  Geschwindigkeitscomponenten  t#,  vy  tv  sind  so 
zu  bestimmen,  dass  jene  lebendige  Kraft  (5.)  ein  Maximum  wird. 
Hieraus  ergeben  sich  nach  bekannter  Regel  für  u,  v,  w  die 
Gleichungen: 

etc.  etc.  , 

d.  i.  die  Gleichungen: 

etc.  etc.  , 

wo  A,  A, ,  A4,  •  •  •  unbekannte  Factoren  sind. 

Multipliern  wir,  was  die  Gleichungen  (7.)  betrifil,  die  drei 
dem  Punkt  m  entsprechenden  Gleichungen  respective  mit «,  r,  m1, 
und  addiren,  und  summiren  wir  sodann  Uber  sämmtliche  Punkte 
m  des  ganzen  Systems,  so  gelangen  wir  mit  Rücksicht  auf  (3.)  zu 
folgender  Formel : 

(,  _  2'  m v  +  +  +    = */  ^gl « 

Die  Combination  dieser  Formel  mit  (4.)  ergiebt  aber  sofort: 

2(1  —  k)  =  —  k 
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(1.  i. 

Ä  =  2  . 

Hierdurch  gewinnen  die  Gleichungen  (7.)  die  einfachere  Gestalt 

<••>  + 

etc.  etc.  , 

d.  i.  die  Gestalt : 

u  bF         bcp.  brp* 

etc.  etc.  , 

wo  Qti  Qu  '  ' '  (ebenso  wie  A, ,  •  •  •)  unbekannte  Factoren 
vorstellen. 

Die  Gleichungen  (9.)  sind  aber  offenbar  nichts  Anderes 
als  die  bekannten  dynamischen  Differentialgleichungen,  gebildet 
für  das  gegebene  System  mit  Bezug  auf  das  gegebene  Zeitele- 
ment % .  Unter  all'  jenen  virtuellen  Bewegungen  wird  also  die- 
jenige, deren  lebendige  Kraft  (5.)  zu  Ende  des  Zeiteleraentes  x 
am  yrössten  ist,  die  Eigenschaft  haben,  identisch  zu  sein  mit  der 
unter  dem  Einfluss  der  gegebenen  Kräfte  wirklich  eintretenden 
Bewegung.  Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Satze: 

Ein  beliebigen  Bedingungen  unterworfenes  materielles  System 
bewege  sich  unter  dem  Einfluss  gegebener  Kräfte,  die  ein  Potential 
besitzen . 

Befindet  sich  dieses  System  zu  Anfang  eines  unendlich  kleinen 
Zeitelementes  t  in  Buhe,  so  wird  unter  allen  mit  jenen  Bedingungen 
und  mit  der  Formel  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  verträglichen 
virtuellen  Bewegutigen  eine  vorhanden  sehi}  deren  lebendige  Kraft 
zu  Ende  der  gegebenen  Zeit  %  am  grbssten  ist.  Diese  letztere 
wird  alsdann  diejenige  sein  ,  welche  unter  dem  Einfluss  der  gege- 
benen Kräfte  während  der  Zeit  t  in  Wirklichkeit  eintritt. 

Dieser  Satz  aber  repräsentirt  das  Ostwald'sche  Axiom  in 
der  schon  angedeuteten  Einschränkung.  Da  nämlich  das  System 
zu  Anfang  der  Zeit  t  in  Ruhe  ist ,  so  repräsentirt  die  zu  Ende 
dieser  Zeit  vorhandene  lebendige  Kraft  dasjenige  Quantum  von 
Energie,  welches  während  der  Zeit  %  aus  der  potentiellen  Form 
in  die  kinetische  Form  Ubergegangen  ist. 


Robert  Behrend,  Ucber  die  iMsliMeit  von  Doppel  Verbin- 
dungen. II. 

In  der  ersten  Abhandlung  über  die  Löslichkeit  von  Doppel- 
verbindungen  ')  habe  ich  experimentell  nachzuweisen  versucht, 
dass  sich  die  Beeinflussung  der  Löslichkeit  einer  in  Lösung  dis- 
soeiirten  Doppel  Verbindung  durch  die  Gegenwart  eines  Ueber- 
schusses  eines  ihrer  Bestandteile  auf  Grund  der  Gesetze  des 
ehemischen  Gleichgewichtes  unter  ZuhUlfenahme  der  van  't  Hofp- 
schen  Hypothese  Uber  den  Zustand  der  Körper  in  Lösungen  in 
qualitativer  und  quantitativer  Hinsicht  erklären  lässt. 

Die  Theorie  derartiger  Vorglinge  ist  bereits  von  W.  Nkrxst 
(Z.  f.  physikal.  Chera.  4.  372)  entwickelt  und  für  den  Fall  der 
electrolytischen  Dissociation  von  ihm  sowie  später  von  Noybs 
(Z.  f.  physikal.  Chem.  6.  2H)  experimentell  bestätigt  worden. 
Scheinbare  Ausnahmen  haben  ihre  Erklärung  durch  die  Arbeiten 
von  Lk  Bi.anc  und  Noyks  (Z.  f.  physikal.  Chem.  6.  385)  gefunden. 

Die  Thatsache,  dass  die  von  Nernst  und  Noyes  sludirtcn 
elcctroly lisch  dissoeiirten,  sowie  die  von  mir  untersuchten  hydro- 
lytisch oder  vielmehr  alkohololytisch  dissoeiirten  Verbindungen 
ganz  denselben  Gesetzen  des  chemischen  Gleichgewichtes  ge- 
horchen, könnte  einerseits  als  eine  weitere  Stütze  der  ja  durch- 
aus noch  nicht  allgemein  anerkannten  Hypothese  der  electro- 
lytischen Dissociation  herangezogen  werden;  andererseits  zeigt 
sie  wiederum,  dass  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  che- 
mischen und  den  sogenannten  molekularen  Verbindungen  nicht 


1;  Diese  Berichte  1892.  I. 
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besteht,  dass  derselbe  vielmehr  nur  in  der  Festigkeit  der  Bindung 
zum  Ausdruck  kommt. 

Zur  weiteren  Bestätigung  der  früher  erhaltenen  Resultate 
habe  ich  den  Einfluss  der  Anwesenheit  eines  Ueberschusses  von 
Pikrinsäure  oder  Phenantren  auf  die  Löslichkeit  des  Phenantren- 
pikrates  in  Alkohol  untersucht. 

Reines  Phenantrenpikrat  lässt  sich  nur  mit  grossen  Ver- 
lusten aus  dem  Phenantren  des  Handels  erhalten,  da  sowohl  das 
rohe  wie  das  als  »purissimum«  bezogene  Präparat  sehr  bedeu- 
tende Mengen  anderer  Kohlenwasserstoffe  enthalten,  welche 
ebenfalls  schwerlösliche  Pikrate  liefern.  Am  besten  löst  man 
das  Phenantren  mit  etwa  70  #  der  berechneten  Menge  Pikrin- 
säure in  wenig  heissem  Benzol  auf.  Beim  Erkalten  scheiden  sich 
anscheinend  bcnzolhaltige  derbe  Krystalle  ab,  die  so  lange  aus 
Alkohol  unikrystallisirt  werden  müssen,  bis  sie  in  rein  gelben 
Nadeln  ausfallen,  die  keinen  Stich  in's  Rothe  mehr  zeigen  und 
den  constant  bleibenden  Schmelzpunkt  1  43 — 144°  (uncorr.)  auf- 
weisen. 

Die  verwendete  Pikrinsäure  wurde  aus  chemisch  reinein 
Phenol  in  bekannter  Weise  dargestellt.  Der  Schmelzpunkt  lag 
bei  120— m°  (uncorr.). 

Das  Phenantren  wurde  aus  reinem  Pikrat  durch  Zerlegen 
mit  Matronlauge  gewonnen;  es  schmolz  bei  98.5 — 99.5°. 

Die  Löslichkeitsbestimmungen  wurden  in  der  Weise  ausge- 
führt, dass  die  zu  untersuchenden  Substanzen  in  warmem  ab- 
solutem Alkohol  gelöst  wurden,  worauf  die  Lösungen  in  gut  ver- 
schlossenen Kölbchen  acht  Tage  oder  länger  in  einem  Räume  von 
möglichst  constanter  Temperatur,  durch  gute  Verpackung  gegen 
etwaige  zeitweise  Temperaturschwankungen  geschützt,  aufbe- 
wahrt wurden. 

Von  den  Lösungen  wurden  alsdann  je  etwa  15  cem  ent- 
nommen, in  tarirte  Kölbchen  gebracht,  gewogen,  und  der  Alkohol 
im  Luftstrome  bei  etwa  60°  verdunstet.  Im  Rückstände  wurde 
die  Pikrinsäure  durch  Titration,  das  Phenantren  aus  der  Differenz 
bestimmt. 

Beim  Abdunsten  des  Alkohols  geht  stets  etwas  Phenantren 
mit  über;  der  abdestillirtc  Alkohol  opalisirt  deullich  auf  Zusatz 
von  Wasser.  Der  Verlust  ist  indessen  nicht  bestimmbar,  wie 
folgende  Versuche  zeigen. 

0.4307  g  Phenantren  wurden  in  15  cem  Alkohol  gelöst 
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und  der  Alkohol  in  der  beschriebenen  Weise  entfernt.  Der  Rück- 
stand \n  og  0.4307  g. 

0.0857  g  Phenantren,  in  12  ccm  Alkohol  gelöst,  hinter- 
liessen  nach  Verdunsten  des  Alkohols  0.0860  g. 

Zur  Bestimmung  der  Pikrinsäure  wurden  die  Verdunstungs- 
rückstände in  je  20 — 25  ccm  Alkohol  gelöst  und  unter  An- 
wendung von  PhenolphtaleYn  mit  etwa  Vio  normaler  Kalknatron- 
lauge titrirt.  Um  genaue  Resultate  zu  erhalten,  ist  es  durchaus 
nöthig  in  der  Kalte  zu  titriren  und  nur  bis  zur  eben  eintretenden 
Rothfärbung  Alkali  zuzusetzen,  dessen  Ueberschuss  dann  durch 
ein  bis  ZNvei  Tropfen  Salzsäure  zurtlcktitrirt  wird. 

Setzt  man  einen  grösseren  Ueberschuss  von  Alkali  hinzu, 
so  verbraucht  man  schon  in  der  Kälte,  namentlich  aber  beim 
Erwärmen,  zu  viel  Alkali  und  findet  demgemäss  zu  viel  Pikrin- 
säure, und  zwar  um  so  mehr,  je  mehr  Phenantren  die  Lösung 
enthält.  Die  hierbei  eintretenden  chemischen  Vorgänge  denke 
ich  noch  eingehender  zu  untersuchen. 


In  je  100  ccm  absolutem  Alkohol  wurden  gelöst: 
I.  11g  Pikrinsäure 
II.    4  g  Phenantren 

III.  4  g  Phenantrenpikrat 

IV.  4  g  Phenantrenpikrat  und  1 1  g  Pikrinsäure 

V.  4  g  Phenantrenpikrat  und  4  g  Phenantren. 

Nach  7  Tagen,  während  welcher  Zeit  die  Temperatur  des 
Aufbewahrungsortes  sich  bis  auf  wenige  Zehntelgrade  conslant 
bei  { 4.8°  erhalten  hatte,  wurden  Proben  der  Lösungen  untersucht. 


Nr.  I.      Lösung      11.291  g 
Rückstand  0.6685  g 
100  Thcile  der  Lösung  enthalten  5.921  Tb.  Pikrinsäure. 


Versuchsreihe  A. 


Reihe  A  a. 


Nr.  IL  Lösung 

Rückstand 
1 00  Th.  enthalten 


10.725 
0.3223 

3.005  Th.  Phenantren. 
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Nr.  III.  Lösung 

Rückstand 
100  Th.  enthalten 
100  » 

100    »  » 


10.120 
0.1832 

1.81  Th.  Pikrat 

1 .02  Th.  Pikrinsäure 

0.79  Th.  Phenantren. 


Nr.  IV.  Lüsung 

Rückstand 
Pikrinsäure 
Phenantren 
\  00  Th.  enthalten" 
100    »  » 
100  » 


9.368 
0.5850 
0.5684 
0.016G 


6.245  Th. 

6.068  Pikrinsäure 

0.177  Phenantren. 


Nr.  V.  Lösung 

Rückstand 
Pikrinsäure 
Phenantren 
100  Th.  enthalten 
100    »  » 
100    »  » 


10.68 
0.3750 
0.0488 
0.3262 
3.51 1 
0.46 
3.05 


Th. 

Pikrinsäure 
Phenantren. 


Nach  16  Tagen  wurden  wieder  Proben  derselben  Lösungen 
analysirt.  Temperatur  war  auf  14.3°  gefallen. 


Nr.  I.  Lösung 


Reihe  A  (i. 
11.28 


Rückstand 

0.6650 

100  Th.  enthalten 

5.90  Th.  Pikrinsäure. 

Nr.  II.  Lösung 

11.14 

Rückstand 

0.3291 

100  Th.  enthalten 

2.954  Th.  Phenantren. 

Nr.  III.  Lösung 

10.04 

Rückstand 

0.1791 

100  Th.  enthalten 

1.784  Th.  Pikrat 

100»  » 

1 .004  Th.  Pikrinsäure 

100   »  » 

0.780  Th.  Phenantren. 

Digitized  by  Google 


192 

Robert  Bkhrend, 

Ü.T      ITT                T  „ 

N.  Iva.  Lösung 

9.57 

Rückstand 

0.5860 

Pikrinsäure 

0.5676 

Phenantren 

0.0184 

1 00  Tb.  enthalten 

6.123  Th. 

1 00   «  »> 

5.931  Th.  Pikrinsüure 

1 00   »  » 

0.192  Th.  Phenantren. 

Nr.  IV 1).  Losuug 

9.62 

Rückstand 

0.5K98 

Pikrinsäure 

0.5728 

Phenantren 

0.0170 

100  Th.  enthalten 

6.131  Th. 

100    ».  » 

5.954  Th.  Pikrinsäure 

100  » 

0.177  Th.  Phenantren. 

Nr.  IVa  und  b  Mittel. 

100  Th.  enthalten 

6.13  Th. 

1 00   »  » 

5.95  Th.  Pikrinsäure 

100  » 

0.18  Th.  Phenantren. 

Nr.  Va.  Losung 

9.25 

Rückstand 

A    O  1  i1 A 

0.3160 

Pikrinsäure 

A  AA 

0.0372 

Phenantren 

0.2788 

100  Th.  enthalten 

3.42  Th. 

1 00    »  * 

0.40  Th.  Pikrinsäure 

100    »  » 

3.02  Th.  Phenantren. 

Nr.  VI).  Losung 

8.49 

Rückstand 

0.2893 

11*1       *  -r 

Pikrinsäure 

A    A  A  f  •  A 

0.031)3 

Phenantren 

0.2540 

100  Th.  enthalten 

3.41 

100  » 

0.42  Pikrinsüure 

1  00      »  D 

2.99  Phenantren. 

Nr.  Va  und  h  Mittel. 

1 00  Th.  enthalten 

3.42  Th. 

1 00  * 

0.41  Tb.  Pikrinsüure 

100    »  » 

3.00  Th.  Phenantren. 
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Die  Versuche  der  Reihe  A  können  insofern  auf  grösste  Ge- 
nauigkeit keinen  Anspruch  machen,  als  bei  denselben  die  Titra- 
tion der  Pikrinsäure  nicht  unter  Einhaltung  der  oben  angegebenen 
Vorsichtsmassregeln  ausgeführt  ist,  deren  Notwendigkeit  erst 
später  festgestellt  wurde.  Die  Bestimmung  der  Gesammtlöslich- 
keit  wird  dadurch  natürlich  nicht  beeinflusst,  wohl  aber  kann 
die  Löslichkeit  des  Phenantrens  und  der  Pikrinsäure  um  einige 
Einheiten  in  der  zweiten  Decimale  fehlerhaft  sein.  Ich  führe  die 
Versuche  nur  deshalb  mit  an,  weil  sie  zeigen,  dass  nach  7  Tagen 
keine  wesentlichen  Aenderungen  in  dem  Zustande  der  Lösungen 
mehr  stattfinden. 

Da  es  sich  hier  darum  handelt,  die  in  gleichem  Volumen 
befindlichen  wirksamen  Mengen  der  betreffenden  Substanzen  zu 
finden,  so  hätten  eigentlich  die  in  100  Volumlheileu  gelösten 
Mengen  bestimmt  werden  müssen,  wahrend  die  angegebenen 
Zahlen  sich  auf  100  Gewichtstheile  Lösung  beziehen.  Ich  habe 
diese  Umrechnung  unterlassen,  weil  sie  keinen  nennenswerthen 
Einfluss  auf  das  Resultat  der  Versuche  ausübt.  Für  etwa 
wünschenswerthe  Umrechnungen  habe  ich  das  speeifische  Ge- 
wicht der  Lösungen  Ai  bis  Av  bestimmt. 


bei  14°  gegen  Wasser  von  14°. 


Bei  den  Versuchen  der  Reihen  B  und  C  sind  alle  Vorsichts- 
massregeln eingehalten.  Die  stets  ausgeführten  Conlrolversuche 
zeigen  meist  nur  Abweichungen  von  einigen  Einheiten  in  der 
dritten  Decimale;  nur  ausnahmsweise  gehen  die  Abweichungen 
über  eine  Einheit  in  der  zweiten  Decimale  hinaus.  Die  Mittel- 
werthe  dürften  zum  weitaus  grössten  Theile  auf  wenige  Ein- 
heiten der  dritten  Decimale,  in  welcher  die  direet  gewogenen 
oder  titrirten  Zehntelmilligramme  zum  Ausdruck  kommen,  ge- 
nau sein. 


Lösung  I. 

0.8255 

»  II. 

0.8054 

»  III. 

0.8024 

»  IV. 

0.8265 

»  V. 

0.8074 

Alkohol 

0.7994 
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I. 
II. 
III. 
IV. 

V. 

VI. 


1.4  g 

1.4  g 

1.4  g 
1.4  g 


Reihe  B. 

Gelüst  wurden  in  je  62  ccm  Alkohol: 
1.4  g  Pikrat 

1.4  g     «     und  0.1  g  Pikrinsäure 

»         »     0.2  g  » 

»  »1.0g  » 
»  »  4.0  g  » 
»       »    2.2  g  Phenantren. 

Die  Temperatur  betrug  bei  Reginn  des  Versuches  15.5°, 
schwankte  vom  5.  bis  zum  11.  Tage  zwischen  16.5  und  17.5° 
(in  zwei  Nachten  war  sie  für  kurze  Zeit  auf  15.5°  gefallen)  und 
war  dann  vom  11.  bis  zum  14.  Tage  constant  17.5°. 

Die  Proben  für  die  Analyse  wurden  am  14.  Tage  ent- 
nommen. 

10.258 
0.1915 

~  10.5375  f 
0.4971 


Nr.  I  a. 


Nr.  I  b. 


Losung 
Rückstand 


a. 
b. 
Mittel 


Losung 

Rückstand 
100  Theile  enthalten: 

Summe  Pikrinsäure 

1.866  1.050 

1.870  1.052 

1.868  1.051 


Phenantren 
0.816 
0.818 
0.817 


Nr.  II  a. 


Lösung 
Rückstand 
Pikrinsäure 
Phenantren 


10.102 
0.1930 
01172 

0.0758 


Nr.  III». 


a. 
I). 
Mittel 


Lösung 

10.517 

Rückstand 

0.2008 

Pikrinsäure 

0.1217 

Phenantren 

0.0791 

100  Theile  enthalten: 

Summe 

Pikrinsäure 

Phenantren 

1.911 

1.161 

0.750 

1.909 

1.157 

0.752 

1.910 

1.159 

0.751 
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»T  Uff 

Nr.  III  a. 

Lösung 

4  0.636 

Rückstand 

0.2088 

riKrinsaure 

A  JQKO 

U.1  ooo 

Phenantren 

0.0730 

Nr.  III  b. 

Lösung 

9.929 

Rückstand 

0.4958 

Pikrinsäure 

0.4  286 

Phenantren 

0.0672 

4  00  Theile  enthalten: 

Summe 

PikrinsUure  • 

Phenantren 

a. 

4.962 

4.276 

0.686 

b. 

4.972 

4.295 

0.677 

Mittel 

4.967 

4.285 

Ü.DOZ 

Nr.  I\  a. 

Lösung 

9.56 

Rückstand 

0.2692 

Pikrinsäure 

0.2325 

Phenantren 

0.0367 

Nr.  IV  b. 

Lösung 

9.45 

Rückstand 

0.2666 

Pikrinsäure 

0.2328 

Phenantren 

0.0338 

4  00  Theile  enthalten: 

Summe 

Pikrinsäure 

Phenantren 

a. 

2.846 

2.432 

■ 

b. 

2.824 

2.463 

0.358 

Mittel 

2.849 

2.448 

0.374 

Nr.  V. 

a. 

b. 

Lösung 

9.70« 

40.24  6 

Rückstand 

0.6455 

0.6488 

Pikrikinsaure 

0.5984 

0.6273 

Phenantren 

0.0174 

0.0245 

400  Theile  enthalten: 

Summe 

Pikrinsäure 

Phenantren 

a. 

6.339 

6.460 

0.479 

b. 

6.354 

6.141 

0.210 

Mittel 

6.345 

6.150 

0.495 

Math.-phj».  Clim  1SÜ2.  \  4 
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Nr.  VI.  a.  b. 

Lösung  10.96  10.59 

Rückstand  0.4050  0.3920 

Pikrinsäure  0.0461  0.0450 

Phenantren  0.3589   _  0.3470 

100  Theile  enthalten: 

Summe  Pikrinsäure  Phcnantreti 

a.  3.695  0.421  3.274 

b.  3.702  0.425  3.277 
Mittel           3.699  0.423  3.276 


Reihe  C. 

Gelüst  in  je  62  cem  Alkohol. 
I.    4    g  Pikrinsäure 
II.    2.1  g  Phenantren 

III.  1.4  g  Pikrat 

IV.  1.4  g     »     und  0.5  g  Phenantren 
V.    1.4  g     »       »    0.9  g  » 

VI.    0.8  g     »       »    2.1  g 
VII.    0.8  g     »>       "4g  Pikrinsäure. 
Temperatur  während  der  Versuchsdauer  constant  12.3°. 
Am  achten  Tage  Proben  für  die  Analyse  entnommen. 
Nr.  I.  a.  b. 

Lösung  11.56  11.61 

Rückstand  0.6400  0.6412 

100  Theile  enthalten: 
Pikrinsäure 

a.  5.537 

b.  5.525 
Mittel  5.531 

Nr.  II.  a.  b. 

Lösung  1 1 .23  1 1 .26 

Rückstaud      _  0.3020   „°:10_3:L 

100  Theile  enthalten: 
Phenantren 

a.  2.689 

b.  2.694 
Mittel  2.692 
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V.  III 

a. 

D. 

Lösung 

10.40 

J  A  OQ 

Rückstand 

0.1 095 

0.1772 

100  Theile  enthalten: 

Summe 

Pikrinsäure 

Phenantren 

a. 

1.621 

0.912 

0.709 

b. 

0.912 

0.709 

Mittel 

1 .621 

0.912 

0.709 

\r  IV 

:>r.  IV . 

a. 

i». 

Losung 

11.57 

1  1  .02 

Rückstand 

0.2249 

0.2266 

Pikrinsäure 

0.0017 

A   A  t*  C\C\ 

0.0622 

Phenantren 

0.1032 

0.1644 

100  Theile  enthalten: 

Summe 

Pikrinsäure 

Phenantren 

a. 

1.944 

0.533 

1.411 

b. 

1.050 

0.530 

1.414 

Mittel 

1.947 

0.534 

1.413 

Nr  V 

a. 

Lösung 

11.285 

i  4  i  1  O 

1 1    i  y 

Rückstand 

0.2874 

A  QAl  O 

Pikrinsäure 

0.0464 

A  Alf.t 

Phenantren 

0.2410 

0.2449 

100  Theile  enthalten: 

Summe 

Pikrinsäure 

Phenantren 

a. 

2.548 

0.411 

2.437 

b. 

2.551 

0.406 

2.145 

Mittel 

2.550 

0.409 

2.141 

Nr  VI 

• 

a. 

1) 

MM* 

Lösung 

11.44 

4  4  94 

Rückstand 

0.3570 

A  'JR  1  Q 

Pikrinsäure 

0.0403 

A  A  t  AA 

Phenantren 

0.3107 

0.3113 

100  Theile  enthalten: 

Summe 

Pikrinsäure 

Phenantren 

a. 

3.121 

0.352 

2.769 

b. 

3.120 

0.356 

2.770 

Mittel 

3.124 

0.354 

2.770 
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Nr.  VII. 


a. 

Lösung  1 1 .09 

Rückstand  0.6397 


b. 
10.62 


Pikrinsüure  0.6237 
Phenanlren  0.0160 


0.6117 

0.5975 
0.0142 


100  Theile  cnthiilten: 


b. 
Mittel 


0.145 
0.134 
0.139 


Unter  der  Voraussetzung ,  dass  «las  Phenantrenpikrat  in 
alkoholischer  Lösung  vollständig  dissociirt  ist,  tnüsste  nach  der 
Dissociationsgleichung 


in  welcher  u  die  Menge  des  nichtdissociirten  Pikrates,  wenn 
dasselbe  nur  in  festem  Zustande  vorhanden  ist,  ebenfalls  con- 
stant  wird,  das  Product  der  direct  gefundenen  Mengen  Pikrin- 
säure (ux)  und  Phenantren  (u2)  für  dieselbe  Temperatur  constant 
sein.  Das  ist  aber  nicht  der  Fall  und  zwar  deshalb  nicht,  weil 
das  Pikrat  nur  theilweise  dissociirt  ist,  wie  auch  die  weiter 
unten  mitzutheilende  Molekulargewichtsbestimmung  nach  der 
BECKMANN'sehen  Siedemethode  zeigt. 

Zwar  ist  die  Menge  des  nicht  dissociirten  Pikrates  constant, 
weil  die  Lösungen  so  hergestellt  sind,  dass  sie  stets  mit  Pikrat 
gesattigt  sind,  aber  die  in  ihuen  vorhandenen  Mengen  Pikrin- 
säure und  Phenantren  stellen  nicht  die  wirksamen  Mengen  Mj 
und  u2  dar,  sondern  die  Summen  von  ux  und  u.2  und  den  in 
Form  des  Pikrates  vorhandenen  Mengen  dieser  Körper.  Diese 
letzteren  Mengen  kann  man  aber  auf  Grund  einer  bereits  früher1] 
mitgetheilten  Ueberlegung  bestimmen. 

Löst  man  in  einer  gesättigten  Lösung  von  Pikrinsäure  Phe- 
nantrenpikrat auf,  so  kann  dieselbe  weitere  Mengen  Pikrinsäure 
nur  in  Gestalt  des  nichtdissociirten  Pikrates  aufnehmen.  Diese 
Menge  findet  man  also,  wenn  man  die  in  der  gesättigten  Pikrin- 
saurelösung  befindliche  Menge  Pikrinsüure  (Versuch  Ci)  von  der- 
jenigen abzieht,  welche  in  einer  mit  Pikrinsäure  und  Pikrat 


1)  Diese  Berichte  1892.  U. 


=  const. 
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gesättigten  vorhanden  ist  (Versuch  C4VI1).  Ganz  analog  findet 
man  die  entsprechende  Menge  Phenantren.  Ist  die  Ueberlegung 
richtig,  so  müssen  die  gefundenen  Mengen  Pikrinsäure  und 
Phenantren  im  Verhältnisse  ihrer  Molekulargewichte  stehen. 

Es  enthalten  nun  die  Lösungen: 
Cvu      5.626  Th.  Pikrinsäure       Cvi    2.770  Th.  Phenantren 
Ci        5.531    »         »  Cn     2.692    »  » 

Differenz  0.095 "  »         »  0.078    »  » 

Es  sind  also  in  100  Thcilcn  alkoholischer  Lüsung  hei  12.3° 
0.173  Theile  nichtdissoeiirtes  Pikrat  enthalten,  denen  nach  Ver- 
na Itniss  der  Molekulargewichte  0.097  Th.  Pikrinsäure  und  0.076 
Th.  Phenantren  entsprechen,  während  0.095  und  0.078  Th.  ge- 
funden wurden. 

Da  nach  Versuch  Cm  in  100  Th.  Lösung  bei  12°  1.62!  Th. 
Pikrat  enthalten  sind,  so  folgt  daraus,  dass  bei  dieser  Temperatur 
das  Pikrat  in  gesättigter  alkoholischer  Lösung  zu  fast  90  %  dis- 
soeiirt  ist.  Von  diesen  1 .621  Theilen  bestehen  0.912  aus  Pikrin- 
säure und  0.709  aus  Phenantren.  Zieht  man  davon  die  als  nicht- 
dissoeiirtes Pikrat  vorhandenen  Mengen  ab,  so  erhält  man  für  ul 
und  0.815  und  0.633.  Setzt  man  weiter  die  nunmehr  be- 
kannten Grössen  für  u,  1/, ,  und  t/j  in  die  Dissociationsgleichung 
ein,  so  erhält  man  das  Verhältniss  der  Gcsehwindigkeitsconstanten 


-bei  12° 


0.815X0.633  m 


c,  0.173 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  sämmtlichen  Versuchs- 
resultate zusammengestellt.  Spalte  2  enthält  die  Temperaturen 
der  Versuchsreihen,  3  die  Gesammtmenge  der  in  1 00  Theilen  der 
Lösungen  enthaltenen  Substanz,  4  die  Menge  der  Pikrinsäure, 
5  die  des  Phenantrens.  6  die  des  nicht  dissoeiirten  Pikrates, 
7  und  8  die  Mengen  von  w,  und  ?/2>  d.  h.  die  Gesammtmengen 
der  Pikrinsäure  und  des  Phenantrens  vermindert  um  die  als 
nichtdissoeiirtes  Pikrat  vorhandenen  Mengen  dieser  Körper.  Die 
letzteren  Mengen  sind  natürlich,  da  die  Lösungen  stets  mit  Pikrat 
gesättigt  sind,  für  dieselbe  Temperatur  constant.  Spalte  9  ent- 
hält das  Product  1/1  •  u?. 

Für  die  Versuchsreihe  B,  die  bei  17.5°  angestellt  ist,  konnte 
die  Menge  von  u  nicht  direct  bestimmt  werden,  da  keine  Lös- 


Digitized  by  Google 


200 


Robbrt  Beerend, 


lichkeitsbcstimmungen  von  Pikrinsäure  und  Phenantren  vor- 
lagen, indessen  liisst  sich  u  berechnen  unter  der  Voraussetzung, 
dass  sich  das  Verhaltniss  von  c :  c,  zwischen  12.3°  uud  17.5° 
nicht  wesentlich  ändert.  Da  u  überhaupt  klein  ist,  dürfte  das 
so  gewonnene  Resultat  hinreichend  genau  sein.  Wir  haben  unter 
dieser  Voraussetzung 

')  -1  =  ^  =  2.983. 

C,  U 

Nach  Versuch  Bi  enthalten  bei  17.5°  100  Theilc  Lösung 
1.868  Pikrat,  wovon  (1.808 — u)  Theile  dissoeiirt  sind.  Die 
entsprechende  Menge  Pikrinsäure  ut  ist  demnach 

2^<)  1 7s 

(1.868  —  u)  ,~  und  die  des  Phenantrens  u2  (1.868  —  u)  ,  — 
40/  40  i 

Diese  Werthe  in  Gleichung  1)  eingesetzt,  geben 

/ 1.868 -^229 -178 

\     407     )  Tt  --98<J' 

woraus  u  =  0.220  entsprechend  0.124  Pikrinsäure  und  0.096 
Phenantren. 

Für  die  Reihe  A,  welche,  wie  erwHhnt,  keine  ganz  genauen 
Resultate  aufweist,  ist  für  u  ein  mittlerer  Werth  0.19  ange- 
nommen, entsprechend  0.11  Pikrinsäure  und  0.08  Phenantren. 

Aus  der  umstehenden  Tabelle  ersieht  man,  dass  das  Produet 
■Mi«t«t  ziemlich  constant  ist  beim  Vorhandensein  eines  Ucber- 
schusses  von  Pikrinsäure  (Bi  bis  Bv).  Wahrend  die  Menge  der 
Pikrinsäure  auf  das  6fache  wachst,  findet  zuerst  ein  leichtes 
Steigen  des  Productes  von  0.668  bis  0.681,  dann  ein  Abfall  bis 
0.597  statt1;.  Dagegen  ruft  die  Vermehrung  des  Phenantrens  auf 
etwa  das  4fache  (Cm  bis  Gvi)  ein  Steigen  des  Productes  von 
0.51 6  auf  0.693  hervor.  Da  dieses  Ansteigen  entschieden  ausser- 
halb der  Fehlergrenzen  liegt  und  ausserdem  ganz  regelmässig 
erfolgt,  so  liegt  der  Gedanke  nahe,  dass  das  Phenantren  selbst 
in  der  Lösung  nicht  vollständig  in  Einzclmolcktlle  aufgelöst, 
sondern  zum  Teil  in  Gestalt  grösserer  Molekularcomplexe  vor- 
handen ist.  Als  wirksame  Menge  des  Phenantrens  kann  aber 
nur  der  in  Einzclmoleküle  zerlegte  Antheil  betrachtet  werden. 
Diesen  Antheil  kann  man  aber  unter  gewissen  Voraussetzungen 

4)  Zum  grüssten  Theil  erklärt  sich  dieser  Abfall  aus  der  Vernach- 
lässigung der  verschiedenen  speeiflschen  Gewichte  der  Losungen. 
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Tabelle  I. 


V  r 
»^i  l  . 

t 

•sn  mm*» 

Pikrin- 
säure 

Phenan- 
tren 

"i 

\al 

1 4.8" 

5.92 

*  II 

3.01 

»  III 

» 

1.81 

1.02 

0.79 

0.19 

0.91 

0.71 

0.65 

*  IV 

» 

6.25 

6.07 

0.18 

0.19 

5.96 

0.10 

0.60 

»  V 

» 

3.51 

0.46 

3.05 

0.19 

0.35 

2.97 

1.04 

A,*I 

Ii. 3° 

5.90 

■  II 

» 

2.95 

»  III 

>> 

1.78 

1.00 

0.78 

0.19 

0.89 

0.70 

0.62 

.  IV 

» 

6.13 

5.94 

0.18 

0.19 

5.83 

0.10 

0.58 

*  V 

» 

3.42 

0.41 

3.00 

0.19 

0.30 

2.92 

0.88 

R  I 

17.5° 

1.868 

1.051 

0.817 

0.220 

0.927 

0.721 

0.668 

B  II 

» 

1.910 

1.159 

0.751 

0.220 

1 .035 

0.655 

0.678 

n  Hl 

» 

1.967 

1.285 

0.682 

0.220 

1.161 

0.586 

0.681 

-  IV 

M 

2.819 

2.448 

0.371 

0.220 

2.324 

0.275 

0.639 

»  V 

)> 

6.345 

6.150 

0.195 

0.220 

6.026 

0.099 

0.597 

»  VI 

• 

3.699 

0.423 

3.276 

0.220 

0.299 

3.180 

0.951 

CI 

5.531 

•  II 

» 

2.692 

>  III 

1.621 

0.912 

0.709 

0.173 

0.815 

0.633 

0.516 

•  IV 

» 

1.947 

0.534 

1.413 

0.173 

0.437 

1.337 

0.584 

•  V 

2.550 

0.409 

2.141 

0.173 

0.312 

2.065 

0.645 

»  VI 

» 

3.124 

0.354 

2.770 

0.173 

0.257 

2.695 

0.693 

■  VII 

5.765 

5.626 

0.139 

0.173 

I  5.529 

0.063 

0.348 

berechnen;  wenn  man  nämlich  annimmt,  dass  das  Product  der 
wirksamen  Mengen  des  Phenantrens  und  der  Pikrinsäure  that- 
sächlich  constant  ist  und  dass  bei  einer  Verdünnung,  wie  sie  in 
der  gesättigten  Lösung  des  reinen  Pikrates  besteht,  das  Phenan- 
Iren  vollständig  in  Einzelmoleküle  zerfallen  ist.  In  diesem  Falle 
stellt  das  bei  Versuch  Cm  erhaltene  Product  0.516  die  gesuchte 
Gonstante  für  die  Temperatur  von  12.3°  dar.  Ganz  genau  trifft 
natürlich  die  letztere  Voraussetzung  nicht  zu,  da  sich  auch  in  der 
Lösung  des  reinen  Pikrates  jedenfalls  noch  grössere  Molekular- 
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aggrcgale  des  Phenanlrens  vorfinden.  Dass  deren  Menge  aber 
sehr  gering  ist,  geht  schon  aus  der  sehr  annähernden  Gonslanz 
der  Werthe  von  ux  •  u2  in  der  Reihe  B  hervor. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  erhält  man  die  Menge 
des  monomolekularcn  Phcnantrens  £•  für  die  Lösungen  Civ  bis 
Cvi,  wenn  man  das  constantc  Product  u,  •  (Cm)  =  0.516 
durch  «i  dividirt.  Die  Differenz  w2 — §=x  giebt  die  Menge  des 
polymolekularcn  Phenanlrens.   Man  erhalt  so 

0.54  6     .  „  _ 

M,  "2  -u     =  £     uz  —  $  =  x  P :  x 

Civ       0.437       1.337         1.180         0.157  10.48 
Cv        0.312       2.065         1.635         0.430  10.16 
Cvi       0.257       2.695         2.007         0.688  11.76 
Die  Mengen  des  monomolekularen  und  des  polymolekularen 
Phenantrens  müssen  nun  aber  auch  wieder  im  Dissociations- 
gleichgewicht  mit  einander  stehen.  Für  den  Zerfall  einer  Ver- 
bindung  in  n  gleiche  Moleküle  lautet  die  Dissociationsgleichung 


(4)" 


—  =  - — -  =  const.;  wo  .r  die  Menge  der  zerfallenden  Verbin- 


dung,  f  diejenige  der  Zcrfallsproducte  bedeutet.  Es  muss  dem- 

nach  ---  r  bei  derselben  Temperatur  constant  sein.  Aus  der  letzten 

Spalte  der  eben  angeführten  kleinen  Tabelle  ergiebt  sich,  dass 
die  dritten  Potenzen  von  £  dividirt  durch  x  einen  cons Unten 
Werth  besitzen.  Man  darf  daraus  wohl  schliesscn,  dass  die 
grösseren  Aggregate  des  Phenantrens  aus  3  £inze!molckülen 
bestehen. 

Mit  Hülfe  der  so  in  erster  Annäherung  erhaltenen  Constantc 
£3 :  x  kann  man  nun  rückwärts  für  die  übrigen  Versuche  die 
Mengen  des  trimolekularen  und  des  monomolekularen  Phenan- 
trens annähernd  berechnen.  Man  hat  nur  die  in  der  ersten 
Tabelle  unter  w4  gegebenen  Werthe  nach  dem  Verhältniss 
£s :  x  =  10.5  zu  theilen.  In  Tabelle  II  sind  die  Resultate  dieser 
Annäherungsrechnung  für  eine  Reihe  von  Versuchen  zusammen- 
gestellt; für  Reihe  B  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  der 
Quotient  £3 :  x  innerhalb  des  Tcmperaturintervalles  von  12.3° 
bis  17.5°  nicht  wesentlich  ändert.  Es  ist  das  wohl  zulässig,  da 
die  durch  diese  letzte  Correctur  bedingte  Acnderung  der  Werthe 
nur  von  sehr  geringem  Betrage  ist. 
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'>  =  O  3 


5  o  = 


2  o  g  « 


a«  .5  o 


Die  Tabelle  II 

g  g  ^  S  S  U  -      S  g^ht    somit  einen 

o  o  d  d  o  o  ~  wohl  ziemlich  genau 

   zutreffenden  Ucber- 

oooacoe*:o~*  —  blick  Uber  den 
•o  lo  ä«  2  S  -5  §  5  5  Gleichgewichtszu- 

d  ©  d  d  d  o  d  d  d  stand  der  alkoholi- 

sehen  Lösungen, 

oSS-xrt?i-c  welche  Pikrinsäure 

ji  ^  ^  o  d  o  o  c  d  und  Phenantren  in 

  den  verschiedensten 

aooi>(W(N"*oo(N-  Mengenverhältnissen 

©«*-=-©©©©©©  neben  einander  ent- 

ss^ss^s^s  hallen?  von  der  mit 

Phenantren  gesattig- 

CO    ^O   CO         CO   CO   CO   co  CO 

t-  h  h  i"  o  o  o  ?  a>  ten  einerseits  bis  zu 
©ooooooo© 

d  d  d  d  d  d  d  d  d  der  mit  Pikrinsäure 

 _ —  gesättigten  andercr- 

*Z      \z  i0  \C.  £  'Z  ~*  seits.  Abgesehen  ist 

<h  «  -*  x  o  o  — •  r:  o  dabei  von  dem  Vor- 

©©©©©>«*-  —  c*i  ©  ,  ] 

  handensem  grösserer 

Molekularcomplexe 

oooo^^  —  —  —  der  Pikrinsäure.  Dass 

oSSSS^SS  d  solche  sich  in  der 

  That,  wenn  auch  nur 

eococcroooooo  in  geringer  Menge, 

T         "\      °*  <»!  vorfinden,wird  durch 

  die  nicht  ganz  voll- 

o  ^  cc  ~      -  9k  -  20  sündige  Constanz 

SS^SSSSSS  dcr  Wcrthc  "«  £  wie 

»i  9*  ~  d  d  d  d  d  d  auch  durch  die  weiter 

unten  mitzuteilende 

SSSÜSSSSS  Molekulargcwichts- 
eo :  m»  so  ©  ©  -      ~*  -       bestimmung  der 

  Pikrinsäure  höchst 

«  wahrscheinlich  gc- 

^  s  a  Ä  ^  „  «  .   ,  macht 

—   Für  das  Verhält 

^^>  =  -  =  =  >>  niss  der  Geschwin- 
üüüüisaÖÄa  digkeitsconstanlen 
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für  Phcnantrenpikrat  -  =—  ergiebl  sich  jctzl  aus  Cm  für 


12.3°  die  Zahl  2.870,  während  oben,  wo  die  Anwesenheit  tri- 
molckularcn  Phcnantrens  vernachlässigt  war,  2.083  gefunden 
wurde.  Der  wahre  Werth  liegt  zwischen  diesen  beiden.  Für 

17.5°  kann  —  aus  den  Versuchen  natürlich  nicht  abgeleitet 

werden,  da  für  diese  Temperatur  u  aus  dem  Werlhe  von  — 

c 

bei  1 2°  berechnet  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  —  Inner- 
ei 

halb  des  fraglichen  Temperaturintcrvalles  nicht  ändert. 

Das  Verhiiltniss  der  Geschwindigkeilsconstantcn  für  trinio- 

c  i*3 

lekulares  Phenantren  —  =~—  ergiebt  sich  aus  Cm  bis  Cvi  im 
Mittel  =  0.40. 

Es  sei  mir  gestattet,  an  dieser  Stelle  mit  einigen  Worten 
auf  die  Farbe  der  Pikrallösungcn  zurückzukommen.  Ansciiütz1] 
hat  gelegentlich  darauf  hingewiesen,  dass  die  Lösung  das  Naph- 
lalinpikrates  in  Benzol  und  Eisessig  viel  intensiver  goldgelb  ge- 
färbt ist  als  die  der  äquimolekularen  Menge  Pikrinsäure,  trotz- 
dem die  Molekulargewichtsbestimmung  die  Dissociation  des 
Pikrates  erweist.  Nach  den  oben  mitgetheiltcn  Versuchen  dürfte 
sich  diese  Thatsache  dadurch  erklären,  dass  die  Eisessig-  oder 
Benzollosung  des  Naphtalinpikrates  neben  den  dissoeiirten  An- 
theilen  noch  geringe  Mengen  unverändertes  Pikrat  enthält,  wenn 
auch  in  so  geringer  Menge,  dass  es  durch  die  Molekulargewichts- 
bestiminung  nicht  sicher  nachgewiesen  werden  kann. 

Das  Phenanlrenpikrat  verhält  sich  ganz  analog.  Löst  man 
äquimolekulare  Mengen  Pikrat  einerseits  und  Pikrinsäure 
andererseits  in  wenig  Eisessig,  so  erscheint  die  Pikriusäurclösung 
ganz  licht  schwefelgelb,  die  Pikratlösung  dagegen  intensiv  gold- 
gelb. Verdünnt  man  nun  beide  Lösungen  mit  Eisessig,  so  ver- 
schwindet der  Unterschied  der  Färbung  fast  ganz,  da  jedenfalls 
die  Dissociation  des  Pikrales  jetzt  weit  vollständiger  wird.  Fügt 
man  nun  zu  der  ganz  licht  gefärbten  Pikrallösung  Phenantren, 
so  nimmt  dieselbe  wieder  eine  goldgelbe  Färbung  an,  indem 
durch  das  Phenantren  die  Dissociation  des  Pikrates  wieder  rüek- 


i;  Annalen  d.  Chemie  2">3.  347. 
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gangig  gemacht  wird.  Ganz  dasselbe  kann  man  an  den  alkoho- 
lischen Lösungen  beobachten,  nur  tritt  der  Unterschied  der 
Färbungen  hier  viel  weniger  deutlieh  hervor,  da  man  einmal 
wegen  der  geringen  Löslichkeit  des  Pikrates  von  vornherein  mit 
verdünnten  Lösungen  arbeiten  muss  und  andererseits  alkoho- 
lische Pikrinsüurelösungen  selbst  ziemlich  intensiv  gefiirbt  sind. 


Aus  den  beschriebenen  Löslichkeitsversuchen  Hess  sieh 
schliessen,  dass  die  Pikrinsäure  in  nicht  zu  concentrirter  alkoho- 
lischer Lösung  so  gut  wie  vollständig  in  Einzelmoleküle  zerfillll, 
während  das  Phenanlren  selbst  in  ziemlieh  verdünnter  Lösung 
zum  Teil  aus  trimolekularen  Aggregaten  besteht.  Danach  licss 
sich  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  erwarten,  dass  auch  die 
Molekulargewichtsbestimmung  durch  Siedepunktserhöhung  des 
Alkohols  für  die  Pikrinsäure  nahezu  normale  Werthe  liefern 
würde,  für  das  Phenanlren  dagegen  zu  hohe  und  mit  der  Con- 
centration  stark  ansteigende.  Der  Versuch  hat  diese  Erwartung 
vollauf  bestätigt. 

Pikrinsäure  in  Alkohol.    Constanle  H.5 


g  Alkohol 

g  Subst. 

g  SubsL  auf 

E 

M.Ii. 

M.C..  berech 

4  00  Alkohol 

11.61 

0.2751 

2.36«) 

0.122 

223 

220 

0.0508 

5.682 

0.285 

» 

1.0215 

8.71)6 

0.420 

236 

1.3834 

1 1.010 

0.566 

242 

Selbst  bei  1  2procentiger  Lösung  beträgt  die  Abweichung 
vom  berechneten  Molekulargewicht  nur  5.7#. 


Phenanlren. 

M.G.  bore 

chnet  178. 

g  Alkohol 

g.  Subst.  gSbst.auf  100  Alkohol  K 

M.u. 

1) 

12.72 

0.2471 

1.013 

0.122 

1 83 

«) 

» 

0.4813 

3.784 

0.227 

102 

3) 

0.7205 

5.663 

0.320 

1 08 

»■ 

0.0608 

7.554 

0.418 

206 

s; 

)> 

1.2007 

0.441 

0.507 

214 

«) 

» 

1.5263 

11.000 

0.610 

226 

Die  Abweichung  vom  berechneten  Molekulargewicht  betrügt 
bei  12procentiger  Lösung  27  % .  Aber  nicht  nur  qualitativ,  son- 
dern auch  quantitativ  stimmt  das  Resultat  der  Molekulargew  ichts- 
bestimmung  mit  dem  der  Löslichkeitsbcstimmungen  überein. 
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Aus  dem  gefundenen  Molekulargewicht  eines  Körpers  kann 
man  nämlich  die  Mengen  des  Körpers  berechnen,  welche  in  Ge- 
stalt von  Einzel  molektllcn  und  von  Molekül araggregaten  vor- 
handen  sind,  wenn  man  die  Zahl  der  EinzelmolekUle 
kennt,  aus  der  die  Aggregate  bestehen,  bezeichnet  man  mit  <i 
die  Menge  der  in  der  Volumeinheit  vorhandenen  Substanz,  mit  J 
die  Menge  der  in  EinzelmolekUle  dissociirteu,  mit  m  das  Mole- 
kulargewicht des  Einzelmoleküls,  mit  /t  das  gefundene  Molekular- 
gewicht und  mit  w  die  einen  Molekularcomplex  bildende  Zahl 
der  EinzelmolekUle,  so  hat  man 

...                                 a  •  n  •  m 
£       11  —  $      a  „  a 

-  4*         ~  - ;  woraus  £  —  /«  

m      n-m      p  — ~n  —  {  

Die  Menge  der  polymolckularen  Substanz     ist  ==  a  —  £. 

Unter  der  Annahme,  dass  das  Phenantrcn  nur  trimolekulare 
Aggregate  bildet,  ergeben  sich  aus  der  mitgetheilten  Molekular- 
gewich tsbestimmung  folgende  Zahlen.  Die  Concentrationen  sind 
auf  100  Gewichtstheile  Lösung  (richtiger  würe  auch  hier  Volum- 
theile)  umgerechnet. 


pSubst.auflOOLüs. 

M.G. 

X 

1 

f 3  :  .r 

183 

0.07 

1.74 

75 

2;  3.64 

192 

0.39 

3.25 

88 

3  5.43 

198 

0.82 

4.61 

120 

4i  7.03 

206 

1.43 

5.60 

123 

5,  8.63 

214 

2. 1 3 

6.50 

129 

6)  10.71 

226 

3.42 

7.29 

113 

Die  Werthe  von  £3 :  T  sind  auch  hier  innerhalb  ziemlich 
weiter  Concentrationsgrenzen  annlihcrnd  constant.  Bei  grösserer 
Verdünnung  fallen  die  Werthe,  was  vielleicht  andeutet,  dass 
auch  bimolekulare  Aggregate  existenzfähig  sind,  aber  ebensowohl 
seinen  Grund  in  Fehlerquellen  der  Methode  der  Molekular- 
gewichtsbestini mung  haben  kann. 

Die  Molekulargewichtsbestimmung  des  Phenantrenpikrates 
ergab  folgende  Zahlen.  Die  Nummern  1,  3,  5,  7,  8  einerseits 
und  2,  4,  6,  9,  10  andererseits  rühren  von  getrennten  Bestim- 
mungen her.  Man  ersieht  daraus,  wie  genau  die  Resultate  der 
BECKMANvschen  Methode  sind. 
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Alkohol 

g  Subst.  gSubst.  auf 

K 

M.G. 

100  Alkohol 

<) 

12.25 

A  Q A4  A 
U.ZU1  U 

M  (K  k  4 

0.086 

219.5 

12.45 

A      1  417 
U.Z  1  2  / 

4  7AÖ 

0.090 

218.3 

3) 

12.25 

'}  QU 
O.O  1  1 

0.175 

218 

*) 

12.45 

A  1  7** 
* .  1  /  o 

0.216 

222 

5) 

1 2.2.» 

0.C356 

5.189 

0.263 

227 

6) 

12.45 

0.8095 

6.504 

0.315 

237 

7) 

12.25 

0.8404 

6.861 

0.330 

239 

H) 

12.25 

1.0536 

8.602 

0.396 

250 

9) 

12.45 

1.0981 

8.822 

0.406 

250 

*°) 

12.45 

1.3411 

10.770 

0.477 

260 

M.G.  her. 
407  bez.  203.5 


Das  gefundene  Molekulargewicht  liegt  entsprechend  der 
nicht  vollständigen  Dissociation  oberhalb  des  mittleren  der  Be- 
standtheile  und  wuchst  stark  mit  der  Concentration.  Auch  hier 
lässt  sich  aus  dem  gefundenen  Molekulargewicht  die  Menge  des 
nichtdissoeiirten  Pikrates  und  die  Menge  der  dissoeiirten  Be- 
standtheile  berechnen.  Die  wirksame  Menge  des  Pikrates  ist  in 
der  folgenden  Zusammenstellung  mit  u,  die  der  Pikrinsüure 
mit  iit,  die  des  Phenantrens  mit  uA  bezeichnet. 


gSbst.aufiOO 

M.G. 

u 

Lösung 

u 

1)  1.62 

219.5 

0.24 

0,78 

0.60 

1.94 

2)  1.68 

218.3 

0.22 

0.82 

0.64 

2.39 

3)  3.21 

218 

0.43 

1.56 

1.22 

4.44 

4)  4.01 

222 

0.67 

1.88 

1.46 

4.10 

•V  4.93 

227 

1.01 

2.21 

1.71 

3.74 

6)  6.13 

237 

1.77 

2.45 

1.91 

2.64 

7)  6.47 

239 

2.02 

2.50 

1.95 

2.42 

8)  7.92 

250 

2.95 

2.80 

2.17 

2.06 

9)  8.10 

250 

3.02 

2.86 

2.22 

2.10 

10)  9.79 

260 

4.25 

3.12 

2.42 

1.77 

Die  Abweichungen  der  Werthe  der  letzten  Spalte  von  ein- 
ander rühren  zum  Theil  jedenfalls  von  der  Anwesenheit  des 
trimolekularen  Phenantrens  her;  möglicherweise  auch  daher, 
dass  das  Pikrat  selbst  wieder  polymolekulare  Aggregate  viel- 
leicht verschiedener  Art  bildet.  Bemerkenswerth  ist  jedenfalls 
das  starke  Anwachsen  der  Werthe  in  der  3-  bis  5procentigen 
Lösung,  während  oberhalb  und  unterhalb  dieser  Concentrationen 
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annähernd  die  gleichen  Zahlen  erhalten  werden.  Das  anfäng- 
liche Abnehmen  und  spätere  Zunehmen  der  gefundenen  Wcrthe 
des  Molekulargewichtes  erinnert  an  ähnliche  Anomalien,  welche 
PickKiiiNT.bei  den  Molekulargewiehlsbestimmungcn  durch  Gefrier- 
punktserniedrigung gefunden  hat. 

Im  Anschluss  an  diese  Rechnungen  habe  ich  noch  eine  Reihe 
der  von  Beckmann  (Zeitschrift  f.  pbysikal.  Chem.  VI.  437)  ausge- 
führten Molekulargewichtsbestimmungen  berechnet.  Von  den 
auf  die  Siedepunktserhöhung  des  Alkohols  untersuchten  Ver- 
bindungen sind  alle  berechnet  worden ,  bei  welchen  sich  stark 
von  den  berechneten  abweichende  Molekulargewichte  ergeben 
haben.  Von  diesen  zeigen  ziemlich  constantc  Werthe  für  :  x 
Naphtalin,  Phenylbenzoat,  Acelanilid,  Borneol  und  Acetophenon- 
oxim.  Für  das  Benzil  steigen  die  Wcrthe  f3 :  x  mit  der  Con- 
centration  an,  wahrend  die  für  :  x  berechneten  abnehmen; 
möglicherweise  treten  verschiedenartige  Molckularaggregate 
neben  einander  auf.  Beim  Aethylbenzoat  nehmen  die  für  p :  x 
berechneten  Werthe  mit  der  Conccntration  stark  zu,  während 
sie  beim  Phenylbenzoat  recht  constant  erscheinen.  Durch  die 
Annahme  grösserer  Molekularaggregate  lässt  sich  die  Zunahme 
beim  Aethylbenzoat  nicht  erklären. 

Einige  Berechnungen  für  von  Beckmann  in  anderen  Lösungs- 
mitteln untersuchte  Körper  haben  weniger  einfache  Resultate 
ergeben.  Ich  brauche  wohl  kaum  darauf  aufmerksam  zu  machen, 
dass  die  anscheinenden  Gesetzmässigkeiten,  welche  bei  diesen 
Berechnungen  zu  Tage  treten,  mit  aller  Vorsicht  aufzunehmen 
sind.  Im  günstigen  Kalle  gelten  sie  nur  in  erster  Annäherung, 
indessen  dürften  sie  doch  zu  einer  eingehenderen  Untersuchung 
anregen,  zumal  wir  in  der  von  Beckmann  ausgearbeiteten  Methode 
der  Molekulargcwichtsbestimmung  durch  Siedepunktserhöhung 
ein  weil  genaueres  Hülfsmittel  für  eine  solche  Untersuchung 
besitzen,  als  man  wohl  allgemein  anzunehmen  geneigt  ist. 


Naphtalin  in  Alkohol.   M.G.  berechnet  128. 

gSulist.  in  1 00  Losung     M.G.  .r  £  £  - :  x 

2.32  118  0.G3  4.G9  4.53 

3.98  155  1.39  2.59  4.76 
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Phenylbcnzoat  in  Alkohol.   M.G.  her.  198. 


cSubst.ini  00  Lösung  M.G. 

x 

3 

42  :  x 

3.37  215 

0.52 

2.75 

14.5 

6.09  222 

1.32 

4.77 

17.2 

8.61  233 

2.59 

6.02 

14.0 

Acetanilid  in  Alkohol.   M.G.  her.  135. 

gSubsl.  in  100  Lösung  M.G. 

X 

4 

P  :  x 

2.89  142 

0.29 

2.60 

23.3 

5.65           1 47 

0.92 

4.73 

24.3 

8.19  151 

1.74 

6.45 

24.9 

11.90  159 

3.60 

8.30 

19.1 

Acetophcnonoxim  in  Alkohol. 

M.G.  her.  135. 

g$ubst.in4  00  Lösung  M.G. 

X 

4 

? :  .r 

6.25  143 

0.70 

5.55 

40.0 

8.96  451 

1.89 

7.07 

26.4 

11.48  454 

2.83 

8.65 

26.4 

Borneol  in  Alkohol.   M.G.  bcr.  154. 


gSubst.ini  00  Lösung 

M.G. 

X 

4 

?:x 

3.24 

161 

0.28 

2.96 

3.13 

O.öZ 

164 

0.67 

4.85 

3.51 

8.66 

171 

1.73 

6.93 

2.78 

13.09 

179 

3.65 

9.44 

2.44 

Benzil  in  Alkohol.   M.G.  bcr.  210. 

gSubst.ini  00 

M.G. 

X 

X 

4         43  :  r 

Lösung 

2.89 

232 

0.55 

2.34 

9.95 

0.41 

2.48  37.2 

5.17 

2.  i  4 

1.44 

3.73 

9.66 

1.08 

4.09  63.3 

7.63 

258 

2.84 

4.79 

8.08 

2.13 

5.50  78.1 

10.7 

279 

5.29 

5.41 

5.53 

3.97 

6.73  77.8 

M.G.  x 

=  2  M.G.  $ 

M.G.  x 

=  3  M.G.  f 

ü Subst.ini  00  Lösung 
1.96 
5.54 
9.82 
46.64 


Aethylbenzoat  in  Alkohol. 

M.G.  x  4 

170  0.46 

183  2.00 

490  JU3 

204  6.08 


X 


1.50 
3.54 
5.69 
10.56 


4.9 
6.3 
7.8 
48.3 


Digitized  by  Google 


210 


Robert  Behren  d,  Ueber  dib  Löslichkbit  etc. 


Naphtalin  in  Aethylacetat.   M.G.  ber.  428. 


gSuhst.in  4  00  Lösung  M.G. 

0.70  133 

4.81  430 

4.27  140 

8.79  148 

15.25  150 


X 

0.06 
0.06 
0.74 
2.37 
4.48 


0.64 
1.75 
3.53 
6.42 
10.77 


6.83 
51.04 
16.85 
47.39 
24.04 


Naphtalin  in  Aethcr.  M.G.  ber.  128. 


gSubst.ini  00  M.G. 
Lösung 

6.62  132 

12.46  143 

49.73  152 


x 


|* :  x 


v 


£3  :  x 


0.44  6.21  94.06 
2.62  9.84  36.96 
6.22    43.54  29.34 


0.30  6.32  841 
4.96  4  0.50  590 
4.67  45.06  734 


M.G.  x  =  2  M.G.  £      M.G.  x  =  3  M.G.  f 


Naphtalin  in  Aceton.   M.G.  ber.  128. 


gSulist.  in  4  00 

M.G. 

x 

X 

Lösung 

5.60 

134 

0.50 

5.10 

52.0 

0.38 

5.22 

1 1 .23 

145 

2.64 

8.59 

28.0 

1.98 

9.25 

18.74 

155 

6.53 

12.21 

22.8 

4.90 

13.84 

374 
400 
541 


M.G.  x  =  2  M.G.  §     M.G.  t  =  3  M.G.  £ 
Leipzig,  I.  chemisches  Laboratorium  der  Universität. 
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SITZUNG  VOM  13.  JUNI  1892. 

^Z^Z'yeS"'ien        B'er'Jl'lik,)-    "  ';rm,Wnien  "er 

1.  Der  erste  Hauptsatz. 

mcss^i  Be^.iff°'  WC'ehc  allcin  auf  sämmtllcbe  Gebiete  der 
«enden  Wissenschaften  Anwendung  finden,  sind  Raum,  Zeit 

äussery r8'-r  ,  D'?SC  Bcd,!Ulu"g  d<"  beiden  ersten  ist  seit  Kant 
ihnen  1WC  :  aSS  die  Encr8,e  uin  Rcchl  darauf  besitzt,  »eben 
W,f  u  n  WCrdLn'  f°'8t  daraus>  dass  sic  vermöge  des 
^rer1ümwandl«ng  »"d  quantitativen  Erhaltung  eine 
licW  p  Bf  .chun8  tischen  summtlichen  Gebieten  der  natur- 
J      B7kln;f»  ermöglicht;  ihr  ausschliessliches  Recht, 

Ls  ,„«r^  r      g<mannt  10  Werdcn'  "«tf  dari"  begründet 
^  ausser  der  Energie  kein  weiterer  Allgemeinbegriff  bekann 
St'  **lchcr  a«f  «He  Gebiete  Anwendung  findet, 
als  unhBHend  Wu  dieZcU  alsunbedingt  (liessend,  den  Raun, 

beiden  Z1^f  HrUhCnd/DSChaUen'  ßnden  wir  die 
sUnT  nVM    ,  CD  CrScheinen;  all<*  Geschehen  ist  in  letzter  In- 
stanz n,ch,s  als  eine  Veränderung  der  Energie. 

schwind       g'C.  kanD  a"  einera  0rte  klei"er  we"-den  und  ver- 

ist *eiwDrnem  "J"**™  °rle  Wachsen-  Erfahrungsgemüss 

■ mer i  chT  EnCrg'e  aD  °inem  0rtu  stets  «'"er 

l Zill     ? le,cthen,  Ehrung  an  einem  anderen  Orte  ver- 

llZlsäl-  f  *       "5*  dieSCr  Erfah™6  bildet  der  erste 
« ,,er  tnergenk ,  welcher  vor  nunmehr  50  Jahren  von 

*r  'tw     e"      *l  W°rden  ist'  und  Iaute'--  «««  to«»»«'»«™««; 

so  mr,'""'-  Werrn  ~ort«  ****  ™- 

sebeinen       •    T  tWi,r  wclchc  !,n  cincra  anderen  Orte  er- 
men:  es  ,st  aber  nicht  notwendig,  dass  dies  in  gleicher 

<;  Vgl.  die«  Berichte,  18»,  s.  471. 
•uk.-j.kji.  CU»m. 
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Gestalt  geschieht.  Man  drückt  die  Thatsache,  dass  eine  andere 
Art  Energie  für  die  verschwundene  erscheint,  durch  das  Wort 
Umwandlung  aus.  Das  fragliche  Gesetz  lautet  dann  folgender- 
massen:  Wandelt  sich  eine  bestimmte  Menge  der  Energie  A  in 
eine  andere  Form  /?,  und  diese  in  die  Form  C  um ,  so  wird  die 
gleiche  Menge  von  C  erhalten,  als  wenn  A  sich  unmittelbar  in  C 
verwandelt  hatte.  Nennt  man  die  bei  der  Umwandlung  ent- 
stehenden Energiemengen  äquivalent,  so  lässt  sich  der  erste 
Hauptsatz  aussprechen:  Zwei  Energiemengen,  welche  einzeln  einer 
drillen  äquivalent  sind,  sind  auch  einander  äquivalent. 

Wenn  endlich  eine  Vorrichtung,  in  welcher  durch  irgend 
welche  Vorgange  beständig  Arbeit  oder  allgemein  Energie  ohne 
entsprechenden  Verbrauch  anderer  Energie  erzeugt  werden 
könnte,  ein  perpetuum  mobile  erster  Art1)  genannt  wird,  lasst 
sich  die  erfahrungsmassige  Grundlage  des  ersten  Hauptsatzes 
kurz  folgendermassen  aussprechen: 

Ein  perpetuum  mobile  erster  Art  ist  unmöglich. 

Der  analytische  Ausdruck  dieser  Beziehungen  ist  ein  sehr 
einfacher.  Ist  a  die  (in  eigenem  Maass  gemessene)  Menge  der 
Energie  At  welche  verschwindet,  und  b  die  (wiederum  in  eige- 
nem Maass  gemessene)  Menge  der  Energie  #,  welche  entsteht, 
so  gilt  zunächst 

a=f(A,B}b 

welche  Gleichung  ausdruckt,  dass  beide  Grössen  a  und  b  ein- 
ander proportional  sind.  Der  Factor  f(A,  B)  hangt  von  der 
Beschaffenheit  der  beiden  Energieen  A  und  B  ab,  und  zwar  ist 
er  aus  jedem  Umwandlungsversuch  zu  bestimmen,  bei  welchem 
die  Mengen  a  und  b  gemessen  weiden,  indem 

/'  [A,  »)  =  j 

ist. 

Bestimmt  man  ebenso  den  Umwandlungsfactor  f\B,C)  für 
die  Energieen  B  und      so  folgt  in  gleicher  Weise 

Durch  Multiplication  folgt 


\)  Das  Schema  eines  perpetuum  mobile  zweiter  Art  wird  weiter  unten 
dargelegt  werden. 
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Nun  ist  (leßnitionsgemHss  ^  =  f  [A,  C,  und  wir  haben 

f(A,B)-f(li,C)  ^f(A,C). 

Dies  ist  der  Ausdruck  für  die  zweite  Form  des  ersten  Hauptsatzes. 

Es  ist  offenbar  am  einfachsten,  die  willkürlichen  Einheiten 
der  Energie  in  ihren  verschiedenen  Formen  so  zu  wählen,  dass 
alle  Factoren  f[A,R)  u.  s.  w.  gleich  Eins  werden;  für  die  fol- 
genden Erörterungen  soll  angenommen  werden ,  dass  dies  ge- 
schehen ist.  Als  Bezugseinheit  dient  die  der  Bewegungsenergie. 
Dieselbe  entspricht  der  Formel  Ek  =  ^mv'2}  die  Einheit  der 
Energie  ist  also  gleich  der  doppelten  Menge  der  in  einem  Gramm 
Masse,  welche  sich  mit  der  Geschwindigkeit  von  1  cm  in  der 
Secunde  bewegt,  enthaltenen  Energie. 

Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass  die  Um- 
wandlung einer  Energie  gleichzeitig  in  mehrere  andere  stallfinden 
kann.  Nennt  man  a  die  ursprüngliche,  b'}  b",  b'"  . .  .  die  umge- 
wandelten Energiemengen,  so  kann  man  a  in  Summanden  ut .  a2, 
öj  .  .  .  zerlegen,  welche  den  Bedingungen  entsprechen 

«,  =  6', 
a2  =  b",  etc. 

wobei  die  eben  gemachten  Feststellungen  bezüglich  der  Um- 
wandlungsfactoren angenommen  sind),  und  wirhaben  die  Summe 

a  =  b'  +  b"+b'"-\  

Auf  gleiche  Weise  können  verschiedene  Energiearten  A  sich  in 
eine  gleiche  By  oder  im  allgemeinsten  Falle  verschiedene  Arten 
A  in  verschiedene  B  verwandeln;  die  Gleichung  lautet  dann 

la  =  2  b, 
oder  —b  —  Za  =  0. 

Hierbei  ist  alle  Energie  als  wesentlich  positiv  gerechnet;  das 
positive  Zeichen  bezieht  sich  auf  entstandene,  das  negative  ciuf 
verschwundene  Energiemengen. 

2.  Der  zweite  Hauptsatz. 

Der  erste  Hauptsatz  der  Energetik  bezweckt  den  Ausdruck 
der  Thatsaehe,  dass  die  Energie  eine  selbständige,  in  allen  ihren 
Erscheinungsformen  gleichartige  Grösse  ist,  deren  Gesamml- 

4  5* 
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betrag  sich  als  unveränderlich  erweist,  und  deren  verschieden- 
artige Beschaffenheit  sich  daher  am  anschaulichsten  unter  der 
Ausdrucksform  einer  wechselseitigen  Umwandlung  der  verschie- 
denen Arten  der  Energie  darstellen  lässt.  Es  entsteht  nun, 
nachdem  diese  Umwandlungen  in  Bezug  auf  ihre  Bilanz  durch 
den  ersten  Hauptsalz  geregelt  sind,  die  Frage  nach  den  Ursachen, 
welche  das  Eintreten  solcher  Umwandlung  veranlassen  oder 
verhindern.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  ist  der  Inhalt  des 
zweiten  Hauptsatzes  der  Energetik. 

Wenn  wir  zunächst  unsere  Betrachtungen  auf  den  einfachsten 
Fall  beschränken,  dass  nur  eine  Art  Energie  vorhanden  ist,  so 
wird  die  einfachste  Umwandlung,  die  möglich  ist,  darin  bestehen, 
dass  an  einem  Orte  ein  gewisser  Betrag  verschwindet,  wobei 
dem  ersten  Haupsatze  gemäss  an  einem  anderen  Orte  der  gleiche 
Betrag  erscheinen  muss.  Die  Erfahrung  lehrt,  dass  in  gewissen 
Fällen  solche  Uebergänge  derFaiergie  eintreten,  in  anderen  nicht. 
Um  diese  Verhältnisse  auszudrücken,  werden  wir  der  Energie 
eine  bestimmte  Eigenschaft  zuschreiben ,  die  wir,  ohne  weitere 
Voraussetzungen  zu  machen,  ihre  Intensität  nennen  wollen.  Die 
Intensität  der  Energie  soll  in  dem  Falle  als  gleich  angesehen 
werden,  wenn  kein  Uebergang  erfolgt;  findet  ein  solcher  statt, 
so  soll  der  Energie  in  dem  Gebiete,  in  welchem  sie  sich  ver- 
mindert, eine  höhere,  in  dem  Gebiete,  in  welchem  sie  sich  ver- 
mehrt, eine  niedere  Intensität  zugeschrieben  werden. 

Wenn  zwischen  zwei  Gebieten  A  und  Ii  kein  Uebergang 
der  Energie  stattfindet,  so  soll  dieser  Zustand  als  der  des  Gleich- 
gewiehfs  der  Energie  bezeichnet  werden. 

Als  allgemeinster  Erfahrungssalz  bezüglich  der  Uebergänge 
der  Energie  kann  nun  der  folgende  ausgesprochen  werden: 

Zwei  Gebilde,  die  einzeln  mit  einem  dritten  im  Energiegleich- 
gewicht sind,  sind  auch  unter  einander  im  Gleichgewicht. 

Ein  anderer  Ausdruck  dieses  Erfahruogssatzes  ergiebt  sich, 
wenn  wir  den  oben  definirten  Begriff*  der  Intensität  benutzen; 
er  lautet: 

Zwei  Intensitäten,  die  einzeln  einer  dritten  gleich  sind,  sind 
unter  einander  gleich. 

Die  sehr  ausgedehnte  Erfahrung,  auf  welche  dieser  Satz 
begründet  ist,  tritt  am  deutlichsten  ins  Bewusstsein,  wenn  man 
den  Satz  als  ungültig  annimmt.  Um  eine  Anschauung  zu  haben, 
betrachten  wir  die  Energieform  der  Wärme.   Wir  bringen  den 
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Körper  A  mit  einem  Körper  C  in  Berührung,  und  ebenso  einen 
anderen  Körper  B  mit  C,  bis  die  Wärme  zwischen  A  und  C,  sowie 
zwischen  B  und  C  nicht  mehr  übergeht.  Waren  alsdann  A  und 
B  nicht  rm  Gleichgewicht,  so  würde,  wenn  wir  nunmehr  A  und 
B  in  Berührung  bringen,  ein  Wärmeübergang  erfolgen;  wir 
nehmen  an,  dass  A  Wanne  dabei  verliert,  welche  nach  B  über- 
geht. Dadurch  würde  aber  alsbald  das  Gleichgewicht  zwischen 
A  und  C,  sowie  zwischen  B  und  C  gestört  werden,  Warme  würde 
von  C  nach  A  gehen ,  um  den  Verlust  zu  ersetzen ,  und  von  B 
würde  der  Ueberschuss  nach  C  abfliessen.  Dadurch  ist  wiederum 
das  Gleichgewicht  zwischen  A  und  B  gestört,  und  der  Vorgang 
müsste  sich  bis  ins  Unbegrenzte  wiederholen. 

Nennen  wir  eine  derartige  Anordnung,  bei  welcher  sich  die 
Energie  ohne  äusseren  Anlass  in  Bewegung  setzt  und  darin 
erhält  (während  ihre  Menge  constant  bleibt)  ein  perpeluum  mobile 
zweiter  Art,  so  können  wir  den  fraglichen  Erfahrungssatz  auch 
folgendergestalt  aussprechen: 

Ein  perpeluum  mobile  zweiter  Art  ist  unmöglich. 

Diese  nur  in  der  Form  verschiedenen  Sätze  sind  der  Aus- 
druck des  zweiten  Hauptsatzes  der  Energetik.  Beide  Sätze  sind 
als  die  zur  Zeit  allgemeinsten  empirischen  Naturgesetze  anzu- 
sehen, welche  sämmtliche  Erscheinungen  der  natürlichen  Welt 
regeln. 

Der  zweite  Hauptsatz  ist  zunächst  nur  für  den  Uebergang 
einer  Art  Energie  von  einem  Orte  zum  anderen  ausgesprochen 
worden.  Er  gilt  in  angemessen  veränderter  Gestalt  auch  für 
die  Umwandlung  der  verschiedenen  Energiearten  in  einander, 
doch  setzt  sein  Ausspruch  für  allgemeinere  Bedingungen  einige 
Untersuchungen  und  Begriffsbestimmungen  voraus,  zu  denen 
wir  jetzt  tibergehen  wollen. 

3.  Die  Factoren  der  Energie. 

Die  Intensität  der  Energie  ist  als  eine  Grösse  definirt  worden, 
welche  in  einem  Räume  abnimmt,  welcher  Energie  verliert,  und 
zunimmt,  wo  sich  die  Energie  vermehrt.  Durch  die  Thatsache 
des  Energietiberganges  lässt  sich  eine  Stufenleiter  der  Intensität 
bestimmen,  indem  wir  höhere,  niedere  und  gleiche  Werthe 
erkennen  und  unterscheiden  können.  Der  Satz,  dass  zwei  Inten- 
sitäten, die  einer  dritten  gleich  sind,  es  auch  untereinander 
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sind,  bedingt,  dass  diese  Stufenleiter  für  eine  gegebene  Art  der 
Energie  eine  allgemeingültige  ist.  Die  Abstände  dieser  Stufen 
sind  zunächst  willkürlich;  sie  sollen  so  bestimmt  werden,  dass 
gleichen  Zu-  oder  Abnahmen  der  Energie  in  einem  gegebenen  Ge- 
bilde gleiche  Zu-  oder  Abnahmen  der  Intensität  entsprechen.  Unter 
dieser  Voraussetzung  kann  man  die  in  einem  gegebenen  Gebilde 
vorhandene  Energie  ihrerseits  als  proportional  ihrer  Intensität 
ansetzen.  Nennen  wir  die  Energie  E,  ihre  Intensität  /,  so  schreiben 
wir  definitionsgeraäss 

E  =  c  i, 

wo  c  der  Proportionalitätsfactor  ist  und  die  Zählung  der  Inten- 
sitäten bei  E  —  0  beginnt. 

Die  Grösse  c  misst  die  Energiemenge,  welche  bei  gegebener 
Intensität  i  in  einem  Gebilde  vorhanden  ist.  Sie  kann  daher 
passend  als  der  Capacitätsfactor  der  Energie  oder  die  Cupacitäl 
des  Gebildes  für  Energie  bezeichnet  werden. 

Da  die  eben  durchgeführte  Entwicklung  sich  nur  auf  die  in 
den  beiden  Hauptsätzen  fixirten  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Energie  stützt,  so  kann  man  als  die  Zerlegbarkeit  in  einen  Inten- 
sitäts-  und  einen  Capacitätsfactor  gleichfalls  als  eine  allgemeine 
Eigenschaft  der  Energie  ansehen ,  welche  bei  der  Untersuchung 
jeder  Art  Energie  vorausgesetzt  werden  darf. 

Der  Erfahrung  sind  die  absoluten  Beträge  der  Energie  eines 
gegebenen  Gebildes  im  Allgemeinen  nicht  zugänglich.  Die 
experimentelle  Feststellung  der  Zahlenwerthe  in  der  Gleichung 
E  =  ci  ist  somit  nicht  ausführbar.  Wohl  aber  dürfen  die 
Aenderungen  der  Energie  als  messbar  vorausgesetzt  werden.  Aus 

E  =  c  i 

folgt 

(IE  =  edi  -h  idc. 
Wird  die  Gleichung  zerlegt  in 

dE  =  edi  (c  constant),  (a) 
dE  =  idc  (i  constant),  (b) 

so  wird  die  Möglichkeit  ersichtlich,  duroh  gleichzeitige  Messung 
der  Aenderungen  d  E  und  d  r,  resp.  d  c  auch  die  absoluten  Werthe 
von  c  und  /  zu  ermitteln.  In  dem  Falle,  dass  beide  Gleichungen 
(a)  und  (hi  experimentell  herstellbar  sind,  lässt  sich  c  und  t  er- 
mitteln, und  somit  auch  ihr  Product,  der  Gesammtbetrag  der 
fraglichen  Energie.    Doch  sind  die  Fälle  häufig,  in  welchen 
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die  in  der  einen  oder  der  anderen  Gleichung  angenommenen 
Aenderungen  nicht  möglich  sind;  dann  muss  man  auf  die  Be- 
stimmung des  entsprechenden  Factors  verzichten. 


4.  Die  Arten  der  Energie. 

Nicht  zu  dem  Zwecke,  eine  vollständige  Zusammenstellung 
aller  Energiearten  zu  geben,  sondern  nur  zu  dem  praktischen  Be- 
hufe,  für  die  nachfolgenden  Erörterungen  anschauliches  Material 
iu  liefern,  ist  die  nachstehende  vorläufige  Tabelle  der  Energie- 
formen hier  mitgetheilt.  Eine  systematische  Tabelle  lässt  sich 
nämlich  erst  entwerfen,  nachdem  die  auffälligen  und  charak- 
teristischen Verschiedenheiten  der  Eoergieartcn  und  ihrer 
Factoren  an  der  Hand  der  später  darzulegenden  allgemeinen 
Beziehungen  der  Energiefactoren  untersucht  und  festgestellt 
worden  sind,  wobei  sich  denn  auch  die  weitere  Aussicht  ergiebt, 
aus  dem  Vorkommen  etwaiger  Lücken  in  einer  derartigen  syste- 
matischen Tiibellc  auf  die  Möglichkeit  und  Beschaffenheit  zur 
Zeit  noch  unbekannter  Energieformen  Schlüsse  zu  ziehen. 

Von  den  sämmtlichen  Energiearten  lassen  sich  zunächst 
die  mechanischen  aussondern ,  zu  deren  Bestimmung  ausser  der 
Einheit  der  Energie  selbst  nur  noch  die  Einheiten  des  Raumes 
(der  Länge)  und  der  Zeit  erforderlich  sind.  Und  zwar  bilden 
sie  die  beiden  Gruppen  der  kinetischen  oder  Bewegungsenergie 
und  der  Raumenergie,  welche  in  die  drei  Unterabtheilungen  der 
Distanz-,  Flüchen-  und  Volum-Energie  zerfallt.  Die  mechanischen 
Eoergieen  und  ihre  Factoren  sind  daher: 


Energie 

A.  Bewegungsenergie 

B.  Raumenergic 

a.  Distanzenergic 

b.  Flächenenergie 

c.  Volumenergic 


Capaeität 
Masse 

Bewegungsgrössc 

Strecke 

Fläche 

Volum 

» 


Intensität 
Gesehwindigkeits- 

quadrat 
Geschwindigkeit 

Kraft 
Flächenspannung 
Druck 


Die  Bewegungsenergie         lässt  sich  auf  zwei  Arten  in 

z 

Factoren  zerlegen.  Die  wichtigste  Zerlegung  ist  Masse  und 
(halbes)  Geschwindigkeitsquadrat,  eine  secundäre  in  Bewegungs- 
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grössc  mv  und  Geschwindigkeit  die  unter  bestimmten  Um- 
standen anwendbar  ist,  aber  unter  dem  Nachtheile  steht,  dass 
beide  Factoren  von  einander  nicht  unabhängig  sind. 

Die  Raumenergie  muss,  wie  geschehen,  in  drei  Unterabihei- 
lungen geschieden  werden.  Es  ist  eines  der  folgenreichsten 
Uebersehen  in  der  Entwicklung  der  Wissenschaft,  dass  man  die 
Distanzenergie  für  die  einzige  Form  der  Haumenergie  gehalten, 
und  daher  ein  Bedttrfniss  empfunden  hat,  die  beiden  anderen, 
ja  auch  alle  nicht  mechanischen  Energiearten,  überall  auf  die 
erste  zurückzuführen. 

Von  weiteren  Energiearten  sind  zu  erwähnen  : 

Energie  Capocitat  InlensiUt 

n  WM  .  Wärmecapacilät  Temperatur 

C.  Wärmeenergie  ,    „  t r    .  1 

D  oder  Entropie 

D.  Elektrische  Energie   Elektricitätsmenge  Potential 

E.  Ma^scLe  Energie  gP*^ 

F.  Chemische  Energie  Verbindungsgewicht  Chemisches  Poten- 

tial oder  Affinität 

G.  Strahlende  Energie   Absorptions-  resp.      Intensität  der 

D       Emissionsgrösse  Strahlung 

Zu  dieser  Tabelle  sind  noch  folgende  Erläuterungen  zu 
machen. 

C.  Die  Capacitälsgrösse  der  Wärmeenergie  wird  Wärme- 
capacität  in  dem  Falle  genannt,  dass  mit  der  Zuführung  der 
Energie  die  Temperatur  sich  ändert;  findet  letzleres  nicht  statt, 
so  ist  der  Name  Entropie  üblich. 

F.  Der  Capacitätsfaclor  der  chemischen  Energie  ist  wie  der 
der  Warme  der  Masse  und  dem  Gewicht  proportional ;  es  ist 
aber  aus  dem  gewählten  Namen  Verbindungsgewicht  nicht  zu 
schliessen,  dass  die  chemische  Capacität  ihrem  Wesen  nach  ein 
Gew  icht  sei.  Sie  ist  dies  so  wenig,  wie  sie  eine  Masse  ist ;  beiden 
ist  sie  nur  proportional,  und  der  Proportionalitätsfactor  ist  wech- 
selnd mit  dem.  was  man  die  Natur  des  Stoffes  nennt.  Im  übrigen 
ist  für  den  Capacitätsfactor  der  chemischen  Energie  ebensowenig, 
wie  für  irgend  einen  anderen  Energiefactor  der  letzten  Tabelle 
eine  »»Dimension«  in  den  üblichen  Einheiten  von  Länge,  Zeit  und 
Masse  angebbar  ;  alle  entgegenstehenden  Behauptungen  beruhen 
auf  willkürlichen  Vernachlässigungen  und  somit  auf  Irrthum. 
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Der  Intensitätsfactor  der  chemischen  Energie,  deren  Zer- 
legung in  Faclorcn  von  Willard  Gibbs  herrührt,  entspricht  am 
meisten  dem  (bisher  allerdings  ziemlich  unklaren)  Begriff  der 
chemischen  Affinität,  ist  aber  weiter  als  dieser. 

G.  Was  endlich  die  letztgenannte  Energieart,  die  strahlende 
Energie  anlangt,  so  nimmt  sie  insofern  eine  ganz  besondere 
Stellung  ein,  als  sie  diejenige  Form  ist,  in  welcher  die  Energie 
nicht  an  die  Materie  gebunden  erscheint.  Wir  werden  später 
sehen,  dass  der  thatsUchliche  Inhalt  des  Begriffs  der  Materie  das 
Vorhandensein  gegenseitiger,  unveränderlicher  Beziehungen 
zwischen  den  Factoren  der  verschiedenen  Energiearten  ist;  die 
strahlende  Energie  ist  also  diejenige  Form,  welche  solchen  Be- 
ziehungen nicht  unterworfen  ist. 

Den  Capacitätsfactor  der  strahlenden  Energie  habe  ich  die 
Emissionsgrösse  genannt;  sein  Werth  wird  im  Allgemeinen  durch 
das  Product  aus  der  strahlenden  Fläche  und  einem  speeifischen 
Factor,  dem  Emissionscoefficienten,  bestimmt.  Der  Intensitats- 
factor  der  strahlenden  Energie  ist  diejenige  Grösse,  welche  an 
zwei  Objecten  gleich  ist,  wenn  zwischen  ihnen  kein  Energie- 
austausch durch  Strahlung  erfolgen  soll.  Sind  zwei  Körper 
einzeln  mit  einem  dritten  im  Strahlungsgleichgewicht,  so  sind 
sie  es  auch  unter  einander.  Dieser  Satz  ist  die  Grundlage  des 
Kirch  hoff' sehen  Gesetzes;  dieses  folgt  mit  Notwendigkeit  aus 
dem  zweiten  Hauptsatze  der  Energetik. 

Im  Allgemeinen  ist  die  IntcnsitUtsgrösse  der  Strahlung  eine 
eindeutige  Function  der  Temperatur,  so  dass  beide  gleichzeitig 
gleich  oder  in  gleichem  Sinne  verschieden  sind.  Doch  giebt  es 
Fälle,  nämlich  wenn  andere  Energieformen  ausser  der  Warme 
in  strahlende  Energie  tibergehen,  wo  bei  gleichen  Temperaturen 
ganz  verschiedene  Intensitätsgrössen  der  Strahlung  bestehen 
können,  so  dass  diese  keineswegs  von  der  Temperatur  allein 
abhängig  ist. 

Die  strahlende  Energie  wird  oft  strahlende  Wärme  genannt. 
Es  ist  dies  eine  irreführende  Bezeichnung,  die  daher  rtlhrt,  dass 
warme  Körper  sehr  leicht  Energie  in  Form  von  strahlender 
Energie  abgeben.  Dies  ist  aber  keine  nothwendice  Beziehung, 
da  strahlende  Energie  auch  aus  anderen  Formen ,  z.  B.  elektri- 
scherund chemischer  entstehen  kann,  ohne  dass  diese  inzwischen 
in  Wärme  übergegangen  wären.  Ebenso  verwandelt  sich  strah- 
lende Energie  (wie  alle  anderen  Formen)  besonders  leicht,  aber 
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keineswegs  ausschliesslich  in  Wärme.  Im  Uebrigen  folgen  aber 
beide  Energienrten  ganz  verschiedenen  Gesetzen. 

Zum  Wesen  der  strahlenden  Energie  gehört,  dass  sie  eine 
periodische  Erscheinung  (meist  von  äusserst  kurzer  Periode)  ist. 

5.  Ermittelung  der  Energiefactoren. 

Von  den  Facloren  der  Energie  lüsst  sich  die  Intensität  am 
leichtesten  erkennen,  da  sie  diejenige  Eigenschaft  ist,  von  welcher 
die  Ruhe  oder  Bewegung  der  Energie,  d.  h.  alles  Geschehen  ab- 
hängt. Wir  sind  daher  mit  dieser  Grösse  erfahrungsgemäß  am 
frühesten  vertraut,  und  zwar  stets  noch  früher,  als  mit  der 
betreffenden  Art  Energie  selbst. 

Haben  wir  ein  Gebilde,  welches  fähig  ist,  von  einer  be- 
stimmten Energieart  (innerhalb  gewisser  Grenzen)  beliebige 
Mengen  zu  enthalten,  und  an  welchem  die  vorhandene  Menge 
der  Energie  mit  irgend  einer  messbaren  Erscheinung  so  ver- 
bunden ist,  dass  man  sie  leicht  erkennen  kann,  so  haben  wir 
ein  Messinstrument  für  die  Intensität  der  fraglichen  Energie. 
Denn  die  Menge  Energie,  welche  in  diesem  Instrument  enthalten 
ist,  wenn  es  mit  einem  anderweit  gegebenen  Gegenstand  zum 
Energieaustausch  und  -glcichgewicht  gebracht  wird,  ist  aus- 
schliesslich durch  den  Werth  der  Intensität  bestimmt,  welcher 
in  letzterem  herrscht,  und  ganz  unabhängig  von  dem  Gcsaroml- 
betrage  der  Energie  in  diesem. 

Ein  solches  Instrument  gestattet  nun,  Inlensitätsgrössen 
wieder  zu  erkennen,  sowie  grössere  und  kleinere  IntensiüHs- 
werthe  von  einander  zu  unterscheiden.  Im  Uebrigen  enthält  es, 
wenn  es  irgendwie  eingetheilt  ist,  zunächst  weder  gleiche  Inter- 
valle der  Intensität,  noch  auch  den  Anfangspunkt  derselben, 
sondern  es  ist  nur  jedem  Werth  der  Ablesung  ein  Werth  der 
Intensität  eindeutig  zugeordnet. 

Mit  Hülfe  eines  solchen  Intensitätsmessers  lassen  sich  zu- 
nächst Capacitätsgrössen  zahlenmässig  bestimmen.  Es  werden 
an  der  Scala  des  Instrumentes  zwei  Intensilätsgrössen  ii  und  it 
gewählt,  wobei  /,  >  /4  sei.  Bringt  man  nun  zunächst  das  auf 
seine  Capacität  zu  untersuchende  Gebilde  durch  geeignete  Zu- 
oder  Abfuhr  von  Energie  auf  die  Intensität  f,  und  misst  alsdann 
die  Energiemenge  Jli,  welche  es  beim  Ucbergange  auf  die  In- 
tensität /,  abgiebt,  so  ist 
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und  daher 

JE 
  =  c. 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  an  verschiedenen 
Objecten  kann  man  eine  Reihe  von  CapaciUiten  c',  c",  c "  .  .  . 
bestimmen,  deren  Zahlenwerthe  man  kennt.  Es  ergiebt  sich 
durch  ein  solches  Verfahren  eine  Scala  der  Capacäät. 

Es  seien  zwei  Capacitäten  gewühlt,  deren  Gleichungen  sind 

  =  c  , 

JE"  „ 


Wird  nun  beim  zweiten  Object  die  AnfangsintensiUH  so  lange 
geändert,  bis  beim  Uebergange  auf  den  Schlusswerth  t\  dieselbe 
Energiemenge  abgegeben  wird,  wie  sie  das  erste  Object  zwi- 
schen it  und  t\  abgiebt,  so  haben  wir  die  Gleichungen 

JE         ,  JE 


  ii 


wo  /4"  der  neue  Werth  von  /,  für  das  zweite  Object  ist ,  und 
es  gilt 

c       //'-/,  Ji 
c"  ~~    —  i%  ~  Ji  ' 

Die  Intensitätsunterschiede  Ji  und  Ji"  verhalten  sich  umge- 
kehrt wie  die  Capacitäten.   Hat  man  letztere  beispielsweise  im 
Verhaltniss  c'  :  c"  =  *  :  2  gewählt,  so  stellt  die  Reihe  /„  /'/', 
eioe  äquidistante  Scala  der  Intensität  dar. 
Durch  Anwendung  der  Gleichungen 

dE 

i  =  —  (j  constant), 

dE  , 

c  =      •  (c  constanty, 

ergiebt  sich  die  Bestimmung  der  Absolutwerte  von  /  und  c, 
d.  h.  des  Anfangspunktes  der  Zählung  beider  Scalen. 

Dieses  allgemeine  Verfahren  gilt  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  eine  beliebige  Variation  der  Intensitäten  wie  der 


Digitized  by  Gdogle 


222 


W.  Ostwald, 


Capacitälen  möglich  sei.  Indessen  ist  die  physische  Möglichkeil, 
die  angegebenen  Vorgänge  durchzuführen,  keineswegs  bei  jeder 
Art  der  Energie  vorhanden.  Es  giebt  Energiearten,  bei  denen 
eine  Aendcrung  der  Capacität,  andere  bei  denen  eine  Aenderung 
der  Intensität  nicht  möglich  ist,  endlich  auch  solche,  bei  welchen 
zwar  beide  geändert  werden  können,  aber  nur  gleichzeitig  in 
einer  bestimmten  Weise. 

In  diesem  letzten  Falle  ist  die  Energie  die  Function  einer 
Veränderlichen  allein. 

In  dem  Falle,  dass  durch  eine  Aendcrung  des  Energieinhaltes 
keine  Aenderung  der  Capacitüt  bewirkt  werden  kann,  dass  also 
die  Capacitüt  ihrer  Natur  nach  constant  ist,  gilt  die  Gleichung 

dK  =  cdi 

und  die  Scala  der  Intensitäten  ist  einfach  proportional  der  der 
Energiemengen.  Die  Scala  der  ?  lüsst  sich  somit  auf  sehr 
einfache  Weise  bestimmen,  dagegen  nicht  der  Anfangspunkt  der 
Zählung.   Denn  die  dazu  erforderliche  Gleichung 

(IE 

ist  nach  der  Voraussetzung  experimentell  nicht  ausführbar. 

Ein  Beispiel  derartiger  Energieen  ist  die  lebendige  Kraft 
oder  Bewegungsenergie,  deren  Capacitütsfactor  Masse  genannt 
wird.   Die  Masse  ist  keiner  Aenderung  durch  Zu-  oder  Abfuhr 

d  E 

von  Energie  fähig,  die  Gleichung  i  =        ist  also  experimentell 

nicht  herstellbar.   Demgemüss  ist  es  nicht  möglich,  von  dem 
•  Intensitütsfactor  der  Bewegungsenergie  \  xA  den  absoluten  Werth 

zu  ermitteln;  zugänglich  sind  uns  nur  die  Aenderungen  des- 
selben 

Ganz  ähnlich  verhält  sich  der  andere  Fall,  dass  i  nicht  ver- 
änderlich ist.  Es  gelingt  dann  leicht,  den  Absolutwerth  der 
Intensitäten  und  ihre  Scala  zu  bestimmen,  für  die  Capacitüt  sind 
aber  nur  die  Unterschiede  der  Erfahrung  zugänglich. 

Ein  derartiger  Fall  liegt  beispielsweise  bei  der  Gravitations- 


1j  Die  ausserdem  Iiier  bestehenden,  sehr  bemerkenswerten  Ver- 
hältnisse werden  an  einem  anderen  Ort  eingehender  behandelt  werden. 
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energie  vor,  wenn  wir  die  Aenderung  der  Schwere  mit  der 
Höhe  ausser  Acht  lassen.   Wir  haben  die  Gleichung 

E  =  g.h  , 

wo  (j  das  Gewicht,  h  die  Höhe  ist.  Die  Intensitätsgrösse,  das 
Gewicht  der  Körper,  ist  unveränderlich,  es  ist  somit  nur  möglich, 
die  Capacität  (die  Höhe)  zu  ändern.  Die  einzige  experimentell 
mögliche  Gleichung  ist 

dE  =  (jäh, 

aus  welcher  ohne  Weiteres  die  Intensitätsgrösse  g  und  die  Scala 
der  //  sich  ergiebl ;  von  wo  ab  aber  die  Höhe  zu  rechnen  sei, 
ergiebt  sich  nicht,  und  ist  auch  hier  wie  in  allen  derartigen 
Fällen  praktisch  gleichgültig,  da  keine  bekannte  thatsiichliche 
Beziehung  durch  eine  Aenderung  in  der  Wahl  des  Anfangs- 
punktes geändert  wird. 

In  dem  Falle  endlich,  dass  die  Energie  nur  von  einer  ein- 
igen Veränderlichen  abhängig  ist,  lässt  sich  die  eben  dargelegte 
Krmitlelung  der  Factoren  nicht  durchführen,  da  alsdann  not- 
wendig die  Intensität  und  die  Capacität  Functionen  von  einander 
sind,  und  eine  Aenderung  der  Energie  nach  der  einen,  während 
die  andere  constant  ist,  nicht  möglich  ist.  In  diesem  Falle  ist 
man  darauf  angewiesen ,  beide  Grössen  einigermassen  willkür- 
lich zu  wählen,  und  die  Aufgabe  besteht  darin,  die  Wahl  mög- 
lichst zweckmässig  zu  treffen.  Meist  wird  wohl  die  einzige 
Veränderliche  selbst  als  Gapaciläts-,  resp.  Intensitätsgrösse  auf- 
gefasst  werden  können,  wodurch  die  einfachste  Darstellung  der 
Verhältnisse  erreicht  wird. 

In  Formeln  gestaltet  sich  dieser  Fall  so,  dass  die  Energie 
als  Function  einer  Veränderlichen  r  und  irgend  welcher  Con- 
stanten, die  unter  dem  Zeichen  «  zusammengefasst  werden 
mögen,  darzustellen  ist : 

E=<p[r,a). 
Die  einzige  mögliche  Veränderung  der  Energie  ist 

dE  =  <l9p_"±.dr, 
dr 

Je  nachdem  r  die  Rolle  einer  Capacitäts-  oder  Intensitäts- 
grösse übernehmen  kann,  isl  -  a's  der  Intensiläts-,  resp. 
Capacitätsfactor  aufzufassen. 
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Ein  classisches  Beispiel  für  diesen  Fall  bietet  die  Gravitations- 
energie. Newton  hat  dargethan,  dass  sich  die  Bewegungen  der 
Himmelskörper  vollständig  darstellen  lassen,  wenn  man  zwischen 
ihnen  eine  Kraft  annimmt,  welche  proportional  dem  Product 
specifischer  Constanten  der  einzelnen  Körper  und  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrat  ihrer  Entfernung  ist.  In  unserer 
Sprache  heisst  dies,  dass  die  Gravitationsenergie  als  eine  Distanz- 
enorgie aufzufassen  ist,  deren  Aenderung  mit  der  Entfernung 
dem  fraglichen  Gesetz  folgt.  Nennt  man  ai  at  die  beiden  Kürper- 
constanten  und  r  die  Entfernung,  so  ist  nach  dem  Vorherge- 
gangenen 

tl(f[atuvr)_ 

dr  r*  ' 

woraus 

B=V(«.«„r)=-C-^ 

als  Werth  der  Gravitationsenergie  folgt:  C  ist  die  Inlegrations- 
conslante,  deren  Betrag  aus  der  angegebenen  Beziehung  nicht 
bestimmt  werden  kann. 

0.  Die  gegenseitigen  Beziehungen  der  Energiefactoren. 

Die  verschiedenen  Energieformen,  mit  denen  wir  bekannt 
sind,  stehen  unter  einander  in  einem  Zusammenhange,  der  sich 
darin  äussert,  dass  man  Factoren  bestimmter  Energiearten  nicht 
andern  kann,  ohne  gleichzeitig  Factoren  anderer  Energiearten 
zu  andern.  Es  stehen  mit  anderen  Worten  häufig  die  Factoren 
verschiedener  Energiearten  in  gegenseitiger  functioneller  Be- 
ziehung. 

Von  den  bekannten  Beziehungen  der  Energiefactoren  ist 
die  der  Proportionalitat  die  häufigste.  Insbesondere  ist  der 
Gapacitätsfactor  der  Bewegungsenergie,  die  Masse,  eine  Grösse, 
welche  vielen  anderen  proportional  ist,  und  welcher  viele  andere 
proportional  sind.  Durch  diesen  Umstand  ist  es  gekommen, 
dass  man  dieser  Grösse,  die  nur  dem  Gebiet  der  Bewegungs- 
energie angehört,  eine  allgemeine  Bedeutung  zugeschrieben  und 
sie  in  ganz  verfehlter  Weise  als  dritte  Grundeinheit  fdr  die  Be- 
stimmung der  »Dimensionen«  der  physikalischen  Grössen  ein- 
geführt hat. 
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Üa  die  einander  proportionalen  Energiefactoren,  wie  Masse, 
Gewicht,  Volum,  WarmecapacitHt ,  Capacität  für  chemische 
Energie  stets  raumlich  ungetrennt  erscheinen,  so  hat  man  die 
Gewohnheit  angenommen,  sie  alle  in  einem  Trager  oder  Gefass 
der  Energie  enthalten  sein  zu  lassen,  dem  man  den  Namen 
Materie  gegeben  hat.  Thatsachlich  lernen  wir  von  der  sogenann- 
ten Materie  nichts  kennen,  als  die  erwähnten  Energiegrössen,  und 
wenn  man  sich  merkt,  dass  dieselben  stets  raumlich  ungetrennt 
auftreten,  so  ist  der  Inhalt  erschöpft,  welchen  die  Hypothese 
von  einem  Trager  der  Energie,  der  etwas  von  der  Energie  Ver- 
schiedenes ist,  vermittelt.  Es  erscheint  überflüssig,  für  eine  so 
einfache  Thatsachc  eine  besondere  Hypothese  aufzustellen;  auch 
lasst  sich  nicht  verkennen,  dass  dieselbe  ausserordentlich  hem- 
mend auf  die  Ausbildung  klarer  Vorstellungen  über  das  Wesen 
der  Energie  gewirkt  hat. 

Die  »Materie»  ist  demnach  nichts,  als  eine  raumlich  unter- 
scheidbare zusammenhangende  Summe  von  Energiegrössen. 
Diejenigen  Factoren  dieser  Energieen,  welche  unter  einander 
und  der  Masse  proportional  sind ,  pflegt  man  die  Grundeigen- 
schaften der  Materie  zu  nennen ,  wobei  man  die  mechanischen 
(Masse.  Gewicht,  » Undurchdringlichkeit«  oder  Volum)  bevorzugt, 
obwohl  z.  B.  die  Fähigkeit  chemischer  Umwandlung  nicht  weniger 
aller  uns  bekannten  »Materie«  zukommt,  wie  jene.  Die  anderen 
Energiefactoren ,  welche  jenen  erfahrungsmassig  nicht  noth- 
wendig  proportional  sind,  wie  Geschwindigkeit,  Temperatur, 
electrisches  Potential  u. s.w.,  pflegt  man  vorübergehende  Eigen- 
schaften oder  Zustande  der  Materie  zu  nennen.  Wenn  in 
Zukunft  der  Ausdruck  Materie,  materielles  Object,  Object  ge- 
hraucht wird ,  so  soll  von  der  Hypothese  eines  Trägers  abge- 
sehen und  nur  die  Thatsachc  der  raumlichen  und  functionellen 
Vereinigung  von  Energiegrössen  gemeint  sein. 

Neben  diesen  constanstanten  Verbindungen  von  Energie- 
facloren  giebt  es  noch  willkürliche;  Vorrichtungen,  welche  eine 
solche  Verbindung  bewerkstelligen,  heissen  Maschinen.  Die 
»elementaren  Potenzen«  der  älteren  Mechanik,  wie  Hebel,  Rolle, 
schiefe  Ebene  u.s.w.  stellen  besonders  einfache  Falle  derartiger 
Verbindungen  verschiedener  Energiefactoren  dar,  doch  sind  auch 
Cylinder  und  Kolben  der  Dampfmaschine,  Anker  und  Magnet 
der  Dynamomaschine  u.  s.  w.  Beispiele  solcher  Verbindungen. 
Das  Wesen  der  willkürlichen  Verbindungen  besteht  darin,  dass 
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os  möglich  ist,  den  Proportional  itätsfactor  der  beiden  in  gegen- 
seitiger Abhängigkeit  stehenden  Energiefactoren  beliebig  inner- 
halb gewisser  Grenzen  zu  andern. 

Die  grosse  Bedeutung  solcher  notwendiger  oder  willkür- 
licher gegenseitiger  Beziehungen  der  Energiefactoren  liegt  nun 
darin,  dass  sie  die  Ursache  und  nothwendige  Bedingung  für  die 
gegenseitigen  Umwandlungen  der  Energiearten  in  einander  sind. 
Denn  ändert  man  irgend  eine  Energiemenge,  und  damit  ihre 
Factoren,  so  ist  eine  gleichzeitige  Aenderung  der  anderen  Factoren 
gegeben,  und  damit  aueh  die  Notwendigkeit,  dass  der  Betrag 
der  anderen  Energieen  sich  lindert.  Durch  den  ersten  Haupt- 
satz der  Energetik  sind  diese  gleichzeitigen  Aenderungen  dem 
Gesetze  unterworfen,  dass  ihr  Gesammtbetrag  Null  ist. 

7.  Redingniig  des  Energiegleichgewkhtes. 

Das  Gleichgewicht  eines  Gebildes  mit  einer  einzigen  Art 
Energie  ist  dadurch  bedingt,  dass  die  Intensität  dieser  Energie 
Uberall  gleich  ist.  Daraus  folgt,  dass  ein  endliches  Gebilde, 
welches  dieser  Bedingung  entspricht,  nicht  möglich  ist,  indem 
an  den  Grenzen  desselben,  wo  irgend  welche  andere  Gebilde 
mit  anderen  Knergieen  vorhanden  sind,  die  Intensität  der  ersten 
Energie  im  Allgemeinen  einen  anderen  Werth  haben  wird. 

Es  muss  daher  möglich  sein,  da  endliche  Gebilde  mit  ruhen- 
der Energie  erfahrungsmässig  existiren,  vorhandene  IntensiUHs- 
unterschiede  einer  Energie  A  unwirksam  zu  machen  oder  zu 
compensiren.  Diese  Compensation  erfolgt  durch  die  im  vorigen 
Artikel  auseinandergesetzte  Verknüpfung  der  Energiefactoren. 

Ist  an  der  Stelle,  wo  die  Intensität  der  Energie  A  eine 
Aenderung  erfahrt,  mit  demjenigen  Energiefaclor,  welcher  will- 
kürlich verändert  werden  kann,  ein  Factor  einer  anderen  Energie 
B  so  verbunden,  dass  er  eine  entsprechende  Aenderung  erfahren 
muss,  so  bedingt  eine  Aenderung  der  Energie  A  noth wendig 
eine  solche  der  Energie  B.  Sind  nun  die  Bedingungen  derart, 
dass  bei  einer  virtuellen  Aenderung  der  correlativen  Factoren 
einerseits  ebensoviel  Energie  der  Art  A  verschwindet,  als  anderer- 
seits von  B  vermöge  der  vorausgesetzten  Beziehung  entstehen 
muss,  und  umgekehrt,  so  befindet  sich  das  Gebilde  im  Gleich- 
gewicht. 

Der  Beweis  für  diesen  überaus  wichtigen  Satz  ergiebt  sich 
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aus  der  Ueberlegung,  was  geschieht,  wenn  die  fragliche  Gleich- 
heit nicht  besteht.  Man  sieht  alsbald  ein,  dass  alsdann  noth- 
wendig  eine  solche  Verschiebung  eintreten  muss,  dass  die  Menge 
der  verschwindenden  Energie  grösser  ist,  als  die  der  entstehen- 
den, da  anderenfalls  Energie  geschaffen  werden  müsste,  während 
hier  nur  der  Ueberschuss  der  verschwindenden  Energie  für 
andere  Umwandlungen  verfügbar  bleibt. 

Denken  wir  nun,  dass  die  Bedingungsgleichung  unendlich 
wenig  von  der  Gleichheit  der  umgewandelten  Energieen  ab- 
weicht, derart,  dass  die  von  A  verschwindende  Menge  etwas 
grösser  ist,  als  die  von  B  entstehende.  Alsdann  wird  noth- 
wcndig  der  Vorgang  in  dem  Sinne  erfolgen,  dass  A  sich  in  B 
umwandelt.  Bei  einer  unendlich  kleinen  Abweichung  von  der 
Gleichheit  im  entgegengesetzten  Sinne  wird  sich  B  in  A  um- 
wandeln. Da  somit  durch  unendlich  kleine  Aenderungen  der 
Sinn,  in  welchem  die  Maschine  geht,  umgekehrt  werden  kann, 
so  folgt  nach  dem  Gesetz  der  Stetigkeit,  dass  dazwischen, 
niimlich  bei  vollkommener  Gleichheit  der  entstehenden  und 
verschwindenden  Energieen,  Gleichgewicht  besteht. 

Die  Gleichung  für  das  Gleichgewicht  zweier  an  einander 
grenzender  Energieen  A  und  B  lautet  demgemäss,  wenn  wir  die 
entstehenden  und  verschwindenden  Energieen  mit  entgegen- 
gesetzten Vorzeichnen  rechnen: 

JA  +  JB  =  0, 

wobei  die  beiden  J  nicht  willkürlich,  sondern  durch  eine  Be- 
dingungsgleichung von  der  Gestalt 

JfA  =  KJfB 

verbunden  sind,  in  der  fA  und  fB  Factoren  der  Energieen  A  und 
B,  und  Ä'  der  durch  die  Maschine  gegebene  Transformations- 
coefficient  dieser  beiden  Factoren  ist. 

Bei  der  Anwendung  dieses  Satzes  ist  es  wesentlich,  die 
Voraussetzungen  desselben  einzuhalten.  Diese  sind  das  Anein- 
andergrenzen  oder  die  Cocxistenz  zweier  Energiegebiete  und 
das  Bestehen  einer  Maschinengleichung,  die  unabhängig  vom 
ersten  Hauptsatz  selbst  ist.  Denn  der  erste  Hauptsatz  verlangt 
unter  allen  Umständen,  dass  die  entstehenden  und  verschwin- 
denden Energiemengen  einander  gleich  sind,  der  Gleichgewichts- 
satz aber  verlangt  diese  Gleichheit  für  die  mit  einander  durch 
die  Maschinengleichung  verbundenen  Energiearten.    Ist  die 

fetk-phya.  Claas«.  1892.  4  6 


Digitized  by  Google 


228 


W.  Ostwald, 


letztere  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  wird  eine  Bewegung  ein- 
treten, die  jedenfalls  dem  ersten  Hauptsatze  unterworfen  bleibt; 
da  aber  die  Menge  der  verschwindenden  Energie,  beispielsweise 
JA,  grösser  ist,  als  die  der  entstehenden  JB,  so  muss  der 
Ueberschuss  in  Gestalt  einer  dritten  Energieart,  JC,  auftreten, 
die  bei  rein  mechanischen  Gebilden  aus  naheliegenden  Gründen 
stets  Bewegungsenergie  ist;  bei  allgemeinen  Gebilden  erscheint 
der  Ueberschuss  in  letzter  Instanz  als  Wärme. 

Es  ist  leicht,  diese  Ueberlegung  auf  den  Fall  des  Gleich- 
gewichts mehrerer  Energiearten  auszudehnen,  die  durch  Ma- 
schinengleichungcn  mit  einander  verknüpft  sind.  Es  muss  dann 
einfach  die  Summe  der  entstehenden  und  verschwindenden 
Encrgieen  (beide  mit  entgegengesetztem  Zeichen  gerechnet) 
gleich  Null  sein,  also  in  Zeichen 

2  JE  =  0. 

Die  Gleichung  gilt  nicht  nur,  wenn  sämmtliche  Encrgieen 
mit  einander  durch  Maschincngleichungcn  verknüpft  sind,  son- 
dern bedingt  nicht  mehr,  als  dass  jede  Energieart  mit  mindestens 
einer  anderen  in  einer  solchen  Beziehung  stehe.  Denn  bei  nicht 
allseitiger  Verknüpfung  gelten  für  die  untereinander  verknüpften 
Einzelgruppen  von  Energiearten  unabhängige  Gleichungen  von 
der  Gestalt 

2{JE  =  0, 

2tJE  =  0,  u.  s.  w. , 

deren  Summe 

2  JE  =  0 

die  frühere  Gestalt  hat.  Für  die  Anwendung  wird  man  indessen 
stets  die  einzelnen  Gleichungen  2nJE=0  benutzen,  indem 
man  diejenigen  Energiegrössen,  welche  bei  der  zu  untersuchen- 
den Aenderung  constant  bleiben,  aus  der  Gleichung  fortlasst, 
wenn  sie  auch  im  Gebilde  vorhanden  sind. 

Beim  Ansatz  der  Gleichung  2 JE  —  0  wird  es  sich  stets 
als  nothwendig  erweisen ,  die  verschiedenen  Energieen  in  ihre 
Factoren  zu  zerlegen,  damit  die  Elimination  derjenigen  Factoren 
bewerkstelligt  werden  kann,  deren  Beziehung  durch  die  Ma- 
schinengleichung gegeben  ist.  Es  erfolgen  dann  Gleichungen 
zwischen  den  anderen  Factoren,  welche  als  das  Ergebniss  der 
Rechnung,  die  specielle  Gleichgewichtsbeziebung  der  in  Zu- 
sammenhang gebrachten  Grössen,  anzusehen  sind. 


Digitized  by  Google 


Gri'.ndlimkn  der  Energetik. 


8.  Das  verallgemeinerte  Intensitätsgesetz. 

Die  Maschinengleichung ,  durch  welche  verschiedene  Arten 
Energie  in  ihren  Aenderungen  von  einander  abhangig  gemacht 
werden,  betrifft  erfahrungsmässig  nur  die  Capacitätsfactoren '). 
Die  Maschinengleichung  hat  demgemäss  allgemein  die  Gestalt 

c,  =  Kct 

nod  bei  der  virtuellen  Bewegung  der  Maschine  sind  die  Aende- 
rungen der  Energie  in  der  Gestalt  cdi  auszudrücken. 

Haben  wir  daher  die  Gleichung  zwischen  zwei  Energieen, 
die  sich  im  Gleichgewicht  befinden,  so  wird  aus  dEl-\-dEt  =  0 

oder 

^-di\  -f-  dit  =  0. 
Aus  der  Maschinengleichung  ergiebt  sich 


woraus 

Kdii  -f-  dit  =  0  oder  Kdi{  =  — di%. 

Es  findet  zwischen  zwei  Energieen  Gleichgewicht  statt,  ivenn 
die  Intensität  der  einen  der  reducirten  Intensität  der  anderen  ent- 
gegengesetzt gleich  ist.  Unter  reducirter  Intensität  ist  hierbei  die 
mit  dem  Maschinenfactor  multiplicirtc  Intensität  verstanden. 

Die  Analogie  dieses  Satzes  mit  dem  früher  für  eine  einzige 
Energie  ausgesprochenen,  dass  im  Zustande  der  Huhe  überall 
die  Intensität  gleich  sein  muss,  ist  evident. 

Auch  in  dieser  Gestalt  ist  die  Gleichgewichtsbedingung 
vielfach  nützlich,  denn  sie  führt  jedesmal,  wo  an  irgend  einer 
Energieart  sich  ein  Sprung  der  Intensität  zeigt ,  zu  der  Not- 
wendigkeit, dass  irgend  eine  andere,  mit  jener  ersten  durch  eine 
Maschinengleichung  verknüpfte  Energie  vorhanden  ist.  Wenn, 
was  sehr  häufig  der  Fall  sein  wird,  die  Maschinengleichung  be- 
kannt ist,  so  ergiebt  sie  gleichzeitig  Sinn  und  Betrag  des  Inten- 
sitätssprunges  jener  zweiten  Energie. 


4)  Ich  möchte  diesen  Salz  mit  einigem  Vorbehalt  aussprechen.  Ich 
habe  zwar  noch  keine  Ausnahmen  von  ihm  gefunden,  meine  Untersuchungen 
kann  ich  aber  noch  nicht  vollständig  genug  nennen,  um  mir  genügende 
Sicherheit  über  diesen  Punkt  zu  geben. 
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9.  Die  Wärme. 

Infolge  der  grossen  Freiheit,  mit  welcher  die  Ab-  und  Zu- 
fuhr der  Würme  an  gegebenen  Gebilden  erfolgt,  ist  es  möglich, 
die  beiden  Gleichungen  des  §  5  experimentell  auszuführen,  und 
somit  für  die  Capacitäts-  wie  für  die  Intensitätsgrösse  derselben 
die  vollständigen  Werthe  zu  finden. 

Zunächst  ist  es  bekannt,  dass  bei  den  sogenannten  voll- 
kommenen Gasen,  insbesondere  beim  Wasserstoff,  die  Wärme- 
capacität  [bei  constantem  Volum,  also  ohne  äussere  Arbeit) 
unabhängig  von  der  Temperatur  ist,  d.h.  dass  die  im  Gase  ent- 
haltene Energie  proportional  der  Temperatur  des  Gasthermo- 
meters ist.  Nennen  wir  letztere  /,  so  stellt  demnach  ein  voll- 
kommenes Gas  in  weitem  Umfange  den  Fall 


c  (c  constant) 


dar,  indem  die  Stufen  dt  des  Gastbermometers  deich  denen  des 
absoluten  oder  energetischen  Thermometers  d  T  gesetzt  werden 
können.  Diese  Beziehung  ist  auszudrücken  durch 

dT=  dt 

oder 

T  =  t  +  k, 

wo  /.  die  Integrationsconstante  bedeutet,  deren  Werth  zunächst 
noch  unbekannt  ist. 

Um  den  Anfangspunkt  der  unbekannten  Scala  T  =  /  -|-  k 
zu  finden,  benutzen  wir  die  weitere  Eigenschaft  eines  vollkom- 
menen Gases,  dass  sein  gcsammter  Energieinhalt  bei  constant  er 
Temperatur  constant,  d.  h.  vom  Volum  nicht  abhängig  ist.  Es 
geht  dies  aus  dem  bekannten  Versuch  von  Gay-Llssac  und 
.Ioile  hervor,  nach  welchem  ein  zusammcngepresstes  Gas  beim 
Ausströmen  in  einen  leeren  Raum  insgesammt  weder  Wärme 
aufnimmt,  noch  welche  abgiebt.  Nun  besteht  diese  gesammle 
Energie  aus  der  im  Gase  enthaltenen  Wärme  und  der  Volum- 
energie. Letztere  nimmt,  wenn  das  Gas  sich  bei  conslanter 

Temperatur  sich  von  v0  auf  v  ausdehnt,  um  den  Betrag  fpdv 
ab;  ersetzt  man  aus  der  Gasgleichung  p  durch     ^  ^  ^,so 
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v 

ist  die  Abnahme  der  Volumenergie  durch  R  (273  +  l)  In  —  ge- 

geben;  um  eben  so  viel  muss,  da  die  Gesammtenergie  constant 
ist,  die  Wärmeenergie  zunehmen. 

Schreiben  wir  somit  U  für  die  gesammte  und  ()  für  die 
Wärmeenergie,  so  ist 

Q=  t/+/t(273  +  /)/»^-f-  C, 

vo 

wo  C  die  durch  v0  bestimmte  Integrationsconstante  ist,  welche 
noch  eine  Function  der  Temperatur  sein  kann;  wir  denken  sie 
uns  mit  U  vereinigt,  welche  Grösse  gleichfalls  nur  eine  Tempe- 
raturfunetion  ist,  und  schreiben  einfacher 

Q=  */t  -f-  rt(273  +  t)tn  V 
Uoi  nun  die  Gleichung 

ljc  =  T  (T  constant) 

auszuführen,  differenziren  wir  ^>  für  constantes  t  und  erhalten 

7?(273  +  Q 

dQ  =  — -   (/  v. 

v 

Andererseits  ergiebt  sich  noch  ^  =  ^~  =  c  (c  constant) 


und  hieraus 


c/c  =  fl'^-  (T  constant] . 


Dividirt  man  beide  Grossen  (/(>  und  </c  durcheinander,  so  folgt 

t*ß.  =  T  =  273  +  L 
de 

Die  um  273°  vermehrte,  in  Celsiusgraden  gezählte  Scala  des 
(lasthermometers  ist  die  absolute  oder  energetische  Temperatur- 
scala.  Dies  gilt  allgemein,  da  es  nur  eine  absolute  Scala  giebt. 
Die  Capacitütsgrösse  c  hat  entsprechend  den  Definitionen 

c  =  —  und  dc  =  — 
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zwei  verschiedene  Namen  erhalten;  im  ersten  Falle  beissl  sie 
Wärmecapacität,  im  zweiten  Entropie;  erstere  gilt  fllr  veränder- 
liche, letztere  für  constante  Temperatur.  Beide  Grossen  sind 
caet.  par.  den  Massen  oder  Gewichten  der  Objecte  proportional. 

Um  die  Anwendung  dieser  Betrachtungen  zu  zeigen,  be- 
stimmen wir  zunächst  die  Beziehung,  welche  erfüllt  sein  muss, 
damit  bei  der  Umwandlung  von  Flüssigkeit  in  Dampf  ein  Ener- 
giegleicbgewicht  besteht.  Die  beiden  Energiearten  sind  Wärme 
und  Volumenergie,  als  ihre  Capacitätsgrüssen ,  welche  einander 
proportional  sind,  da  beide  der  Substanzmenge  proportional 
sind,  erscheinen  Entropie  und  Volum.  Wir  haben  demnach  für 
das  Gleichgewicht 

sdT=-  vdp 

oder  indem  wir  für  die  Entropie  s  ihren  Werth  ~  setzen,  wo  q 
die  latenten  Dampfwärme  ist, 

£dT=vdp, 
dT       vt  1 

welches  die  wohlbekannte  Dampfdruckgleichung  ist. 

Es  sei  zweitens  ein  galvanisches  Element  gegeben ,  und  es 
werde  das  Gleichgewicht  zwischen  Wärme  und  elektrischer 
Energie  gesucht.  Wir  haben 

sdT=  cdp, 

wo  e  die  Elektricitätsraenge,  p  das  Potential  ist.  Die  Entropie 
s  ist  wieder  proportional  der  Elektricitätsmenge  e ,  denn  es  ist 

s  =  y  »  wo  w  d|e  Wärmeaufnahme  im  Element  (galvanische 

minus  chemische  Wärme)  bedeutet,  welche  ihrerseits  der  durch- 
gehenden Elektricitätsmenge  proportional  ist.  Durch  Substitu- 
tion von  y  für  s  folgt 

w  ,  , 
jdt  =  cdp, 

dp  w 
d  T  ~~  e  T 1 
die  Formel  von  Gibbs  und  v.  Helmiioltz. 
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Es  werde  drittens  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  zwi- 
schen Wunne  und  Oberflächenenergie  gesucht.  Wir  haben 
wiederum,  wenn  w  die  Oberfläche  und  y  ihre  Spannung  ist: 

sdt  =  w  d  y, 
jdT=wdy, 

wonach  man  aus  dein  Temperaturcoefficienten  der  Oberflüehen- 
spannuug.dic  latente  Warme  /  für  die  Bildung  der  Flacheneinheit 
ermitteln  kann. 

10.  Die  bewegliche  Energie. 

Es  sei  ein  Gebilde  aus  mehreren  verschiedenen  Arten 
Energie  A,  B,  C  .  .  .  gegeben,  zwischen  welchen  Gleichgewicht 
besteht.  Wird  dem  Gebilde  Energie  von  der  Art  A  hinzugefügt, 
so  wird  dadurch  das  Gleichgewicht  gestört;  die  zugehörige  In- 
tensität wird  grösser,  und  es  entsteht  eine  Umwandlung  der 
Energie  A  in  diejenige  Energieform  B,  mit  welcher  jene  sich 
vorher  im  Gleichgewicht  befunden  hatte ,  d.  h.  durch  deren 
Iolensitätssprung  der  Intensitätssprung  von  A  compensirt  war. 

Kann  das  Gebilde  so  eingerichtet  werden,  dass  die  bei 
diesen  Vorgängen  beanspruchten  Theile  keine  dauernden  Ver- 
änderungen erfahren  (indem  sie  periodisch  wieder  in  den  An- 
fangszustand  zurückkehren  oder  einen  Kreislauf  durchmachen), 
so  haben  wir  eine  Maschine  zur  Umwandlung  der  Energieform 
.1  in  B.  Und  zwar  wird,  wenn  wir  die  Betrachtung  auf  die  Zu- 
stände beschränken,  wo  der  Anfangszustand  wieder  erreicht  ist, 
oder  wo  eben  ein  Kreislauf  vollständig  geworden  ist,  die  zuge- 
ftlhrte  Menge  der  Energie  A  genau  der  gebildeten  Menge  von  B 
sein,  da  in  der  Maschine  keine  geblieben  ist. 

Damit  ein  solcher  Vorgang  möglich  ist ,  muss  die  Intensität 
der  zugeführton  Energie  A  grösser  sein,  als  die  der  vorhandenen 
Energie  A1  da  sonst  eine  Zufuhr,  d.  h.  ein  Uebergang  von  Energie 
in  das  Gebilde  nicht  möglich  wäre.  Der  Unterschied  beider 
Intensitäten  kann  aber  beliebig  klein  sein ,  und  hat  den  Grenz- 
werth Null. 
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Die  entstehende  Energie  B  entsteht  gleichfalls  mit  einer 
grösseren  Intensität  als  die  vorhandene,  mit  A  im  Gleichgewicht 
befindlich  gewesene  Energie  B  besass,  und  zwar  ihrem  ganzen 
Betrage  nach.  Sie  wird  demnach  sich  vollständig  wieder  in  A 
zurückverwandeln  lassen,  wenn  die  Intensität  der  Energie  A 
fortdauernd  auf  der  anfanglichen  Höhe  gehalten  wird.  Ebenso 
könnte,  falls  ein  Theil  der  Energie  B  mit  einer  dritten  C  im 
Gleichgewicht  steht,  die  neuenstandene  Energie  B  vollständig 
in  C  umgewandelt  werden,  und  diese  wieder  in  eine  vierte  />, 
oder  auch  in  die  erste  Energieform  zurück,  und  zwar  stets  ohne 
Aenderung  des  gesamraten  Betrages. 

Welche  Umwandlungen  man  auch  vornehmen  mag,  stets 
wird  diejenige  Energiemenge,  welche  man  in  das  ursprünglich 
im  Gleichgewicht  befindlich  gewesene  Gebilde  hineingebracht 
hat,  zu  Umwandlungen  verfügbar  bleiben.  Nun  kann  man  aber 
in  jedem  nicht  im  Gleichgewicht  befindlichen  Gebilde  zunächst 
den  maximalen  Antheil  der  verschiedenen  Energiearten  aus- 
scheiden, welche  mit  einander  im  Gleichgewicht  stehen,  und 
den  Rest  als  die  »hinzugefügte«  Energie  ansehen.  Nennt  man 
diesen  Betrag  aus  den  oben  dargelegten  Gründen  die  bewegliche 
Energie,  so  lässt  sich  die  Summe  der  vorstehenden  Ueberlegun- 
gon  dergestalt  ziehen,  dass  man  den  Satz  ausspricht: 

In  einem  isolirten  Gebilde  ist  die  Menge  der  beweglichen 
Energie  constant. 

Ein  gutes  Beispiel  für  den  Satz  ist  die  Bewegung  eines 
Planeten  um  die  Sonne.  Wenn  sich  die  Bewegungs-  und 
Distanzenergie  genau  im  Gleichgewicht  befinden,  so  geht  der 
Planet  in  einer  Kreisbahn  um  die  Sonne,  resp.  um  den  gemein- 
samen Schwerpunkt;  beide  Energien  behalten  ihren  Werth  un- 
veränderlich bei,  und  die  bewegliche  Energie  ist  Null.  Sowie 
diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  tritt  eine  elliptische  Bewegung 
ein,  und  gleichzeitig  ist  ein  Theil  der  Energie  als  bewegliche 
vorhanden,  indem  er  in  periodischem  Wechsel  als  Distanz-  und 
als  Bewegungsenergie  erscheint.  Die  Distanzenergie  kann  nie 
kleiner  werden,  als  der  Sonnennähe,  und  nie  grösser,  als  der 
Sonnenferne  entspricht;  zwischen  denselben  Grenzen  schwankt 
•  der  Werth  der  Bewegungsenergie  derart,  dass  die  Summe 
beider  Energieen  stets  constant  ist.  Dieser  gleiche  Unterschied 
/wischen  dem  grössten  und  kleinsten  Werth  der  Distanz-  oder 
kinetischeu  Energie  ist  die  bewegliche  Energie. 
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11.  Die  Dissipation  der  Energie. 

Die  Darlegungen  des  vorigen  Abschnittes  sind  unter  der 
Voraussetzung  entwickelt  worden,  dass  die  verschiedenen  in 
Betracht  kommenden  Energiearten  sich  gegenseitig  im  Gleich- 
gewicht halten.  Diese  Voraussetzung  bedingt,  dass  die  Energie- 
arten mit  einander  durch  entsprechende  Beziehungen  oder 
» Maschin engleichungena  verknüpft  sind,  so  dass  die  eine  nicht 
geändert  werden  kann,  ohne  die  andere  in  Mitleidenschaft  zu 
ziehen. 

Wahrend  die  Energie  sich  im  Allgemeinen  dieser  Bedingung 
unterworfen  zeigt,  giebt  es  eine  Form  derselben,  in  welcher  die 
Voraussetzung  nicht  zutrifft :  es  ist  dies  die  strahlende  Energie. 
In  dieser  Gestalt  unterliegt  die  Energie  keiner  Maschinenbedin- 
gung; IntensitUtsunterscbiedc  derselben  lassen  .sich  auf  keine 
Weise  durch  solche  anderer  Energiearten  compensiron,  und  die 
strahlende  Energie  folgt  daher  unter  allen  Umstünden  dem  Ge- 
setz des  Ausgleichs  ihre  Intensitätsverschiedenheiten. 

Diese  Thatsache  ist  identisch  mit  der,  dass  die  Energie,  so 
lange  sie  als  strahlende  Energie  vorhanden  ist,  nicht  an  die 
Materie  gebunden  ist.  Denn  unter  Materie  verstehen  wir  nichts, 
als  ein  räumlich  zusammenfallendes  und  in  gegenseitiger  Ab- 
hängigkeit befindliches  Vorkommen  verschiedener  Energiearten. 
So  wie  die  Energie  die  Materie  verlässt,  ist  sie  von  der  Bedingt- 
heit durch  andere  Energiearten  frei  und  folgt  unbeschrankt  dem 
allgemeinen  Intensitätsgesetz. 

Daraus  geht  hervor,  dass  das  im  vorigen  Abschnitt  ausge- 
sprochene Gesetz  von  der  Erhaltung  der  beweglichen  Energie 
kein  allgemeines  ist,  sondern  nur  so  lange  gilt,  als  strahlende 
Knergie  nicht  in  Frage  kommt,  wie  z.B.  im  Falle  der  kosmischen 
Bewegungen.  In  allen  Fallen,  in  welchen  eine  Umwandlung 
von  anderen  Energicarten  in  strahlende  stattfindet ,  gehl 
ein  Theil  der  beweglichen  Energie  in  solche  Uber,  welche  mit 
anderer  im  Gleichgewicht  und  daher  nicht  umwandelbar  ist. 
Die  Menge  dieser  unbrauchbar  werdenden  Energie  ist  von  dem 
Intensitätsunterschiede  der  strahlenden  Energie  und  von  der 
Zeitabhängig,  wahrend  welcher  der  Unterschied  bestehen  bleibt. 

Die  Entstehung  strahlender  Energie  geschieht  am  leichtesten 
aus  Wärme ,  indem  jeder  Temperaturunterschied  einen  Unter- 
schied im  Intensitätsfactor  der  strahlenden  Energie ,  und  somit 
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einen  Ausgleich  derselben  verursacht.  Daher  ist  es  gekommen, 
dass  man  der  Wärme  die  charakteristische  Eigenschaft  der  strah- 
lenden Energie,  den  freien  Ausgleich  zugeschrieben  hat.  In- 
dessen Uberzeugt  man  sich  bald,  dass  es  zahlreiche  Vorgänse 
giebt,  in  welchen  Wärme  bei  endlichen  Temperaturunterschieden 
auftritt,  ohne  dass  im  idealen  Grenzfalle)  die  Menge  der  be- 
weglichen Energie  sich  vermindert;  hierzu  gehören  beispiels- 
weise alle  elastischen  Schwingungen  fester,  flüssiger  und  gas- 
förmiger Körper,  wenn  sie  nur  hinreichend  schnell  erfolgen. 

Die  gleiche  Wirkung,  wie  sie  durch  die  Umwandlung  der 
Warme  in  strahlende  Energie  und  umgekehrt  hervorgebracht 
wird,  nämlich  die  Ausgleichung  vorhandener  Intensitätsver- 
schiedenheiten ,  sieht  man  durch  die  Erscheinung  der  Würme- 
leitung  eintreten.  Es  erscheint  deshalb  am  angemessensten, 
auch  diese  nach  dem  Vorgange  Fourier  s  als  eine  Reihe  von 
Umwandlungen  zwischen  strahlender  Energie  und  Wärme  auf- 
zufassen, die  zwischen  den  kleinsten  Theilchen  der  leitenden 
Substanz  erfolgt.  Die  grosse  Langsamkeit  der  Wärmeleitung 
spricht  für  diese  Auffassung,  indem  bei  der  beträchtlichen 
Kleinheit  der  in  Betracht  kommenden  Theilchen  eine  ausser- 
ordentlich grosse  Zahl  solcher  Umwandlungen  noth wendig  ist, 
bis  die  Energie  messbare  Strecken  in  der  leitenden  Substanz 
zurücklegt. 

Die  hier  angedeuteten  Betrachtungen  zeigen,  dass  der  Inhalt 
des  zweiten  Hauptsatzes  mit  den  eben  erörterten  Erscheinungen, 
welche  alsEntwerthung  oder  Zerstreuung  der  Energie,  Auswachsen 
der  Entropie,  Vorwiegen  der  uncompensirten  Verwandlungen 
u.  s.  w.  bezeichnet  worden  sind,  und  die  wegen  ihrer  Wichtig- 
keit die  Aufmerksamkeit  der  Forscher  in  hohem  Maassc  auf  sich 
gezogen  haben,  nur  in  ziemlich  weitläufigen  Zusammenhange  steht. 

Die  von  Clausius  aufgestellte  entsprechende  Formel  /  '^jg  0  hat 

bisher  eine  wissenschaftliche  Verwendung  nur  in  dem  Grenz- 
falle gefunden,  wo  das  Gleichheitszeichen  gilt,  d.  h.  wo  die 
Wärrae  als  durch  andere  Energicen  compensirbare  Energie  auf- 
tritt, und  im  Abschnitt  9  ist  an  einigen  Fällen  gezeigt  worden, 
dass  die  bisher  durch  die  Betrachtung  von  umkehrbaren  Kreis- 
processen  oder  die  Verwendung  der  Minimumbedingung  für 
das  thermodynamische  Potential  oder  die  Entropiefunction  ab- 
geleiteten Beziehungen  sich  in  gleicher  Gestalt  aus  der  einfachen 
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Gleichgewichtsbedingung  für  die  in  Frage  kommenden  Energieen 
ergeben,  und  überall  auf  die  Unmöglichkeit  eines  perpetuum 
mobile  zweiter  Art  zurückfahrbar  sind;  jene  aber  setzt  not- 
wendig die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  fraglichen  Energieen, 
d.  h.  die  Existenz  einer  Maschinenbedingung  voraus,  welche  für 
die  strahlende  Energie  nicht  besteht. 

Die  Bedeutung  der  Dissipationserscheinungen  der  Energie 
liegt  darin ,  dass  durch  sie  den  meisten  natürlichen  Vorgängen 
eine  bestimmte  Richtung  auf  die  Verminderung  der  beweglichen 
Energie  gegeben  wird.  Es  ist  bemerkenswerth ,  dass  die  strah- 
lende Energie,  auf  deren  Eigenschaften  die  Dissipationsvorgänge 
beruhen,  zugleich  diejenige  Form  ist,  durch  welche  auf  der  Erd- 
oberfläche fortdauernd  aus  der  Sonne  ein  Ersatz  für  die  unver- 
meidbaren Verluste  an  beweglicher  Energie  beschafft  wird. 
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M.  Krause,  Ueber  die  Üi/Ierentialgleichimyen  zweiter  Ord- 
nung, deren  Cuefficienten  doppeltperiodische  Functionen  sind  II. 

Die  nachstehenden  Betrachtungen  bilden  die  Fortsetzung 
derjenigen,  die  in  einer  Note  gleichen  Titels  vom  i  \ .  Januar  d.  J. 
aufgestellt  worden  sind.  In  ihnen  sollen  die  Ausnahmefälle 
derjenigen  Differentialgleichungen  betrachtet  werden,  welche  in 
den  Noten  vom  7.  Juli  48U0  und  \.  December  4  890  in  diesen  Be- 
richten näher  untersucht  worden  sind.  Es  schliessen  hiermit 
diejenigen  Betrachlungen ,  die  der  Verfasser  Uber  Differential- 
gleichungen 2ter  Ordnung  mit  doppeltperiodischen  Coefficientcn 
zunächst  bringen  wollte. 

§<• 

Spezielle  Untersuchung  derjenigen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  deren  Integrale  einen  einfachen  Unendlichkeitspunkt 
haben,  während  die  Coefficientcn  noch  einen  zweiten  besitzen. 

Als  Grundform  der  in  der  Ueberschrift  näher  charakteri- 
sirten  Differentialgleichungen  erhielten  wir  in  den  früheren  Ar- 
beiten die  Form : 

du*  '  dw 

=  (p  fr)  (c3  -f-  ct  •  k*  '  sn  w  •  sn  (w  +  a  i  -f-  c5  •  k*  •  sn*  w?)  . 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  beide  Integrale  eindeutig  sein 
sollen,  ergeben  sich  zwei  Möglichkeiten  cs  =  4  und  c4  =  2.  Im 
ersten  Falle,  der  wie  schon  in  Note  V  bemerkt,  bisher  noch  nicht 
näher  untersucht  war,  ergeben  sich  die  Beziehungen : 
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c#   cd  et  •  dn  (X 

sna 

cn  a  •  dn  a  1 


sna         sn  a  1 


sn*a  sn*a 


c,  bleibt  willkürlicb ,  während  die  Integrale  vermöge  der  Glei- 
chungen bestimmt  sind : 

(y  \  —  A*  •  sn*  a  •  sn1  w)  =  A*  (u  •  sn*  a  —  sn  a  •  cn  a  •  dn  a  •  sn*  w) 

u  =  sn  u)  •  cn  w  •  dn  w  . 
Hieraus  folgt  durch  Quadriren: 
:2i  A4sn*a-sn«w 

+  :2c, •£*  -  sna  •  ena  dne- A4  sn*a  —  Ä^cJ'Sn'aJsnVo+cJssO. 

Es  ist  klar,  dass  der  Ausnahmefall,  welcher  in  der  letzten  Note 

näher  charakterlsirt  worden  ist,  nur  dann  eintreten  kann,  wenn 

die  Discriminante  dieser  quadratischen  Gleichung  verschwindet. 

Dieselbe  zerfallt,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  in  zwei  Fac- 

toren,  so  dass  wir  die  beiden  Gleichungen  erhalten: 

» 

f  sna  •  c*  —  2 (cn a  •  dn  a  —  1)  c,  -f-  A*  •  sn3  a  =  0  , 
l  sn  a  •  c*  —  2  (cn  a  •  dn  a  -f-  4 )  c,  +  A*  •  sn5  a  ^  0  . 

Die  beiden  Gleichungen  stehen  mit  einander  in  eioem  engen 
Zusammenhang.  Die  eine  entsteht  aus  der  andern,  indem  an 
Stelle  von  a  gesetzt  wird:  a  -f  2Ä'+  2*  A". 

Unter  Hinzunahme  der  elliptischen  Functionen  mit  dem 

Argumente      lassen  sich  die  Lösungen  der  beiden  Gleichungen 


schreiben 


c{  =  A*  -  sn*      -  sna, 


sn  a 


a  ' 


in  ^  ¥ 


Cj  =  —  sn  a 
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t  a 

c.  =  —  k*  •  sn  a   • 

dn'- 

Ks  giebt  also  4  und  nur  4  Werthe  von  c{ ,  deren  zugehörende 
Integrale  nicht  mehr  beide  doppcltperiodische  Functionen  sind. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man,  wenn  man  den  folgen- 
den völlig  verschiedenen  Weg  einschlagt. 

Ein  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  hat  jeden- 
falls die  Form : 

»,(v  +  v)  *•("> 

y'~   *.(«)  e 

folglich  wird  das  zweite : 

Damit  dieses  zweite  Integral  keine  doppeltperiodische  Function 
mehr  ist,  müssen  die  beiden  Gleichungen  stattfinden  : 

%v  —  a  =  m  +  im,  t  , 

(6)  c      <t]o$&0(a)  _  ^  rflog^M  =  0 

1  da  (Uü 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  dass  v  oder  auch  w  vier  verschiedene 
Werthe  annehmen  kann: 

i  tt 

i.  W  =  T, 

II.  ,„  =  il+,A', 

III.  iü  =  .5-  +  /A"+  A'  , 

IV.  w  Ä  "  +  A'  . 

Die  zweite  Gleichung  bestimmt  die  dazu  gehörenden  Werthe 
von  l\. 
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Berücksichtigen  wir  die  Gleichung : 


log».(2a) 


 »  o  _  _  g  =  —  A*  •  sn  «  •  sn4  —  , 

f/a  .  a  2 

r/  — 

so  folgt  für  (o  =  : 

c,  =  A4  •  sn'y  •  sna  , 

d.  h.  wir  erhalten  einen  der  vorhin  gefundenen  Werthe  von  tf. 
Genau  so  würden  sich  die  drei  anderen  ergeben.  Da  diese  drei 
Fälle  sich  durch  Substitutionen  einfachster  Art  aus  dem  ersten 
ergeben,  so  wollen  wir  uns  auf  diesen  beschränken.  Das  zweite 
Integral  können  wir  schreiben  : 

oder  auch : 

\   k  sn  2  sn  t+t)/ 

Mithin  erhalten  wir  den 

Lehnatz.  />en  ersten  Ausnahmefall  bildet  die  Differential- 
gleichung: 

/  ;  ■  -f-  k*  •  sn  alsn*     -}-  sn  ?r  •  sn  (w  +  a    — f-* 
diu*  \      2  I  dw 

=  r/>  (r)  (c3  +  c4  •  /r*  •  sn  w  •  sn  (w  -f~  a)  +  A4  •  sn*  i/>)  , 
c,  =  —  J  —  Ä4  +  A4  •  sn4  a  —  A4  •  sn4      •  cn  «  •  dn  a  , 

ff 

c4  =  cn  a  •  dn  «  —  A*  •  su4  -  -  •  sn4  a  . 
Die  beiden  Integrale  lauten: 

».(■+«)  *•(•-) 
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y,=.v,  fh  ^\\du>- 

J\       k*  •  sn«  i  n>  \w  +  |-)/ 

Die  drei  anderen  Ausnahmefälle  folgen  sus  dem  soeben  betrach- 
teten durch  die  vorhin  näher  definirten  Substitutionen. 

Wir  nehmen  jetzt  den  Fall  ct  =  2.  welcher  in  der  zweiten 
Note  ausführlicher  behandelt  worden  ist. 

Setzen  wir 

(D  =  u  -f-  «  , 

so  zeigte  es  sich ,  dass  sn*  u  eindeutig  bestimmt  ist ,  so  dass  die 
beiden  Werthe  von  w,  die  zu  den  beiden  Integralen  gehören,  die 
Form  haben: 

(Di  =  u  +  c, 
w4  =  —  u  -f  «  . 

Hieraus  folgt,  dass  vier  Ausnahmefalle  eintreten  können: 
K.  u  =  0  , 

II  u  =  K  , 

III.  u  =  A*  +  /  A '  , 

IV.  u  =  ik"  . 

Im  ersten  Falle  hat  ein  Integral  die  Form: 

—  a9,    f  +  i.  w 

Hierin  ist  aber  /,  =  0  zu  setzen,  wie  aus  der  allgemeinen  Formel 
folgt : 

A  =  —  Ä *  •  sn  a  •  sn  w  •  sn  [w  —  er)  . 

Mit  Hülfe  weniger  Schlüsse  ergiebt  sich  dann  der 

Lehrsatz.  Den  ersten  Ausnahmefall  bildet  die  Differential- 
gleichung: 

/  .    +  %k-  •  sn  a  •  sn  w  •  sn  (w?     «     y  1 
dw*  1  dw 

—  tp  (v)  ( —  i  —  A *  -j-  /.  *  •  sn*  «  +  2  /,*  •  cn  et  •  dn  or  •  sn  w  •  sn  (w  -f-  a) . 

0/e  6t'/VA>»  Integrale  derselben  lauten  : 
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und 


sn*  {w  +  a) 

Im  zweiten  Falle  u  =  A  nimmt  das  eine  Integral  die  Form  an: 


7*  *.(») 


l'  -f-  *  •  u> 


wobei  gesetzt  ist: 


,  . ,   sn  er  •  cn  or 


dn  er 

Da  die  Beziehung  besteht: 

_  kt  sn  er  .  cn  a  _  d  log     («)     (/  log  #0(q)  = 

dna  </a  "    da  ' 

so  können  wir  das  Integral  auch  schreiben : 

Somit  erhalten  wir  den 

Lehrsatz.  Den  zweiten  Ausnahmefall  bildet  die  Differential- 
gleichung : 

^  +  Sf  •  sn«  •  sn«,  •  sn(«o  +  o)  ^ 

dw 

=  (p{v)  (—  1  +  A*  •  sn*  er  -|-  2Ä*  •  cn  er  •  dn  er  •  sn  w  •  sn(w  -f-  or))  . 
bie  beiden  Integrale  lauten- 

und 


cn*  (tu  -|-  a) 


Genau  so  folgt  der 

JUUi.-phy*.  Clssae.  1892.  17 
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Lehrsatz.  Den  dritten  Ausnahmefall  bildet  die  Gleiehu  ig: 

/  i  '  4-  2  k*  •  sn  or  •  sn  tc  •  sn  [iö     a  -f  ~ 
r/t«*  dw 

=  <y>  (v)  (—  k*  4-  k*  •  sn*a  -f-  2/.*  •  cn«  •  dna  •  sn  u>  •  sn  [w  4-  ß))  • 
Die  beiden  Integrale  lauten : 

&>(v  +  a)  Va) 


Vom  vierten  Falle  können  wir  absehen. 

§*. 

Specielle  Untersuchung  derjenigen  Differentialgleichungen, 
deren  integrale  einen  einfachen  Ünendlichkeitspnnkt  haben,  wahrend 
die  Coeflicienten  noch  zwei  weitere  besitzen. 

Auch  diese  Differentialgleichungen  sind  in  der  zweiten  Note 
behandelt.  Als  Form  derselben  ergab  sich: 

*      ?  1^ +  kHsna'Snw>sn(w  +  a]+snß-sniC'Sn  w+ß))'-?— 
dw  dir 

=  </>  [v]  (ct  4-  c6  -  k*  •  sn  w  •  sn  w  4-  er)  4-  c7  •  k*  ■  sn  ir  •  sn  [tr  4-  ^  ) . 
Die  beiden  Integrale  haben  im  allgemeinen  Falle  die  Form: 


V~  *.!<•) 
wobei  X  aus  der  Gleichung  bestimmt  ist: 

(2  2  A  =  /.'(sn  a  •  sn  w  •  sn  7r  —  to  4-  sn •  sn (o  •  sn  (/?  —  u))  . 
Setzen  wir  nun: 


so  zeigte  es  sich,  dass  sn'u  wiederum  eindeutig  bestimmt  ist,  so 
dass  die  beiden  Werlhe  von  w,  die  zu  den  Integralen  gehören, 
die  Form  haben : 


- 
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Es  sind  daher  wiederum  vier  Ausnahmefalle  möglich: 

u  =  0  ,    u  =  A' ,    ti  =  A'-f-  i  A",    ?/  =  *  A"  . 

Nehmen  wir  erstens  u  =  0  an ,  so  folgt  als  Werth  des  einen 
Integrals : 

wobei  gesetzt  ist: 

2  X  =  A«  (sn  a  -  sn  $  sn  •  sn  -  ^  . 

Da  aber  die  Beziehungen  bestehen : 

'S  rf« 
—  ä*  •  sn  a  •  sn  -       •  sn  — ~-  , 

,  M  «  +  /*       a  — 0 

4-  A-*  •  sna  •  sn     ^  r  •  sn  — ^  , 

so  können  wir  ijk  schreiben : 


Die  Coefficienten  nehmen  die  Form  an : 

47< 
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<*-\~ß      a  —  ß  sna-fsn/f 
rf>  =  cncr  •  dna  —  A*  sn  a  •  sn — •  sn— ~-  ^ — -  , 

c,  =  cn^.dn/?  +  A* -sn/^  sn— ^-i-  sn— ^  £ — i- , 

c4  =  -  4  -  A  *  +    (sn4  a  -+-  sn*  /*)  -  A2  •  sn*  " 
—  A*  •  sn  — "t-  •  sn  a-—  --■  (cn  a  •  dn  a  —  cn/f  •  dn/tf)  -f  /* . 
Das  zweite  Integral  können  wir  schreiben : 


_     r*.(t>  +  a)-*.(i>  +  6)  , 


oder  auch : 


Damit  ist  dieser  Ausnahmefall  erledigt. 

Im  zweiten  Falle  wird  //  =  A',  mithin  nimmt  das  eine  Inte- 
gral die  Form  an : 

— *iw — ' 

wobei  gesetzt  ist: 

cn  — ±£  •  cn 
2  X  =  -  A'  (sn  a  +  sn  Ä  ^  ■ 

dn-  2  dn-^ 

Hieraus  folgt  ahnlich  wie  im  ersten  Falle: 
wahrend  die  Coefficienten  die  Form  annehmen : 
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ct  +  ß       a  —  ß 
cn  — •  cn  —  r- 
,                         z            zsn«  —  sn 
c,  =  cng.dnc  +  A-'-sna  g_  g—C  , 

dn  -  —  •  dn  — i— 

*  a  o     i*      *        2            2     sna —  sn/tf 
c7  =  co^dn^A-.sn^---— —  _S  , 

c4  =  -  1  -  *•+  Ä-*(sn«  a  +  snV)  -  ä* 


2 


cn  — -—  •  cn 


2  2 

-f   r~ 3  — ^  (cn  a  •  dn  a     cn  ß  •  dn  ß)  -f-  . 

Das  /.weile  Integral  lasst  sich  in  die  Form  bringen: 

'--('••»•VH'-'-"'"7lj-^^) 

Damit  ist  der  zweite  Fall  erledigt. 
Im  dritten  Falle  wird: 

also  nimmt  ein  Integral  die  Form  an: 

(«4-1 

Ä  /      ,   O  -f  M  ) — "TT\  i'  +  *  •  •» 


wobei  gesetzt  ist 


dn'f+I^.dn"- 


2A=  — (sno  +  sn/*)  2 


«  +  /*  «-/*' 
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oder  auch : 


Die  Coefficienten  werden : 

c6  =  cncr  •  dncr  -f-  sna 


a  +  /*  a  —  ß  2 
cn  — —  •  cn 


(<0) 

do 

c,  =  cn/?  •  dn/5f  —  sn/f — 


2 

(( 

2 

a 

ß 

2 

« 

ct  =  —  t  —  k*  +  *«(sn'  o  +  sn*/*}  -  ' 


,«  +  /* 


2  2 

11  ^— ^(cnadna  +  cn^dn^iH-^. 


cn  — - —  •  cn 


2  2 
Das  zweite  Integral  endlich  nimmt  die  Form  an: 


Im  letzten  Falle  endlich  wird 


*;(°r) 

2>.  =  ÄT^  c       1  8  ' 


*.(») 
wobei  gesetzt  ist: 

2  ^   sn  a  —  sn  p 
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Es  folgt  dann  ebenso  wie  früher  für  yK  die  zweite  Form : 

i«)      y>  =  — ^ — e 

Die  Coefficienten  werden: 


.  sn  a  sn  «  -f-  sn  ß 

=  cn  a  an  a  ;  •  — — — '   , 

sn  — •  sn 


c,  =  cn    dn  ß  -f- 


2 

sn//  sna-j-sn^ 


sn__.8n__ 

1 


c.  =  —  1  —  A*  +  /r^sn*«  -f  snMi  

sn'  — 

 — — ^cnftdna-cnpdnfl  +  i« 

Das  zweite  Integral  endlich  wird : 
»)  y.  -  »,  («  -  *•  •  sn'  ^ /sn'  («,  +  -+^)  d »)  . 


§3. 

Specielle  Untersuchung  aller  Differentialgleichungen  zweiter 
Orrfnnng,  deren  Integrale  denselben  zweifaehen  Unendlichkeitspunkt 
haben,  während  die  Coefficienten  noch  einen  weiteren  besitzen. 

Die  in  der  Ueberschrift  näher  charakterisirten  Differential- 
gleichungen bilden  den  Gegenstand  der  dritten  Note.  Sie  können 
in  die  Form  gebracht  werden: 

il  i  -h  (Cm  -f-  c»  •  k*  •  sn  a  •  sn  w  •  sn  w  -f-  a))  ' 

=  fp  [v)  (c,  -f-  c4  •  /i*  •  sn  w  •  sn  (w  +  «)  +  c5  •  k*  •  sn*  , 

wobei  c,  einen  der  Werthe  annehmen  kann  1,  2,  3,  4. 

Ein  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  hat  sicher- 
lich die  Form : 
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*„(«)• 

folglich  wird  das  zweite: 

Soli  dasselbe  aufhören  doppeltpcriodisch  zu  sein,  so  muss  erstens 
von  Perioden  abgesehen  die  Gleichung  bestehen : 

(2)  c4.a  =  2(»4H-vt)  , 

zweitens  aber  die  Beziehung  stattfinden: 

1       4      da  \  fiiot  J 

Die  erste  dieser  Gleichungen  lehrt,  dass  vK  -f-  vt  oder  was  das- 
selbe sagt  u){      wt  eine  bekannte  Grösse  ist.  Wir  wollen  die- 
selbe durch  v  resp.  u  bezeichnen. 
Da  ferner  die  Beziehung  besteht: 

</log*B(yt)     rflog^.W     </log#»  , 
so  können  wir  die  zweite  Gleichung  schreiben : 

/i\    o/«  .         </lOg#0(«)  a</log#Jvj 

(4)  SA^sno^  •  snw1snw  =  c1H-  ct  —  2  — • 

Diese  Gleichung  drückt  das  Product  sn  w,-sntu,=s4'  in  bekannter 
Weise  durch  die  Gonstante  c,  aus. 

Wir  können  die  Resultate  in  eine  andere  Form  bringen. 
Aus  der  Gleichung: 

w{  =  lü  —  wt 

folgt: 

sn  (o  '  cn  w,  •  dn  w.  —  sn  w,  -cnw  •  dnw 

sn  m  —  —  /T-^i  1  

1  \  —  kr  •  sn*  w  •  sn*  cot 

oder  also: 

.  sn  w  •  tit  —     •  cn  w  •  dn  w 

sl  =  snw,  •  sncu.  =   '  — *■  5  

'         -  1  —  A*  •  xt  •  sn*  w 

oder  auch: 

sn  in  •  ut  =  j.-f  cn  w  •  dn  w  +  (1  —  A1  •  xt  •  sn*  w)  . 
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Eine  analoge  Gleichung  ergiebt  sich  für  x{.  Durch  Addition 
folgt: 

8D  w  •  u  =  st  •  cn  co  -  dn  w  -f-  (2  —  k*  •  st  •  sn*  w)  . 

Ouadriren  wir  die  vorletzte  Gleichung,  so  ergiebt  sich  nach  Fort- 
hebung eines  Factors  die  quadratische  Gleichung : 

x*  —  sn*  o)  —  2  cn  w  •  dn  w  •     -f-  h*  •  sn*  w  •  s?)  x  -f-     =  0  , 

deren  Wurzeln  die  Grössen  xK  und  xt  sind. 
Hieraus  folgt  die  Beziehung : 

(5)  5, = sn*  tJK + sn*w , = sn*  w  —  2  cn  to  •  dn  w  •  ss'  -f-  ä*  •  sn*  w  •  sj* . 

Zu  diesen  Gleichungen  treten  die  übrigen  des  Problems,  welche 
in  der  dritten  Note  näher  ausgeführt  worden  sind.  Vor  Allem 
sind  hier  die  beiden  Gleichungen  von  Bedeutung: 

c,  A*  sn*««w^  =  ö(  >cx  +  c4«  A*  «sn*^  -sna -cna-dna  —  2n  ^  , 

e  =  4,2  , 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  im  Falle  c,  =  4  an  Stelle  von  cK:c[ 
zu  setzen  ist. 

Setzen  wir  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  ein,  die  wir 
soeben  für  ut  und  u  gefunden  haben,  so  ergiebt  sich  nach  einigen 
leichten  Rechnungen  eine  quadratische  Gleichung  mit  den  Unbc- 
kennlen  xi  und  xt.  Dieselbe  hat  die  Form: 

i6j  2^1.a*-f-/?.a:-r.C  =  0  , 

wobei  gesetzt  ist: 

A  =  k*  •  sna  •  c4(sna  •  cna>  •  dnw  — snw  •  cna  •  dna) 
—  k*  •  sn*a  •  sn* cu  •    •  c,  -f-  ä*  •  sn*a  •  sn  w  •  c{  , 

B  =  —  2  sn  tu  '  Cf  —  ä4  ( J  -J-  2  A*  •  sn*  a  •  cn  w  •  dn  w) 

+  2A*  •  si  •  sn*a  (cf  —  2)  -f  2 A4  •  sn*a  •  sn*co  •  st  •  *t' , 

C  =  51(2cnwdnw-|-cl-snw)-f-451— k*-st  •5{(c1-sn,a-f»28n*cdJ. 

Diese  quadratische  Gleichung  können  wir  auch  durch  die  beiden 
Gleichungen  ersetzen : 

5  +  2^.^  =0, 

C  —  2yiss'*  =  0. 

Zur  Umformung  derselben  bemerken  wir,  dass  erstens  für  st  der 
Werth  gefunden  worden  ist: 
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st  =  sn4  to  —  2  cd  (o  •  dn  to  -  st'  4-  k*  •  sn4  w  •  , 

dass  zweitens  gesetzt  werden  darf: 

ct  =  2  Ä4  •  sn  w  •    4-  c'  , 

c,  =  c  </log^o(a)  gc/log^(y) 
*      (/a  *"  </w 

Unter  diesen  Voraussetzungen  nimmt  die  erste  Gleichung  die 
Form  an : 

(8)  /V^+ZV^  +  JV  *«'+/>,  =  <>  , 
wobei  gesetzt  ist: 

7>o  =  *8  •  sn4  w  •  sn4  et  (4  —  c4)  , 
/?,  =  —  7A4-  sn4a  •  sn'w  •  cnw  dnw4-3A4  •  sn4a-  cnw  •  dnw  c, 
—  A4  •  sn*  to  •  sna  •  cn a  •  dn  a  •  ct  +  Ar4  •  sn4cr  •  sn3  to  •  c' , 

=  2  k*  •  sn*  w  (A4  • sn4a •  sn4  w  —  2) 

4-  A4  •  sn*  a  (ct  —  2)  (2  —  2  cn*  w  •  dn*  to  —  A-4  •  sn4  to] 
4-  2  A*4  •  sn  a  •  cn  a  •  dn  a  •  sn  to  •  cn  w  •  dn  to  •  ct 
—  2  A-*  •  sn*  a  •  sn  w  •  cn  to  •  dn  w  •  c'  , 

;»3  =  ä*  .  sn4w  •  sn  a  (—  ct  •  cn  a  •  dn  er  •  sn  to  4-  sn  a  •  cnw  •  dn  to  (r,  —  2 ) 

+  sn  w  (A4  •  sn4  et  •  sn4  to  —  2)  c'  . 

Die  zweite  Gleichung  wird : 

(9)  7o  *      4-  qt  •  s?  +  7i  *  Ä*'  +  9»  =  0  » 
wobei  gesetzt  ist : 

70  =  A4  •  sn4  to  •  sn1  a  (c,  —  4)  , 

qx  =  2  A4  •  sn4  w  •  cn  w  dn  io  ~\-  2  A4  •  sn  to  •  sn  a  •  cn  a  •  dn  a  •  ct 

-f-  A*4  •  sn  to  (sn4  «j  —  2  sn4  a)  , 

<y4=  4  —  4  cn4  cn  •  dn4w  —  A4-  sn4a  •  sn4w  •  c% —  2  sn  to  •  cn  to  •  dn  to  •  c\ 

</3=2sn4w  •  cnw  •  dn  to  4-  sn'w  •  c'  . 

Bis  hierher  gelten  die  Untersuchungen  allgemein.  Jetzt  specia- 
liren  wir  und  setzen  zuerst 

ct  =  <  . 

Dann  können  wir  erstens  annehmen,  dass: 
^  et 

V'  =  T 
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sei.  Unter  dieser  Voraussetzung  folgt ; 

c'  =  A*  •  sn*  -2-  •  sna  . 
Ferner  erhalten  wir  für  die  Grössen  p  die  folgenden  Werthe : 

jj|==3Ä6-  sn*     •  sn*ot , 

/>,  =  —  4A4-  sn'a  sn  y  ^  — Ä*  sn4yJ-l-A4  sna-sn3Y  , 

ftsF-snVr  —  U^sn^-U^+Ä'Jsn^a  sn^+SAVsn'a.sn^  , 

z  z  z 

/>,=— A4-sna -sn*-^-  — A*-sn3a-sn       —  A*  sn4  -^-J 

Dann  aber  folgt  leicht  die  Zerlegung: 

J>o '  *!'*  +  />,  •  *?  +  />, '  *l  +  Pa s-5  ^4  •  ^  > 


/  1— A*-sn4^-\ 

Ft=3A4sn*-" rsf—P-sn^-  snal  ~- H   hf' 

2  2         \     sn*a  ,  «       /  1 

\  sn*  —  ' 


= A*  •  sn*  a  •  sn*  ^  •   H  —  A1  •  sn4    I  —  sn  a  •  sn  — 

sn  - 
2 

Für  die  Grössen  q  ergeben  sich  die  Werthe: 

et 

qQ  =  —  3 A4  •  sn*  -g-  ■  sn*a  , 

* 

^  =  2  A*  •  sn*«  •  cn  ?  •  dn  ^  —  A*  •  sn  a  •  sn  ^  , 


2  2 

.  sn*a 
7l  =  4- 


sn1  — 


2 

er 

q%  =  sno  •  sn  • 
Es  folgt  hieraus  die  weitere  Zerlegung: 
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sna 


Fj  =  —  sn*a  •  s,'  -f- 


Es  tritt  also  in  beiden  Fällen  der  Factor  Ft  auf,  so  dass  beiden 
Gleichungen  Genüge  geleistet  wird,  wenn  die  Gleichung 


F,  =  0 

besteht. 

Erwägen  wir  die  Beziehung: 

2A*  •  sn  ^  •  $1  =  c,  —  A*  •  sn*  ^  •  sna  , 

so  können  wir  die  Gleichung  auch  schreiben  : 

a 


I               1  +  2/ii.Sn«-\ 
3c4  —  2sna(  — -r  H  Ic.+A^s^a.sn«- 


—  4A*-sn*  |-f  2A,.sn*a  =  0  . 

Es  ist  dieses  eine  Bedingungsgleichung  für  die  einzige  Conslante, 
welche  in  der  Differentialgleichung  noch  willkürlich  geblieben 
war.  Die  übrigen  haben  die  Werthe : 

_  .      „    cna«dna  ,  ...     _       .  ...  ,  ... 

c.  =  2c?  —  6c.  h  4A*sn*a  —  4  [\+k*)  , 

3        1        4     sna  '  1 

H)       c4  =  —  2ct  •  sna  +  2cna  •  dna  , 
r5  =     4  • 

Ferner  folgt  leicht,  dass  die  Bedingungsgleichung: 

A*  •  s.  =  cj  —  2  c.  h  A-*  •  sn*  a 

1       1         *  sn« 

durch  unseren  Werth,  den  wir  für  st  gefunden  haben,  unter 
Berücksichtigung  der  Bedingungsgleichung  von  c{  erfüllt  wird. 
Die  Werthe  sn*  wu  sn*  w,  sind  dann  aus  der  Gleichung  bestimmt : 

(12)  x*  —  st  .£C  +  S,/4  =  0  , 

wahrend  die  Vorzeichen  aus  den  beiden  Gleichungen  sich 
geben : 
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(13:  /.t-sn*a  M<=^  r1+Ä*  sn*ft><  sna-cna  dna— 2m^,  €=1,2. 

Wir  erhalten  also  den 

Lehrsatz.  Im  Falle  e4  =  1  hört  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (1)  auf  doppeltperiodisch  zu  sein,  wenn  erstens  cl  der 
Gleichung : 


+  Ä4  •  sn*a  •  sn4 -|  —  4Ä* .  sn* ~  -j-  2/,« •  sn*a  =  0 

Genüge  leistet.  Die  übrigen  Coefficienten  und  das  doppeltperio- 
dische  Integral  der  Differentialgleichung  folgen  aus  den  Glei- 
chungen (11),  (12),  (13). 

Hiermit  sind  freilich  noch  nicht  alle  Möglichkeiten  erschöpft. 
Der  Fall 


ist  nur  einer  der  vier  möglichen,  in  denen  die  beiden  Grössen: 


sich  nur  um  Perioden  von  einander  unterscheiden.  Die  andern 
drei  Fülle  können  genau  so  einfach  behandelt  werden.  Wir  glauben 
um  so  eher  hiervon  absehen  zu  können ,  als  das  ganze  Problem 
noch  in  völlig  anderer  Weise  aufgefasst  werden  kann,  welche 
sofort  die  acht  möglichen  Werthe  von  c,  ergiebt. 
In  der  That,  für  die  Grösse 


haben  wir  in  der  angegebenen  Arbeit  die  folgende  quadratische 
Gleichung  gefunden: 

' o  *  «5  +  ''i  *  «,  +  *t  =  0  I 
wenn  unter  r0,  r4,  rt  die  folgenden  Grössen  verstanden  werden  : 

ra  =  4  A*  •  sn*  a  , 

r,  = — 9 cj  sn4a -f-  36  cj  •  sn3ce  •  cn  «  dn a  —  2c*  •  dt     4  ct  •  ds  —  r/< , 


a 


2  [wi  +  <os)  und  a 


s4  =  sn*w4  •  sn*wt 


Digitized  by  Google 


256  M.  Kr aise, 

dt  =  16  sn*«  —  22(1  -f-  A4}  sn4«-r-27A4  •  sn6«  , 
</3  =  sn3a  •  cn«  •  dn  a  (9A4  •  sn4a  —  4  —  4A4)  ,  j 
dA  =  8 A4  •  sn4 a  •  cn4a  •  dn1  a  -|-  A4  •  sn8 a  . 

Soll  nun  einer  der  Ausnahmefälle  eintreten,  so  muss  die  Discri- 
minante  der  Gleichung  verschwinden,  oder  also  die  Gleichung 
bestehen : 

r?  —  4  r0  •  r4  =  0  . 

Ks  ist  das  eine  Gleichung  vom  achten  Grade  mit  der  Unbe- 
kannten i\.  Dieselbe  lässt  sich  zunächst,  wie  unmittelbar  klar 
ist,  in  die  beiden  Gleichungen  vom  4ten  Grade  zerlegen: 

i\  —  4A4  •  sn3 a(ct  •  st  -f-  2?/)  =  0  , 

r{  -f-  4A**  •  sn3«(c,  •  st  +  2m)  =  0  . 

Die  Ausrechnung  ergiebt  als  Werth  von  A*(c,  st      2  m)  den  Aus- 
druck : 

_  8c?  cn«dn«  4  _  4  ;.4       A.,  8nt  a) 

1  sn«  lv 

—  2A4-  sn«  •  cn«  •  dn«  . 

Es  folgt  dann  leicht,  dass  die  beiden  biquadratischen  Gleichungen 
sieh  in  je  zwei  quadratische  Gleichungen  zerlegen  lassen  und 
zwar  die  erste  in  die  folgenden: 

(,*,        3c;-2sn«.,,    -  — +  

\  sn4  -  / 

-f  A4  •  sn««  .  sn4  j  —  4  A4 .  sn4  |  +  2A4  •  sn4«  =  0  , 

/       4       2  +  A4.sn«|v 

(15)        3c?  -  2sn«  .  c.  {  ^—-\  - 

1  \     sn*«  ,  a  / 

\  sn4  -  / 

_j  [_  2/;*  .  sn«a  —  0  . 

.  «  t  a 

Die  beiden  andern  Gleichungen  erhalten  wir,  indem  wir  uns  an 
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Stelle  von  er:  a  +  2Ä'  gesetzt  denken.  Hierbei  geht  der  Reihe 
nach  über : 

sn  a ,  cn  er ,  dn  er ,  sn     in  : 

« 

cn^ 

—  sn  er ,    -cna,    dn  a , 

Der  Beweis  der  Richtigkeit  der  Behauptung  beruht  vor  Allem 
auf  den  Beziehungen,  die  zwischen  den  elliptischen  Functionen 

mit  dem  Argumente  er  und  ~  bestehen.  Aus  diesen  greifen  wir 

die  eine  heraus : 

sn'a/l+ft'-sn4  -?-) 
cn  er  •  dn  or  -f-  \  =   ■■  — — —  • 

««.•jj- 

Die  eine  der  vier  gefundenen  quadratischen  Gleichungen  ist  aber 
mit  der  vorhin  gefundenen  identisch,  so  dass  wir  einerseits  das 
frühere  Resultat  wiedergefunden,  andererseits  die  nothwendigen 
Ergänzungen  gegeben  haben. 

Hiermit  wollen  wir  den  Fall  ct  =  \  einstweilen  verlassen 
und  wenden  uns  zu  dem  zweiten  Falle 

ct  =  2  . 

In  diesem  Falle  künnen  wir  erstens  annehmen: 

w  =  u  , 

iweitens  folgt: 

c'  =  0 

oder 

cK  =  2A*  •  sner .  . 

Unter  solchen  Umstünden  nehmen  die  Ausdrücke  für  die  Coeffi- 
cienten  p  die  Form  an : 

p0  =  2Ä-*  •  sn°a  , 
p{  =  —  6Ä*  •  sn4«  •  enor  •  dner  , 
pt  =  M*  •  sn4«  (—  2  -  2/,*  +  3/,2  •  sir  a)  , 
=  —  2A*  •  sn4a  •  ener  •  dna  . 
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Ersetzen  wir  durch  c, ,  so  ergiebt  sich  also  für  cK  die  cubische 
Gleichung : 

(, 6)  cj  _  6cj  •  C"°nfP"  +  * (_  *  _  8*«  +  3f  •  sn'«)  c, 

—  &k*  •  sn«  •  cna  •  dna  =  0  . 

Genau  dasselbe  Resultat  erhalten  wir,  wenn  für  die  Grössen  7 
ihre  Werthe  eingesetzt  werden,  so  dass  in  diesem  Falle  die 
beiden  Gleichungen  in  eine  einzige  zusammenfallen. 

Dass  dieses  Resultat  mit  den  sonstigen  Bedingungen  im 
Einklang  ist,  folgt  leicht.  Zunächst  ergeben  sich  für  die  übrigen 
Coefficienten  die  Werthe: 

c,  =  -  ^  (cna  •  dn«  +  -)  +  U* .  sn*«  -  4  (4  +  k*}  , 
3         sn«  \  cj 

(17)  c4  =  —  2e,  •  sna  +  4cn«  •  dn«  , 

Dann  aber  wird  die  Gleichung: 

k%  •  sn«  ♦  c4  •  s<  =  —  4c, 

durch  den  von  uns  gefundenen  Werth  von  : 

s,  =  sn1 «  —  2 cn «   dna  -  s4  +  /.*  •  sn* «  •  s,* 

unter  Berücksichtigung  der  Bedingungsgleichung  von  c,  in  der 
Thal  erfüllt. 

Die  Werthe  sn*wt  und  sn*  w„  die  zu  dein  doppeltperiodischen 
Integrale  gehören,  folgen  aus  der  Gleichung: 

(18)  +       *r*       »t  + Al/'  ,    =0  , 
'  /i*  •  sn «  •  c4         4  /r  •  sn*  a 

während  das  Vorzeichen  von  w,  und  «i4  aus  den  Gleichungen 
zu  bestimmen  ist: 

(19)  c,  +  2  /.*  •  sn  wf  ■  sn  (w,  —  «  =  0  . 

Damit  sind  wir  wieder  am  Ziele  und  erhalten  den 

Lehrsatz.  Im  Falle  c4  =  2  hört  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (1)  au/'}  doppeltperiodisch  zu  sein,  ivenn  erstens  c{  der 
(Ueichung: 

.      .  .  cn«  •  dn« 

cj  —  6  r*  

1         1  sn« 

_|_  4  _  2  —  3/.*  •  sn'ff'ir,  —  8/,*-  sn«  cn«  dn«  =  0 
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Genüge  leistet.  Die  übrigen  Coefficienlen  und  das  doppellperiodische 
Integral  der  Differentialgleichung  folgen  aus  den  Gleichungen  (17), 
(18;,  (19). 

Die  übrigen  Werthe  von  r,  brauchen  nicht  naher  angegeben 
iu  werden. 

Hiermit  wollen  wir  auch  diesen  Fall  einstw  eilen  verlassen 
und  wenden  uns  zu  dem  Falle 

rt  =  3  . 

In  diesem  Falle  können  wir  erstens  annehmen,  dass 

3« 
2 

ist.  Der  Werth  von  v'  wird: 

t      Ii                et  [     a  3cr\ 
c  =  ir  •  sn  et  •  sn  -  I  sn  ^  2  sn  ^  )  • 

Um  zu  einfachen  Darstellungen  zu  gelangen,  müssen  vor  Allem 
die  Beziehungen  berücksichtigt  werden,  die  zwischen  den  ellip- 

et    3  et 

tischen  Functionen  mit  den  Argumenten  «,  •-,  bestehen. 
Wir  greifen  die  folgenden  heraus: 


sn2 


3«    .   3«     /    3«  a\ 
sn«  cn  — dn  — ==lsn-  +sn  J  •  f  , 

3  et  et 
sn      l-r-A^  s^a  sn5  - 

F=-1  +—   5  

et  2 

3a    ,   3  a  sna  /.     ,a      -«  „3«\ 

cnT. =  ^_i..sn._.sn,_j 


sn2 


3« 

sn  ^  •  sn  « 


('-*-■;) 
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Dann  können  wir  die  Coefßcicnlen  p  und  q  in  die  folgende  Form 
bringen : 

 L  =  A«.sn'«  sn*3"  , 

Ä*  •  sn* 


2 


A*  •  sn*     -        sn  — 


Ä*  •  sn3 a  ,      3  a  /Ä  ,  a  A  A-*  •  sn3 a 

4-  sn 


/  3A* .  sn«  —  2  ■  \ 


2*2  V  2 

—  3  A4  •  sn3  a  •  sn  —  •  sn  — -  , 

3«    ,  3a 

,                                    cn  — -  •  an  - 
—  4+Ä*.sn*asn*  -    -\  —  f, 


,3a         ,3a  '  2    '  3  a 

Ä*sn*  2       sn*  2  sn  g 

a 

sn  j  a       3  a 

/  =  2  sn  a  f-  2  A*  •  sn3  a  •  sn  -  -  •  sn 

3  a  2  2 

sn 


2 


.         ,  2  sn3  a 
—  4  sn  a  +    , 


2sna  •  sn*  — 

P3                              2  i  o  a 

 LJ-r  =  —           —  -f3snasn-^ 

3  a  2 

/.'•sn*  ^  sn 

* 

3  a  /        sn*a\  a       3  a 

sn      /  2  —  I  sn  a  —  A*  •  sn3  a  •  sn  - ■  •  sn  —  -  , 


70  =  —  /, 4  •  sn*  a  •  sn*  ^  , 
</,  =/.*•  sna-sn  ^  /—  4  + 


( —  4  -4-  Sn  a      Ä'- sn*a  •  sn*  £  \ 
sn*  f  / 


snasn3  — 

+  2A4.sn*      .  sn  "  .sn3a  +  A*. 

2         2  .  a 

su  — 
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.,  2sn  _  -sna 

,  _      „3a        3«   ,  3«  /     4  sna  .  2 

q  t=4— 3/,1  snV-sn'- — cn  —  an  —  /  — 


2  2 


3a  .3a 


«  /     4  sna  z  \ 

\     Sn2         8n42  / 


sn*  —  •  sn  «     sn3  —  « sn  « 


2  2 

7,= -2      -  h  

"  a  .  a 

sn  -  sn'  - 

Die  diesen  Werthen  von  /)  und  q  entsprechenden  cubischen 
Gleichungen  müssen  zusammen  bestehen.  Wir  erhalten  den 
gemeinsamen  Factor  am  einfachsten,  wenn  wir  die  Gleichungen 
addiren.  Es  ergiebt  sich  dann  die  quadratische  Gleichung: 

(/>,  +  /,*  •  sn*  ~  •  9l)  .vt"  +  |/it  +  k*  •  sns  ^  •  q^    +  P, 

i«      « ^a 
+  A*1  •  sn*  y  7,  =  0  . 

Es  zeigt  sich,  dass  die  drei  Coefficienten  dieser  quadratischen 
Gleichung  den  gemeinsamen  Factor: 

/3a  a\«  /     3a  «\ 

|,„..  _s„_|  |s„T+sn_j 

besitzen.  Sehen  wir  von  demselben  ab,  so  künnen  wir  die  Glei- 
chung schreiben: 


SD  2 


/    3«  a\ 
snafsn  — —  sn-  v 

/>=  *_/4_A-«.8n««.sn«-?-  +  —  —  '/) 

*        u        3a  I  2  a  '  / 

sn?  sn  z  \  sn2  / 

3« 

,  Sn  2        /,»     ,          a  3a 

<?=-*+J       n  +  2  sn*«-sn  ^  •  sn  ^ 

8n2 


4  8» 
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sn'  -ä  \         sn  -  / 

Es  müssto  nun  nachgewiesen  werden,  dass  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  ein  Factor  der  linken  Seiten  der  beiden  cubischen 
Gleichungen  ist.  Wir  können  aber  von  diesem  Beweise  absehen, 
wenn  wir  zu  den  Betrachtungen  zurückgehen,  die  im  Falle  r4  =  1 
angestellt  worden  sind.  Auch  im  Falle  r4  =  3  ergiebt  sich  eine 
quadratische  Gleichung,  deren  Discriminante  im  Ausnahmefall 
der  Null  gleich  sein  muss.  Es  ist  das  Gleichung  (19]  §  2  in  der 
dritten  Note: 

(P{r  —  9sn4«   /,<  •      +  8m*  •  k*  •  sn4«  =  0  . 

Die  Discriminante  derselben  ist  vom  Grade  8  in  c, ,  also  auch 
in  s4.  Dieselbe  zerfallt  in  vier  quadratische  Factoren,  von  denen 
der  eine  der  soeben  entwickelte  ist.  Dabei  lautet  die  Beziehung 
zwischen  r,  und  .vt': 

a  i*       3rt     ,  n  a  (     et  3«\ 

2  /,-*  •  sn  ---  •  .v4  =  c4  —  k-  •  sn«  •  sn  —  I  sn     —  2  sn  —  I  . 

so  dass  aus  der  obigen  quadratischen  Gleichung  für  s4  unmittel- 
bar eine  solche  für  r(  hergestellt  werden  kann.  Für  die  noch 
fehlenden  Coefücienten  der  Differentialgleichung  ergeben  sich  die 
Werlhe: 

c  =  —  2c,  — — -  ^  6/,*  •  sn-«  —  414-  h  • 

sn  « 

21  r,  =  —  2r,  •  sn«  -f-  6cn«-  du«  , 
rr  =  0  . 

Die  Werlhe  sn'twi  und  sn*w4,  die  zu  dem  doppeltperiodischen 
Integral  gehören,  folgen  aus  der  Gleichung: 

22  :r*  —  |sn4  ~  —  2cn     •  dn  ~  •  s4'-f-  /, « •  sn*  y  •  s^4  J  .t -f     =  0  ; 

die  Vorzeichen  von  w4  und  e>4  sind  etwa  aus  den  Gleichungcu 
zu  bestimmen : 

(23    3A* •  sn1«  •  u6 =öf  •  c4-f-  3Ä*-  sn'«  •  sn*f^  •  cna  •  dna  —  2  w  ~  , 

e  =  1,2  . 
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Damit  sind  wir  am  Ziel  und  erhalten  den 

Lehrsatz.  Im  Falle  ct  =  3  hurt  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung \\)  auf,  doppeltperiodisch  zu  sein,  wenn  ss'  erstens  der 
Gleichung: 

P,  •  8«  -  P,  •  Sl  +  />,  =  0 

Genüge  leistet.  Die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  und  das 
doppeltperiodische  Integral  folgen  aus  den  vorher  angegebenen 
Gleichungen. 

Die  noch  fehlenden  sechs  Werthe  von  c,  folgen  ähnlich  wie 
im  Falle  ct  =  1 . 

Wir  kommen  nunmehr  zum  letzten  Falle  c4  =  4  . 

In  diesem  Falle  haben  wir  an  Stelle  von  c,  zu  setzen  c[  oder 
was  dasselbe  sagt  2 X. 

Die  beiden  Bedingungsgleichungen,  die  zum  Ausnahmefall 
führen,  lauten : 

4  a  =  2  >,  +  v%)  , 

2  K  =  _  4  d  log  #0 1  a         ht  log  #0  (/  log         \  # 

(ia  \     </wt  dw4  / 

Wir  wählen  zunächst  die  Beziehung. 

24  j  ^+^  =  2«, 

dann  können  wir  die  zweite  Gleichung  schreiben: 

25  2  A  =  2  Ä*  •  sn  2  er  •  s4'  —  2A*  •  sn*«  •  sn  2  «  , 

so  dass  die  Grösse  c'  in  unserem  Falle  den  Werth  annimmt: 

c'  =  —  2  k*  •  sn* «  •  sn  2  er  . 

Ferner  wird: 

s,  =  sn* 2«  —  2 cn 2er  •  dn  2 «  •  s4'     k*  •  sn4  2  a   sj*  . 
Die  Coefficienten  der  eubischen  Gleichung: 

Po  •  *l3  +  />,  •  '  *l  +     =  0 

nehmen  die  Form  an: 

P,  =  0  , 

/>t  =  —  A*  •  sn*2«(2sn*«  +  sn*  2«(1  —  k*  •  sn4«  )  , 

pt  =  -  2A«  •  (4  -  A*  •  sn4«i  -  8A*  •  sn*2« 

sn*  a 

+  4A*(1  -h^  sn*«  •  sn*2«  , 
/>,  =  2  'sn^a-sn*«  — A*sn*2a(1— A*sn4«,  , 
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so  dass  wir  also  eine  quadratische  Gleichung  mit  der  Unbe- 
kannten  .vt'  erhalten.  Genau  dieselbe  Gleichung  erhalten  wir, 
wenn  wir  die  Werlhc  der  Grössen  q  einsetzen,  da  sich  die  Be- 
ziehung ergiebt : 

(/t  =  —  k*  •  sn4  a  -  j>f ,      i  =  4,2,3. 

Wir  erhalten  also  thatsächlicheine  einzige  quadratische  Gleichung 
mit  der  Unbekannten  s^.  Dieselbe  kann  geschrieben  werden: 

V4  =  k*  (2  sn* «  -f  sn*  2  « (4  -  A*  •  sn*  «))  , 

C>s  =  —  2  8  — 8 -  -  \\  —  k*  •  sn1«)  -  8  +  4  {\  +  k*)  sns«  , 

S 11  « 

C>,  =  — 2sn4a  +  sn*2«(4  — A'sn4«)  . 

Im  Falle  ct  =  4  ist  nun  der  einzige  noch  willkürliche  Coefficient 
der  Differentialgleichung  die  Grösse  c3. 

Es  ist  nicht  schwer,  aus  der  quadratischen  Gleichung  für  s.' 
eine  solche  für  r3  abzuleiten. 

In  der  That,  in  der  mehrfach  citirten  Arbeit  findet  sich  die 
Gleichung : 

1  sna 

,      .  cn4«  •  dn4«  4 

c.'  =  4  t  — 1~  4  A  •  sn  a  —  cs  . 

3  sn4a         sn*«  5 

Setzen  wir  hierin  die  gefundenen  Wcrthe  von  st  und  k  ein,  so 
erhallen  wir  die  Beziehung: 

(27)  U*  •  sl  |—  cn2«  •  dn2«  + 

=  c,  +  2  A  •  sn  «  •  cn  «  •  dn  «  •  su  2  «  , 

so  dass  aus  der  quadratischen  Gleichung  für  sofort  eine  solche 
für  c3  abgeleitet  werden  kann.  Die  Werthe  der  andern  Coeffi- 
cienten  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen : 

c .  =  8  cn  a  •  dn  «  , 
während  l  aus  einer  der  früheren  Gleichungen  bestimmt  ist. 
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Die  Werthe  von  sn1^,  und  sn*wt,  die  zu  dem  doppeltperio- 
dischen Integral  gehören,  sind  aus  der  Gleichung  bestimmt: 

29  x1— [sn* 2«  —  2  cn  2«  •  dn  2«     + A4  •  sn*  2  « •      x + s ^  =  0  . 

Die  Vorzeichen  von  w«  und  w,  sind  etwa  aus  den  Gleichungen 
zu  bestimmen : 

30;  2A*- sn*«-ii6  =  X  ^  +  2/t4  sna  cno  dn«- sn4w#  —  t/  • 

Somit  finden  wir  den 

Lohrsatz.  /m  Fa//e  c4  =  4  /itfrf  em  Integral  der  Di/fercnliul- 
fßeichung  an/",  doppellperiodisch  zu  sem,  we/m  erstens  s£  der 
Gleichung: 

Qr8?-Qt.*l  +  Q9  =  0 

Genüge  leistet.  Die  Coefftcienten  der  Differentialgleichung  und  das 
doppeltperiodische  Integral  folgen  aus  den  früheren  (lleichungen. 

Auf  die  weiteren  Fälle  braucht  nicht  näher  eingegangen  zu 
werden. 

Bei  den  bisherigen  Betrachtungen  haben  wir  uns  auf  die 
Bildung  des  doppeltperiodischen  Integrals  beschränkt. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Bildung  des  zweiten  Integrales  Über. 
Es  kann  zunächst  gezeigt  werden,  dass  dieses  uniform  ist.  Es 
folgt  das  aus  allgemeinen  Betrachtungen,  kann  aber  auch  folgen- 
dermassen  bewiesen  werden. 

Setzen  wir : 

d  log  *„■>,) 


»Ar)  rfw 


w 


d  log  9nla)  ^ 

so  wäre  zu  beweisen,  dass  die  Entwickelungscoefficienten  der 
Function : 

von  [v  +  Ve)~l  um  die  Punkte  r  =  —  v(  der  Null  gleich  sind 
oder  dass,  wenn  wir  etwa  e  =  1  setzen : 

[e-c, «./;(„,.  ./•,(„)«*]„__ „,=0 
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sein  muss.  Diese  Gleichung  ist  aber  nichts  anderes,  als  eine  der 
früheren  Bedingungsgleichungen. 
In  der  That,  es  ist: 

dftiv)         r/,   snw  •  cnw>  •  dnu>  —  snwt  •  cnw4 -dnw, 

^r  =  _''{t,)  : — £. 

d /*,!*')  .  , 

-Jg^L  =  —  /»  r  •  A  •  sna  •  sn  w  •  sn  ?r  +  ai  , 

also  lautet  die  Gleichung: 

—  ci  —  c,  •  A*  •  sna  •  snw  •  sn(w  -f  a)  4-  2  M|    -- *  =  0 . 

00^  —  iT'j 

Das  ist  aber  in  der  That  eine  der  Bedingungsgleichungen. 
Wir  wollen  nun  das  zweite  Integral  schreiben: 

dann  folgt,  dass  wir  in  allen  Fallen  setzen  können: 

V.  = !/./(".  +  ü^-^  +  sn.^'+  Wf|)  «*«■•  . 

so  dass  die  einzige  Schwierigkeit  in  der  Bestimmung  der  Grössen 
r0 ,  et ,  ct  besteht. 
Es  folgt : 

Wir  wollen  nun  wie  in  den  früheren  Betrachtungen  annehmen, 
dass  die  Beziehung  besteht: 


so  folgt: 


c%-a 

"1  +  n  =  -  2  - 


Ebenso  einfach  ist  der  Werth  von  cs  und  <?0  zu  berechnen.  Es 
folgt,  dass  der  Ausdruck  fUr  eK  eine  doppeltperiodische  Function 
von  w,  und  a  ist  und  Ähnliches  gilt  fUr  die  anderen  Coefficienten. 
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Die  Darstellung  in  der  gewöhnlichen  Form  ist  in  den  vier  ver- 
schiedenen Fällen  eine  verschiedene.  Wir  beschränken  uns  auf 
die  Falle  vt  =  2  und  ct  =  4.  Setzen  wir  ct  =  2,  so  wird: 

,       >«  -  ^  jy'  ^V'-'V* 

Hier  ist  die  Darstellung  in  der  gewöhnlichen  Form  leicht  zu 
geben.  In  der  That,  es  ist : 

also  folgt: 


oder  also: 

33) 


1     cn^.dn4^,  \       sn(2w4  — er)/ 


Damit  ist  in  diesem  Falle  alles  gemacht,  denn  die  Uhrigen  Coef- 
Gcienten  bestimmen  sich  eben  so  einfach. 
Wir  nehmen  zweitens 

ct  =  4  . 

In  diesem  Falle  wird: 

e\  =  ijk  'fi '  f%  i 
=     #0  (yt  -  a)4 

#0(a)«.^(2*4  -2«)  ' 
Für  f{  erhalten  wir  den  Wrerth : 

Da  ferner  die  Gleichung  stattfindet : 

m-2«'  =  ^  (*.(«',-«),-*,!«)f-*.(a)«-#.(»'l-o)») , 

so  folgt: 
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ff,  ■  ff,     (ff,;.>, -..)'•//.'«!« - />, w«. -«:«)» 

' !       S ffj    ff„  («)«  •  ff, :>, - «;  ff, >,-«)•  ff, < - a)  -ff, >,-«." 

Setzen  wir  diesen  Ausdruck  in  den  Werth  von  e{  ein,  so  er- 
halten wir: 

4    =  r  snV„,  -  a)  -  «,««  .T  . 

'  V    Lsn^wt  —  a)  cn  iw,  —  «)  dn^t  —  «J 

Damit  ist  auch  in  diesem  Falle  alles  erledigt. 
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G.  Scheffers,  Curvenschaaren,  die  auf  jeder  Geraden  eine 
Involution  bestimmen.  Vorgelegt  von  dem  ao.  Mitgliede  Engel. 

Bei  seinen  demnächst  zu  veröffentlichenden  Untersuchungen 
Uber  Translationsflachen  wurde  Lib  dazu  geführt,  die  Existenz 
eines  Satzes  über  ebene  Curvenschaaren  zu  vermuthen,  der  an 
sich  besonderes  Interesse  beanspruchen  würde.  Sind  nämlich 
unendlich  viele  Curven  der  Ebene,  die  continuirlich  auf  einan- 
der folgen,  nach  irgend  einem  Gesetz  einander  paarweis  derartig 
zugeordnet,  dass  sie  von  jeder  Geraden  in  Involution  geschnitten 
werden,  so  handelt  es  sich  darum,  zu  beweisen,  dass  die  Curven 
stets  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  bilden. 

Zweck  dieser  Zeilen  ist,  einen  solchen  Beweis  zu  erbringen. 
Dabei  werde  ich  zunächst  nicht  eine  Schaar  von  Curven  be- 
trachten, die  paarweis  auf  einander  bezogen  sind,  sondern  zwei 
einzelne  Schaaren,  deren  Curven  einander  zugeordnet  werden. 
Im  Laufe  der  Untersuchung  stellt  sich  dann  schon  von  selbst 
heraus,  dass  beide  Schaaren  einerlei  analytische  Darstellung 
haben. 


Nehmen  wir  zunächst  an,  es  liegen  zwei  continuirliche 
Schaaren  c  und  k  von  paarweis  einander  nach  irgend  einem 
Gesetze  zugeordneten  oo'  Curven  vor,  die  auf  jeder  Geraden 
eine  Involution  ausschneiden.  Als  zusammengehörige  Elemente 
der  Involution  sollen  natürlich  die  beiden  Schnittpunkte  zu- 
sammengehöriger Curven  aufgefasst  werden.  Es  ist  leicht,  aus 
zwei  beliebigen  Curvenpaaren  cA ,  /• ,  und  c, .  A4  der  Schaaren 
alle  Curven  der  Schaaren  zu  bestimmen.    Denn  wenn  P  ein 
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beliebig  gewählter  Punkt  ist,  so  kann  er  als  ein  Punkt  einer 
Curve  c  angesehen  werden.  Um  die  zugehörige  Curve  k  zu  con- 
struiren,  ziehen  wir  alle  Strahlen  von  P  aus,  bestimmen  auf 
ihnen  die  Schnittpunkte  C{,  A,  und  Ct ,  A4  mit  den  Curven  c,,  /»-, 
und  c4,  /.,  und  suchen  jedesmal  den  Punkt  (>,  der  P  zugeordnet 
ist  in  der  Involution,  bei  welcher  C{ ,  A",  und  C% ,  A'4  Elementen- 
paare sind.  Der  Ort  aller  Punkte  Q  ist  dann  die  gesuchte  Curve  k. 
Es  ist  klar,  dass  sich  genau  so  die  Curve  c  ergeben  würde,  die 
der  Curve  /,  entspricht,  welche  durch  P  geht.  Hiernach  haben 
die  Curvenschaaren  c  und  k  einerlei  analytische  Darstellung. 
Dennoch  wollen  wir  bis  auf  Weiteres  jede  für  sich  darstellen. 

Es  ist  nun  aber  wichtig  zu  bemerken ,  dass  sich  ebendieselbe 
Curve  ergeben  muss ,  wenn  statt  i\  ,  k{  und  c, ,  kt  irgend  zwei 
andere  Curvenpaare  der  Schaaren  ausgewählt  werden,  sobald  nur 
P  nicht  geändert  wird. 

Diese  Methode  wenden  wir  im  Folgenden  an  für  unendlich 
ferne  Punkte  P  und  zwar  zunächst  für  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  ;/-Axe. 

Um  die  Construction  analytisch  wiederzugeben,  seien 

il)  yz=2  0ixta)  ,      y  =  lPix,a) 

unsere  beiden  Curvenschaaren ,  und  zwar  sollen  diejenigen 
Curven  einander  stets  zugeordnet  sein,  die  gleichen  Parameter  u 
haben.  Es  mögen  nun  dem  Parameter  a  zwei  bestimmte  Werlhe 
ai  und  a4  zuertheilt  werden,  d.  h.  es  seien  zwei  Curvenpaare 
ausgewählt: 

Wir  haben,  wenn  P  der  unendlich  ferne  Punkt  der  y-Axe  ist, 
Parallelen  zury-Axe  zu  legen,  sie  mit  den  vier  Curven  zu  schnei- 
den ,  dadurch  die  Involution  auf  den  Parallelen  zu  bestimmen 
und  endlich  die  Punkte  aufzusuchen,  die  dem  unendlich  fernen 
Punkte  in  diesen  Involutionen  zugeordnet  sind.  Sei  daher  x 
irgendwie  bestimmt  angenommen.  Die  Involution  auf  der  be- 
treffenden Parallelen  zur  y-Axe  wird  durch  eine  Gleichung 

Ayy+Bü  +  y')  +  c  =  o 

ausgedrückt,  in  der  .1,  #,  C  von  x  abhängen.  Zusammengehörige 
Wertbe  von  y,  y'  sind  einmal  das  Paar  y{ ,  y,',  dann  das  Paar 


Digitized  by  Google 


Cl'RVENSCH  AAREN,  DIE  AUF  JED.  GeRADKN  E.  InVOIIT.  BESTIMMEN.  271 


!Jt  i  yl ,n  (2- .  sowie  endlich  //  =  oo  und  der  gesuchte  Werth  //'. 
Indem  wir  die  letzte  Gleichung  zunächst  durch  y  dividiren  und 
dann  y  =  oo  setzen,  finden  wir,  dass  dieser  Werth  //'  die  Glei- 
chung erfüllt : 

Ay'  +  #==  0  . 

Aus  den  drei  Relationen 

-1  II,  .</,'  +  « (//,  +  ;/,')  +  C  =  0  , 


A  y'     +  H 


=  0 


folgt  nun  sofort : 


Ui  V[    Ui  +  .Vi' 

!/*//,'  //*  +  ;/,' 


1 

0 


=  0 


oder  nach  (2-,  wenn  </>  ./•,  r/,^  u.  s.  w.  kurz  mit  </>,  u.  s.  w.  be- 
zeichnet wird : 


3 


0,  «F, 


0,  +  1 

v'         1  o 


=  0 


Diese  Gleichung  bestimmt ;/'  als  Function  von  ,r,  aK  und  Die 
hierdurch  dargestellte  Curve  muss,  wie  gesagt,  unabhängig  von 
der  besonderen  Wahl  der  Parameter  «,  und  at  sein.  Die  Glei- 
chung 3i  muss  sich  also  von  a4  und  at  befreien  lassen. 

Ehe  wir  hieraus  Schlüsse  ziehen,  wolleD  wir  die  beiden 
ursprünglichen  Curven  <\ ,  c4  und  entsprechend  die  beiden 
Curven  h\ ,  kt  einander  unendlich  benachbart  wühlen,  indem  wir 
nt  einen  at  unendlich  benachbarten  Werth 

öi  =  °i  "f"  (la 

ertheilen.  Dann  geht,  wenn  das  Zeichen  d  die  Differentiation 
nach  dem  Parameter  andeutet,  (3)  über  in: 

0^        ©4  +  V,  i 

d{0{W{)    rft^  +  V,)    0  =0 
y'  \  0 


und  liefert : 


d{0KVk) 
d(0K+^) 
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Dieser  Werth  soll  unabhängig  von  a{  sein.  Es  ist  also  zu  for- 
dern, dass 

•  V(j-,a)] 
lf  «i+V(.r,«)] 
/m  nm  «  sei.  Bezeichnen  wir  diese  Function  mit  ?/  .r),  so  kommt: 

also,  da     frei  von  <i  ist: 

0  i// _  „  j</>  _|_  i//   =  /:.,-)  . 

A(.r)  ist  auch  frei  von  ei.  Fuhren  wir  noch  zur  Bequemlichkeit 
die  Bezeichnung 

ein,  so  ist  daher: 

Die  beiden  Curvenschaaren  (1 )  oder  ;/  —  <7>  =  0  und  ty  —  ^  =  0 
lassen  sich  mithin  gleichzeitig  durch  die  in  y  quadratische  Glei- 
chung darstellen : 

(4)  y*  —  U(x,  a)  y  +  u  (x)  U{x,  a)  +  k  (x)  =  0  . 

Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen ,  dass  die  hierdurch  ge- 
gebenen Curven  jede  Parallele  zur  i/-Axe  in  einer  Involution 
schneiden,  wenn  man  beachtet,  dass  der  Parameter  a  nur  in  V 
auftritt. 

Wären  wir  statt  vom  unendlich  fernen  Punkte  der  y-Axe 
vom  unendlich  fernen  Punkte  der.r-Axe  ausgegangen,  so  hatten 
wir  analog  gefunden ,  dass  sich  die  Curven  in  der  Form  dar- 
stellen lassen  müssen : 

(5)  .t*  —  V{y}  a)  x  -f-  v  (//)  V{y,  n)  +  ft  {y)  =  0  . 

Entsprechend  hätten  wir  gefunden,  wenn  die  parallelen  Geraden 
unter  dem  Winkel  «  zur  j  -Axe  geneigt  gezogen  worden  wären, 
dass  sich  die  Curven  in  der  allgemeinen  Form  darstellen  lassen 
müsseu : 

[x  s in  «  -f  // cos a ) *  —  ß  (./•  cos «  — ;/ sin  a ,  a ,  a) •  ( r  si  n  «  -f- y  cos cv  -f- 
-\-  (o[.rco8cx  —  //sin«,  a)  &(.z'cosa  —  ysin«,  a,  «)  + 
-f-  q  (x  cos  a  —  y  sin  a,  a)  =  0  . 
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Die  Functionen  £2 ,  w  und  q  ,  von  denen  nur  die  erste  den  Para- 
meter a  enthält,  werden  andere  Formen  haben  für  andere  Werthe 
des  Winkels  « ,  sie  hängen  daher  noch  von  a  als  besonderem 
Argumente  ab,  und  deshalb  ist  dies  Argument  in  (6)  bei  #,  w 
und  q  besonders  angegeben  worden.  Für  a  =  0  reduciren  sich 
diese  Functionen  auf  die  Functionen  U,  u  und  A  der  Gleichung 

(4 ,  für  a  =  '  auf  die  Functionen  I',  v  und  /<  der  Gleichung  [5). 
z 

Die  Curvenschaar  (4)  wird  also  dann  und  nur  dann  von  jeder 
Geraden  in  einer  Involution  geschnitten,  wenn  sie  sich  für  jeden 
Werth  von  a  in  der  Form  (6)  darstellen  lässt,  d.  h.  wenn  a  in  (6) 
nur  scheinbar  vorkommt. 

Die  Differentiation  von  (6)  nach  or  muss  also  entweder  eine 
Gleichung  geben,  die  unsere  Curvenschaar  darstellt,  oder  sie 
muss  eine  Identität  ergeben.    Benutzen  wir  die  Abkürzungen  : 

(7)      £  =  x  cosa  —  y  sina  ,       =  x  sina     y  cosa  , 

so  erhalten  wir  durch  diese  Differentiation : 

wahrend  (6)  so  geschrieben  werdet  kann : 

12,  w  und  £  enthalten  nicht.  Ferner  sind  £ ,  und  «  drei  von 
einander  unabhängige  Functionen  von  x,  y  und  «. 

Die  beiden  Gleichungen  (8)  und  16'  sind  quadratisch  in 
und  müssen  demnach  einander  proportionale  Coefficienten  von 
ty*,  fy'  und      haben.   Dies  zieht  das  Bestehen  der  Identitäten 
nach  sich : 


lj     1  —  —  12  —         aiß  +  e 

Diese  bestehen  auch  dann,  wenn  sich  (8)  selbst  auf  eine  Identität 
reducirt.  Aus  diesen  Identitäten  ziehen  wir  Schlüsse  hinsichtlich 
der  Art,  in  der  in  £2  der  Parameter  a  der  Curvenschaar  auftritt, 
der  in  w  und  q  gar  nicht  vorkommt.  Es  ergiebt  sich  nämlich 
zunächst: 
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r„bß     bß      _        nÄw  hg 
(«>  —  ß )--  -  +  .    =2^r—  ß.    —  c  , 
v  b£      b«        *         bj  bj 

.  .  bß  bß  b(> 

x  b$  b«  c  b«  b« 

Diflerenziren  wir  diese  Identitäten  nach  a,  so  kommt,  wenn  als- 

bß 

dann  noch  durch  N    dividirl  wird: 

da 


(10) 


..   »ß      ..  aß 
«>?  +(uß  +  e)_  „__  =  _,,+  _. 

Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  w  und  addiren  sie  zur 

zweiten,  so  füllt  ß  ebenso  wie  — — —  fort,  und  es  ergiebt  sich, 

sobald,  wie  wir  zunächst  annehmen  wollen,  io*  -f-  Q  ^=  0  'sl; 
dass 

v  |  bß 

*  l0g  bä 

sich  durch  q,  to  und  die  Ableitungen  von  w  allein  ausdrückt,  also 
jedenfalls  frei  von  n  ist.  ß  hat  mithin  selbst  die  Form: 

(H)  ß  =  r/»(jr,a)yl(a,o)  +  ^l«)  , 

sodass  also  a  nur  in  dem  Factor  A  in  Verbindung  mit  et  auftriU. 
Die  erste  Gleichung  (4  0)  nimmt  nun  die  Form  an : 

blo  - 

bw  ,  büf  ,  ,  -  .bloaw  ,  8b«  ,  Ölogr/>  bw 
b£        b$     1       '       ^'    b£  da  ba  b| 

b>4 

Der  Differentialquolient  von  log  —  nach  a  hat  daher  die  Gestalt: 
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in  der  P,  Q  Functionen  von  jr,  a  allein,  frei  von  a,  sind.  Diese 
Gleichung  lässt  sich  auch  so  schreiben : 

b*A  _    pbA*  bA 
baba      *     bu  ba 

und  giebt  nach  a  integrirt: 
»)  -  =  i?a*+QA  +  R. 

Auch  Ii  enthalt  nur  y  und  er,  ist  frei  von  a. 

Diese  Relation  (1 2)  hat  die  Form  der  RiccATt'schen  Gleichung: 

bI  =  \PF*  +  QF+n  , 

in  der  a  gar  nicht  vorkommt.  Diese  Gleichung  besitzt  sicher 
eine  Particularlüsung  Ft  die  frei  von  u  ist.  Aus  einer  solchen 
ergiebt  sich  in  bekannter  Weise  die  allgemeine  Lösung  A.  Setzt 
man  nämlich 

A  =  F+Y  > 

so  erfüllt  A"  die  Gleichung 

deren  Integral  die  Form  hat : 

X  =  S-  (r-f-Const.)  , 

in  der  .S  und  T  frei  von  a  sind.  Es  kann  aber  a  in  die  Integra- 
tionsconstante  eingehen.  Wir  haben  also  zu  setzen  : 

X  =  S-(T  +  f{a))  . 

Hierbei  könnte  f  zunächst  noch  £  enthalten.  Da  aber  nun  A  die 
Form  hat : 

A  =  F-\  — - — — 

und  A  frei  von  je  ist,  so  dürfen  wir  setzen : 

A  ^  l  (a)  f(a)  +  m  (a) 
n(a)f'(a)  +  r{a) 

^th.-phyn.  Classe.  im.  <  9 


1 
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und  annehmen,  dass  f  nur  a  enthält,  während  /,  m,  n,  r  nur  « 
enthalten.  Indem  wir  das  von  a  freie  /  als  Parameter  u  einführen, 
setzen  wir  bequemer: 

,      /a'-f-  m 

A  =  ■ —  • 

na  -f-  r 

Jetzt  haben  wir  die  unbequemsten  Rechnungen  Uberwunden. 
Nach  (H;  hat  nämlich  &  nunmehr  die  Form: 

Weil  sich  nun  #  fürcr  =  0  auf  die  Function  U  der  Gleichung  4  , 
für  a  =  ^  auf  die  Function  V  der  Gleichung  (5;  reduciren  muss, 
so  ergiebt  sich,  dass  U  und  V  die  Form  haben: 

f/ = '*>  5i^t; + *«  <-r>  -  '  =  <"       + {y]  ■ 

Hier  bedeuten  /, ,  mi ,  n, ,  r,  und  /4,  wi4,  h4,  r4  Constanten.  Nach 
Iii  und  5:  sind  folglich 

.y'  —  ^y-h     +  *  und     —      4- v *i>t  + 

gleich  gewissen  linear  gebrochenen  Functionen  von  a  gesetzt, 
beides  Gleichungen  unserer  Curven.  Wenn  wir  noch  utf)t  -{-  1 
als  neues  ).[x)  und  vipt  +  ft  als  neues  n  \y)  benutzen,  so  sehen 
wir  also : 

Die  Curven  lassen  sich  in  den  beiden  Formen 
V*  -  Vi  ix)  V  +  *  (*)  +  Const.  y>4  (*)  (y  +  ti  (a?))  =  0  , 
x%  —  Vt  to)  *  +  /'  (y)  +  Const.  ys  (y)     -I-  v  iy))  =  0 
darstellen  und  zwar  ist 

</>«  •  (.V  +  w) 

eine  lineare  gebrochene  Function  von 

.T*  —  l//4  .7?  +  jll 
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Demnach  besteht  für  jedes  x  und  //  eine  solche  Relation : 

y*  —    y  H-  *  _  q  [x%  —  ipt  x  4-  ^  +  *<p*  foH- 1-) 

in  der  a,  b.  c,  b  Constanten  sind.  Die  linke  Seite  ist  rational 
gebrochen  in  y,  die  rechte  in  .t.  Beide  Seiten  sind  also  gleich 
einer  rationalen  Function  von  x,  y  von  der  Form : 

Ax*  +  Bx  4-  C)  y*  -f  (Dx*  +      4-     !/  +        +  ^  +  J) 
{Kx*  +  Lx+M)y  +  [St*  +       +  (?)  ' 

in  der  il,  Z?  •  •  •  (>  Constanten  bedeuten.  Die  Curvenschaar  iHsst 
sich  mithin  so  darstellen : 

M.r«  +  Bx  +  C)    +  (Dx*  +  £ar+  F)  y+  (Gx*  4-  //er  -f  7)  -f 

4-  Const.  [(A'x*  4-  Lx  4-  if ) y  4-  (iVac»  4"  Pa?  +  «]  =  0  . 

Sie  kann  also  höchstens  aus  algebraischen  Curven  vierter  Ord- 
nung bestehen.  Nun  aber  muss  sich  eine  ebensolche  Darstellung 
auch  ergeben ,  wenn  wir  das  Coordinatensystem  irgend  einer 
Drehung  unterwerfen.  Bei  einer  solchen  treten  aber  offenbar 
Glieder  von  der  Form  x*,  j  3,  y*,  //3,  x*yf  xy*  ein,  die  in  der 
vorsiehenden  Gleichung  nicht  vorkommen,  es  sei  denn,  dass 
.1  =  B  =  Ü  =  Ä'=  0  ist,  d.  h.  dass  sich  die  Curven  auf  die 
Kegelschnitte  eines  Büschels  reduciren. 

Hiermit  wäre  der  angekündigte  Satz  bis  auf  eine  kleine 
Lücke  bewiesen.  Bei  der  Discussion  der  Gleichungen  (  1 0  setzten 
wir  nämlich  voraus,  dass  w1 4-  q  =|=  0  sei.  Aber  wenn  w*  4-  ^  =  0 
würe,  so  mttsstc  in  (4,  m*  4-  A  =  0  sein,  sodass  die  Gleichung 
unserer  Curven  lautete : 


V*  —  üy  4-  u  U  —  u*  =  0 


oder 


Demnach  wJire  die  eine  Curvenschaar  diese: 


y=U—u  , 


die  andere  diese : 


y  =  ?/  . 
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Letztere  aber  enthielte,  da  a  nur  in  U  auftritt,  den  Parameter  a 
gar  nicht.  Sie  würde  sich  also  auf  eine  einzige  Curve  reduciren, 
was  selbstverständlich  ausgeschlossen  ist. 

Demnach  ist  vollständig  der  Satz  bewiesen : 
Sind  zwei  continuirlicfie  Schaaren  von  oo'  ebenen  Cunen, 
die  paar  weis  auf  einander  bezogen  sind,  so  bescJiaffen ,  dass  sie 
von  jeder  Geraden  in  Involution  geschnitten  werden,  so  bilden  sie 
ein  Husch el  von  Kegelschnitten. 

Leipzig,  im  März  1892. 
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SITZUNG  VOM  1.  AUGUST  189 2. 


Friedrich  Engel,  Die  Erzeugung  der  endlichen  Transforma- 
tionen einer  projectiven  Gruppe  durch  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe1).  (Erste  Mittheilung.) 

Wenn  die  Gleichungen : 

(I)       x*  =  fy(xi  •  •  •  xn  ;  a,  •  • .  ar)       (v  =  4  •  •  •  n) 

eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen 
darstellen  und  wenn  a\  •  •  •  «r°  die  Parameter  der  identischen 
Transformation  sind,  so  gilt,  wie  Lik  gezeigt  hat,  der  Satz :  Jede 

4)  Der  Anlass  zu  don  folgenden  Untersuchungen  war  die  Bemerkung, 
dass  nicht  jede  endliche  Transformation: 

x*  ss  at x     as y  ,   y'  =  a^x  -f-  axy    (ata4  —  a,a3  =  <) 

der  spcciellen  linearen  homogenen  Gruppe  der  Ehcnc  von  einer  infini- 
tesimalen Transformation  dieser  Gruppe  erzeugt  ist.  Als  ich  seinerzeit 
diese  Bemerkung  meinem  Freunde  Study  mittheilte,  interessirte  er  sich 
lebhaft  dafür  und  zeigte  mir  den  innern  Grund  für  dieses  merkwürdige 
Verhalten  der  genannten  Gruppe.  Mit  Studys  Erlaubniss  werde  ich  in 
der  Fortsetzung  meiner  Arbeit  scino  hierauf  bezüglichen  Ueberlegungen 
mittheilen  und  ausserdem  noch  einen  von  Study  herrührenden  Beweis 
für  den  Satz,  dass  jede  endliche  projeclive  Transformalion  von  einer 
infinitesimalen  projectiven  Transformatton  erzeugt  ist.  Study  war  damals, 
als  ich  die  hier  behandelten  Fragen  anregte,  schon  längere  Zeit  im  Besitze 
dieses  Beweises.  Ich  gebe  zunächst  einen  andern  von  mir  herrühren- 
den Beweis.  Mein  Beweis ,  der  übrigens  späteren  Datums  ist  als  der 
StuDYSche,  hat  vor  dem  Studts  den  Vorzug,  dass  er  sich  auf  die  pro- 
jective  Gruppe  der  Fläche  zweiton  Grades  und  auf  die  des  linearen 
Comple\es  übertragen  lässt,  während  der  StudyscIio  vorläufig  wenigstens 
auf  diese  Gruppen  noch  nicht  anwendbar  ist ,  dafür  ist  der  StudyscIic 
Beweis  vom  methodischen  Standpunkte  aus  befriedigender  als  der 
meinige. 
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Transformation  der  Gruppe  (l) ,  deren  Parameter  ar  in 

einer  gewissen  Umgebung  von  •  •  •  «r°  liegen ,  gehört  einer 
eingliedrigen  Untergruppe  von  (I)  an  und  ist  daher  von  einer 
infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  (I)  erzeugt. 

Solange  (I)  eine  ganz  beliebige  Gruppe  ist,  muss  man  sieh 
mit  diesem  allgemeinen  Satze  begnügen,  wenn  man  es  dagegen 
mit  einer  bestimmten  Gruppe  zu  thun  hat,  deren  endliche  Glei- 
chungen wirklich  vorgelegt  sind,  so  kann  man  weiter  gehen 
und  fragen,  ob  überhaupt  jede  endliche  Transformation  der 
Gruppe  von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe 
erzeugt  ist,  oder  ob  es  in  der  Gruppe  auch  endliche  Transfor- 
mationen giebt,  die  das  nicht  sind. 

Der  Versuch,  diese  Frage  zn  beantworten,  ist  besonders 
aussichtsreich  bei  den  projectivcn  Gruppen,  weil  die  analy- 
tischen Ausdrücke,  die  zur  Darstellung  projectiver  Transfor- 
mationen und  eingliedriger  Gruppen  von  solchen  dienen,  sich 
durch  ihre  grosse  Einfachheit  auszeichnen.  Deshalb  wollen  wir 
uns  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung  projectiver  Gruppen  be- 
schränken. 

Wir  werden  sehen,  dass  es  eine  grosse  Anzahl  solcher  pro- 
jectiver Gruppen  giebt,  bei  denen  jede  endliche  Transformalion 
von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  erzeugt  ist. 
Andrerseits  worden  wir  eine  Gruppe  kennen  lernen,  deren 
endliche  Transformationen  nicht  sämmtlich  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppe  erzeugt  sind;  wir  werden  uns 
von  Study  den  innern  Grund  dieser  Thatsache  aufdecken  lassen 
und  daraus  bemerkenswerthe  Aufschlüsse  über  die  Natur  des 
Isomorphismus  endlicher  continuirlicher  Gruppen  gewinnen. 

Die  allgemeinste  lineare  homogene  Transformation  in  n  Ver- 
änderlichen ist  zugleich  der  analytische  Ausdruck  für  die  allge- 
meinste projective  Transformation  des  n  —  i  )-fach  ausgedehnten 
Haumes;  gelingt  es  uns  daher  nachzuweisen,  dass  jede  lineare 
homogene  Transformation  in  n  Veränderlichen  von  einer  infini- 
tesimalen linearen  homogenen  Transformation  in  diesen  Verän- 
derlichen erzeugt  ist,  so  haben  wir  damit  zugleich  bewiesen, 
dass  jede  projective  Transformation  des  (n  —  \  j-fach  ausgedehn- 
ten Raumes  von  einer  infinitesimalen  Transformation  dieses 
Raumes  erzeugt  ist.  Um  nun  die  genannte  Eigenschaft  der  line- 
aren homogenen  Transformationen  beweisen  zu  können,  ent- 
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wickeln  wir  zunächst  einen  lldlfssatz,  der  uns  später  auch  bei 
der  Untersuchung  andrer  projectiver  Gruppen  gute  Dienste 
leisten  wird. 

§1. 
Ein  Httlfssatz. 

Wir  denken  uns  in  den  n  Veränderlichen  jr,  •  •  •  xn  eine 
lineare  homogene  Transformation : 


W 


gegeben  und  nehmen  an,  dass  (1)  von  der  ebenfalls  gegebenen 
infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformation : 


(*) 


1 . . . n 

22  *****  bx~j 


erzeugt  ist.  Sodann  bilden  wir  in  den  n  -f-  4  Veränderlichen 
x{  •  •  •  xn+i  die  Transformation : 

(| 'j         j    X/  =^2fr  °>      +  Ö> »    «5 -M  —  b  xn+i 

I  (j  =  4  .  •  •  n)  , 

in  der  die  oyr  dieselben  Werthe  haben  wie  vorhin ,  während  6 
und  die  bj  ganz  beliebig  sind,  nur  dass  b  natürlich  nicht  ver- 
schwinden darf.  Wir  wollen  untersuchen,  ob  es  unter  diesen 
Voraussetzungen  möglich  ist,  ftt  •  •  -  fin ,  ft  so  zu  bestimmen,  dass 
die  Transformation  (4')  von  der  infinitesimalen  Transformation: 


erzeugt  wird.  Die  Bedingungen,  unter  denen  dies  der  Fall  ist, 
bilden  den  Inhalt  des  angekündigten  Hülfssatzcs. 

Die  infinitesimale  Transformation  (2)  erzeugt  eine  einglied- 
rige Gruppe,  deren  endliche  Gleichungen  durch  Integration  des 
simultanen  Systems: 

-3)         dxJt=2'ahx*  {/=*•■•») 


Digitized  by  Google 


282  Fiibdiich  Engel, 

mit  den  Anfangsbedingungen:  [u'/]tm9  =  &j  erhallen  werden 
und  daher  die  Form  haben : 

(4)  (;=4...fi)  . 

i 

Andrerseits  erzeugt  auch  die  infinitesimale  Transformation  (2'; 
eine  eingliedrige  Gruppe,  deren  endliche  Transformationen  durch 
Integration  des  simultanen  Systems: 


3'  [dt  "J,"r    '  > 

Ü  =  1  •  •  •  n) 
erhalten  werden  und  daher  die  Form  haben : 


[j  =  1 . . .  fl)  , 


wo  die  ^v(/i  dieselben  Functionen  sind  wie  in  den  Glei- 
chungen 14). 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  gehen  die  Glei- 
chungen 4  bei  geeigneter  Wahl  von  t  in  die  Gleichungen  T; 
Uber;  der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  annehmen,  dass  dies 
für  t  =  \  geschieht,  so  dass  also  die  Relationen: 

(5)  Ajr\\)  =  ajy     [j,  v  =  \  ■  •  •  m) 

bestehen.  Soll  andrerseits  die  Transformalion  T  von  der  in- 
finitesimalen Transformation  2')  erzeugt  sein,  so  müssen  sich 
die  Gleichungen : 

\Ajv(l)  =  ajv1    Bjll)  =  bj9  el*<=b 
U  1  (,,*,=  *...«) 

durch  geeignete  Wahl  von  /,  fix  •  •  •  befriedigen  lassen. 

Da  wir  aber  von  den  Gleichungen:  Ajl.{t)  =  Ujt,  weiter  nichts 
wissen,  als  dass  sie  für  l  =  1  befriedigt  sind,  so  wollen  wir  uns 
auch  bei  den  Gleichungen  (6)  von  vornherein  auf  den  Fall:  /  =  < 
beschränken;  dann  brauchen  wir  blos  zu  untersuchen,  unter 
welchen  Bedingungen  die  Gleichungen: 
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(6'  e?  =  b,    BjH)=bj    (j=H  ...  ti) 

durch  endliche  Werthe  von  ß,  ß%  •  •  •  fin  erfüllt  werden  können. 

Die  Functionen  Ajv(t)  sind  augenscheinlich  durch  die  Diffe- 
reDtialgleicbungen : 

(LA-  " 

-ä?^"***'  ü>=1"""; 

mit  den  Anfangsbedingungen :  [Ajt]tm9  =  tjv  vollständig  be- 
stimmt, unter  «;V  wie  gewöhnlich  eine  Grösse  verstanden,  die 
für  j  4=  v  verschwindet  und  für  j  =  v  den  Werth  \  besitzt.  Die 
Bj\l)  ihrerseits  sind  durch  die  Differentialgleichungen: 

=  n) 

mit  den  Anfangsbedingungen  [Zf,]/ss0  =  0  vollständig  definirt. 
Um  die  Bj  zu  bestimmen,  setzen  wir: 

1 

und  bekommen  für  die  Qt,(l)  folgende  Differentialgleichungen: 

«0;  2'Aj>il)ääQ;=iijelU  {]=*■■■»), 

zu  denen  natürlich  noch  die  Anfangsbedingungen :  [^,.]/=0  =  0 
hinzukommen.  Berücksichtigen  wir  ferner,  das  wir  durch  Auf- 
lösung von  ;4)  nach  xK  •  •  ■  xn  die  Gleichungen: 

n 

xv  Avl  ( —  /)  •  Xj     (v  =  \  •••;») 

i 

erhallen  und  dass  infolge  dessen  die  Relationen: 

bestehen,  so  erkennen  wir,  dass  die  -f?  die  einfachen  Werthe 
haben: 
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fl  { 1  <V*  ■  *.J  ("  ')    (r  =-»<•••»)  • 

Hieraus  al>cr  ergicbl  sich: 

t 


(««)       (0  =J£  /*,  />  V-  'i  «*«  (*  =  i  •  •  • «)  . 

Alles  kommt  daher  darauf  an,  ob  die  Gleichung:  e&  =  6  eine 
solche  Wurzel  besitzt,  dass  sich  die  Gleichungen : 


(<3)  (*  =  <•• 


nach  /?,  ••  auflösen  lassen,  denn  ist  das  möglich,  so  sind  offen- 
bar auch  die  Gleichungen : 

1 

nach  fii'    ßn  auflösbar. 

Die  Ausdrücke  für  die  Qr[i)  lassen  sich  in  sehr  einfacher 
Weise  als  bestandig  convergente  Potenzreihen  darstellen. 

Setzen  wir  nämlich : 

(U)  cßt.ATj(-l)  =  oTjtt)    :r,./=1  .../.)  , 

so  bekommen  wir  mit  Berücksichtigung  von  v7j: 

r/o"  " 
-V-  =    tf*  .  JT;  j-  0-  «rr      (-  I), 

oder  einfach: 

r/o*  w 

I«'       rff  =2*       -  «...1      (M  =  <•••»! 

mit  den  Anfangsbedingungen:  i.o"7,\_0  =  tr,.  Die  o"r.(/)  sind 
also  in  genau  derselben  Weise  gebildet,  wie  die  ATj(t)}  nur  dass 
in  den  Differentialgleichungen  für  die  arj  an  die  Stelle  von  orr, 
der  Ausdruck:  etvß  —  alt  getreten  ist. 
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Nun  sind  die  .lrj  7  beständig  convcrgente  Potenzreihen  von 
/  und  von  den  nn  Grössen  aky  und  haben,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  die  Form1  ,■: 


CO 


ü  t*  '  J 

wo  die  ganzen  homogenen  Functionen  durch  die  Glei- 

chungen : 


i«6, 


1 


^Tj  atkt  akt  kt       akp  _  ,  kp  _  ,       _  ,j 

*|  —  ku-l 


delinirt  sind.  Demnach  bekommen  wir  einfach : 


und  endlich: 


Damit  sind  zugleich  die  ?f  f)  als  beständig  convergente  Potenz- 
reihen von  (i  und  von  den  akl.  dargestellt. 

Die  Frage,  ob  die  Gleichungen  {&)  durch  geeignete  Wahl 
von  ft,  •  •  ßn  befriedigt  werden  können,  hatten  wir  oben  auf 
die  andre  Frage  zurückgeführt,  ob  sich  unter  den  Wurzeln  der 
Gleichung:  eft=  b  eine  solche  befände,  dass  die  Gleichungen  (13) 
oach  (ix  -  -  •  ftn  auflösbar  wären.  Wir  müssen  also  jetzt  noch 
untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  die  Determinante  der 
Gleichungen  i13j,  also  die  Determinante  der  nn  Ausdrücke  17j 
für  mindestens  eine  Wurzel  der  Gleichung :  er  =  b  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth  hat. 


\)  Derartige  Rcihcncntwickelungen  hat  besonders  Schur  vielfach 
benutzt,  vgl.  diese  Berichte  4  890,  S.  4  ff.  agd  Math.  Ann.  Bd.  38,  S.  «63  ff. 


Digitized  by  Google 


286 


Friedrich  Engel, 


Die  hiermit  bezeichnete  Untersuchung  wird  sehr  erleichtert 
durch  gewisse  Entwickelungen  von  mir  in  diesen  Berichten  1  892, 
S.  43  fT.  Dort  ist  nämlich  gezeigt,  dass  eine  gewisse  Determinante, 
deren  Elemente  beständig  convergento  Potenzreihen  sind,  in  ein 
unendliches  Product  entwickelt  werden  kann,  das  ebenfalls 
beständig  convergirt.  Da  nun  die  dort  betrachtete  Determinante 
im  Wesentlichen  dieselbe  Form  hat,  wie  die  Determinante  der 
Ausdrücke  (17),  so  können  wir  die  damals  gegebene  Product- 
entwickelung  ohne  Weiteres  auf  den  vorliegenden  Fall  über- 
tragen und  wir  finden  auf  diese  Weise,  dass  die  Determinante 
der  Ausdrücke  (1 7)  dem  folgenden  unendlichen  Product  gleich  ist: 


Hier  ist  i  =  V—  1  und  die  einzelnen  Factoren  sind  it- reihige 
Determinanten. 

Da  der  erste  Factor  des  unendlichen  Productcs  (18';  über- 
haupt niemals  verschwindet,  so  ist  klar,  dass  die  Determinante 
der  Ausdrücke  (17)  nur  dann  den  Werth  Null  hat,  wenn  ß  eine 
der  Gleichungen : 

(19)  \Btk(ß±*ttn;i)-a9k\  =  *    (^  =  1,2...) 

befriedigt.  Mit  andern  Worten:  die  Gleichungen  (6')  können 
stets  durch  geeignete  Wahl  von  ß,  ßK  •  •  •  ßn  befriedigt  werden, 
ausgenommen  allein  den  Fall,  dass  es  unter  den  Wurzeln  ß  der 
Gleichung:  =  b  zwei  oder  noch  mehr  giebt,  die  der  charakte- 
ristischen Gleichung: 

(20)  l«,*«-«,ftl  =  0 

der  infinitesimalen  Transformation  (2)  genügen. 

Giebt  es  gar  keine  Wurzel  der  Gleichung:  eP  =  6,  die  zu- 
gleich eine  Wurzel  von  (20)  ist,  so  bringt  auch  keiner  der  un- 
endlich vielen  Werthe  von  ß  =  lb  die  Determinante  der  Aus- 
drücke (17;  zum  Verschwinden;  da  nun  ß{  •  •  •  ßn  bei  gegebenen 
^  i  b\  ' ' "  ''n  eindeutig  bestimmt  sind,  sobald  man  den  Werth  von 
ß  gewählt  hat,  so  liefert  jeder  Werth  von  ß  =  Ib  eine  infinite- 
simale Transformation  i'2'j,  von  der  die  Transformation  (1')  in 
der  verlangten  Weise  erzeugt  ist.   Man  erhält  so  alle  infinitesi- 
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malen  Transformationen  von  der  Form  die  1')  in  der  ver- 
langten Weise  erzeugen. 

Giebt  es  unter  den  Wurzeln  der  Gleichung:  eß  =  b  nur  eine 
einzige,  die  zugleich  eine  Wurzel  von  ;20)  ist,  so  ist  die  Trans- 
formation T)  auch  nur  von  einer  infinitesimalen  Transformation 
V  in  der  verlangten  Weise  erzeugt.  Giebt  es  endlich  zwei  oder 
mehr  Werthe  von  Ib,  die  der  Gleichung  20;  gentigen,  so  sind 
die  Gleichungen  (43)  im  Allgemeinen  nicht  nach  fi{  •  •  •  ßn  auf- 
lösbar, also  kann  die  Transformation  (4')  im  Allgemeinen  über- 
haupt nicht  von  einer  infinitesimalen  Transformation  von  der 
Form  (2')  in  der  verlangten  Weise  erzeugt  sein. 

Nunmehr  können  wir  den  angekündigten  Htilfssalz  aus- 
sprechen : 

Hülfssatz  1.  Die  lineare  homogene  Transformation  : 

n 

(4  )  Xj  = J^r  ajv  Xr      (j=*  ...  71 ) 

1 

sei  von  der  infinitesimalen  Transformation  : 

erzeugt  und  zwar  so,  dass  man  die  Transformation  (4)  erhält, 
wenn  man  in  den  endlichen  Gleichungen : 

t  t* 

Xj  =  Xj  -f  j  XXj  -f-  ^    g  XXxj  -j   y  =  1  ...  w) 

der  von  Xf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  dem  Parameter  t  den 
Werth  4  ertheilt.  Wählt  man  dann  6t  •  •  •  bn,b  ganz  beliehig1  nur 
b  =fi  0,  so  ist  es  im  Allgemeinen  stets  möglich  n  -f-  4  Grössen 
ßt'"  ßm  ß  80  zu  bestimmen,  dass  die  erweiterte  lineare  homo- 
gene Transformation: 


xf  ajv  xv  -f-  bj  xn+i  ,    af^t  =  bxn+t 


(j  =  4  •  •  •  n) 

von  der  erweiterten  infinitesimalen  Transformation : 
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erzeugt  ist  und  zwar  so,  dass  man  die  Transformation  (V)  erhält, 
wenn  man  in  den  endlichen  Gleichungen : 

l  _  t*  

^k"  —xk-\rj  *xk      fTg  x  Xxk  +  •  •  • 

(/r—  4  ...  n  +  4) 

(/er  eingliedrigen  Gruppe  Xf  dem  Parameter  t  den  Werth  1  ertheilt. 
Die  Grössen  ß{  •  •  •  /fn ,  £  können  jedenfalls  dann  immer  in  der 
verlangten  Weise  gewählt  werden ,  wenn  es  unter  den  unendlich 
vielen  Werthen  von  Ib  gar  keinen  oder  blos  einen  giebt,  der  eine 
Wurzel  der  charakteristischen  Gleichung  : 

(20)  i  |  =  0 

der  infinitesimalen  Transformation  (2)  ist,  Gieht  es  dagegen  unter 
den  Werthen  von  Ib  zwei  oder  noch  mehr  solche,  die  Wurzein  der 
Gleichung  (20)  sind,  so  ist  es  im  Allgemeinen  unmöglich 
in  der  verlangten  Weise  zu  bestimmen. 

Giebt  es  unter  den  Werthen  von  Ib  zwei  oder  noch  mehr, 
die  Wurzeln  der  Gleichung  20)  sind,  so  kann  es  bei  besonderer 
Beschaffenheit  von  b{  •  •  bn  vorkommen,  dass  die  Gleichungen 
[Vi]  mit  einander  verträglich  sind,  wenn  man  für  ß  einen  der 
Werthe  von  Ib  einsetzt.  In  diesem  Falle  erhalt  man  zur  Be- 
stimmung von  ftn  weniger  als  n  unabhängige  Gleichungen, 
die  Transformation  I'  ist  daher  alsdann  von  unendlich  vielen 
verschiedenen  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form 
(2')  erzeugt  und  diese  infinitesimalen  Transformationen  bilden 
eine  continuirliche  Schaar. 

§*. 

Die  allgeMeine  projective  Gruppe. 

Wollen  wir  beweisen,  dass  jede  projective  Transformation 
des/?n  von  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformalion  dieses 
Raumes  erzeugt  ist,  so  brauchen  wir,  wie  schon  erwähnt,  nur  zu 
zeigen,  dass  jede  lineare  homogene  Transformation  in  n  4-  4 
Veränderlichen  von  einer  infinitesimalen  Transformation  dieser 
Art  erzeugt  ist.  Wir  werden  beweisen ,  dass  dies  der  Fall  ist, 
indem  wir  uns  auf  den  Hülfssatz  1  stutzen  und  ausserdem  noch 
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auf  einen  andern  Htilfssatz,  der  nahezu  selbstverständlich  ist1), 
den  anzugeben  wir  aber  doch  nicht  unterlassen  wollen : 

Hülfssatz  2.  Sind  zwei  lineare  homogene  Transformationen 
des  innerhalb  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe 
dieses  Raumes  mit  einander  gleichberechtigt  und  ist  die  eine  der 
beiden  von  einer  infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformation 
erzeugt,  so  ist  es  auch  die  andre. 

Bekanntlich2)  lässt  jede  lineare  homogene  Transformation 
des  Rn^  mindestens  eine  im  Endlichen  liegende  ebene  n-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  in  Ruhe;  denken  wir  uns  daher 
durch  eine  lineare  homogene  Transformation  des  /?rt+1  die  Ver- 
änderlichen so  gewählt,  dass:  xn+t  =  0  die  Gleichung  dieser 
invarianten  Mannigfaltigkeit  wird,  so  erscheint  unsre  ursprüng- 
liche lineare  homogene  Transformation  in  der  Form : 


Auf  Grund  unsere  Hülfssatzes  2  brauchen  wir  daher  blos  zu 
zeigen,  dass  jede  Transformation  von  der  Form  (V)  von  einer  in- 
finitesimalen linearen  homogenen  Transformation  erzeugt  ist. 

Nach  dem  Hülfssatze  1  ist  die  Transformation  (V)  sicher  von 
einer  infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformation  erzeugt, 
wenn  die  folgenden  Bedingungen  erfüllt  sind:  erstens  muss  die 
verkürzte  Transformation : 

M 

ii  x/ =y}v ajvxp  o = 1  •  •  • n) 

i 

in  der  dort  beschriebenen  Weise  von  einer  infinitesimalen  Trans- 
formation: 

JV  J 

erzeugt  sein  und  zweitens  darf  es  unter  den  unendlich  vielen 
Werthen  von  Ib  höchstens  einen  geben,  der  die  charakteristische 
Gleichung : 


i)  Vgl.  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  Abschnitt  1,  S.  8 6 ff. 
i)  s.  ebenda  S.  680  f. 
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(20)  |  ^co  — |  =  0 

von  (2)  befriedigt. 

Die  zweite  dieser  Forderungen  ist  offenbar  erfüllt,  wenn 
es  möglich  ist,  die  infinitesimale  Transformation  {2)  so  zu  wäblen. 
dass  es  unter  den  Wurzeln  ihrer  charakteristischen  Gleichung 
20)  keine  zwei  giebt,  die,  ohne  einander  gleich  zu  sein,  sich  nur 
um  ein  ganzes  Vielfaches  von  2  ;ri  unterscheiden.  Dann  ist  die 
Transformation  [\ ')  sicher  von  einer  infinitesimalen  Transformation 
von  der  Form : 

l*)       £i\j?> +  ßj**»}^  +  ßa-^ 

erzeugt  und  zwar  kann  man  augenscheinlich  ß  =  Ib  stets  so 
wühlen,  dass  auch  in  der  charakteristischen  Gleichung: 

(20')  (W-/?).|^w-«,r|  =  0 

von  (2')  niemals  zwei  ungleiche  Wurzeln  sich  blos  um  ein  ganzes 
Vielfaches  von  %ni  unterscheiden. 

Das  hiermit  gewonnene  Ergebniss  können  wir  so  aussprechen: 
Hat  man  bewiesen,  dass  jede  lineare  homogene  Transfor- 
mation in  n  Veränderlichen  in  der  früher  beschriebenen  Weise 
von  einer  infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformation  er- 
zeugt ist,  deren  charakteristische  Gleichung  keine  zwei  Wurzeln 
besitzt,  die  ohne  einander  gleich  zu  sein  sich  blos  um  ein  ganzes 
Vielfaches  von  2/rt  unterscheiden,  so  ist  damit  zugleich  bewiesen, 
dass  dasselbe  auch  für  jede  lineare  homogene  Transformation  in 
n  -\-  4  Veränderlichen  gilt. 

Nun  ist  klar,  dass  jede  lineare  homogene  Transformation : 

in  einer  Veränderlichen  von  einer  infinitesimalen  linearen  homo- 
genen Transformation : 

in  der  früher  beschriebenen  Weise  erzeugt  ist;  man  braucht  ja 
nur  orH  =  lait  zu  setzen.  Ferner  ist  klar,  dass  die  charakte- 
ristische Gleichung :  w  —  an  =  0  dieser  infinitesimalen  Trans- 
formation die  verlangte  Eigenschaft  hat,  da  sie  ja  überhaupt  nur 
eine. Wurzel  besitzt.  Demnach  erhalten  wir  durch  den  Schluss 
von  7i  auf  n  -f-  4  den 
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Satz  1.  Jede  lineare  homogene  Transformation : 

n 

(«)  x/^^ajrxv  {j=\...n) 

i 

des  Rn  ist  von  mindestens  einer  infinitesimalen  linearen  homogenen 
Transformation : 

1 . . . n  \p 

dieses  Raumes  in  der  Weise  erzeugt,  dass  sie  erhalten  wird,  wenn 
man  in  den  endlichen  Gleichungen  : 

t  t2 
xf  =  xj  +  j  Xxj  -f-  —  XXxj  ^  

(j=i  -  "  n) 

der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  den  Parameter  t=\  setzt;  dabei 
kann  man  immer  erreichen,  dass  die  charakteristische  Gleichung: 

20;  |  £st,  w  —  ccsi,  |  =  0 

der  infinitesimalen  Transformation  Xf  keine  zwei  Wurzeln  besitzt, 
die  ohne  einander  gleich  zu  sein  sich  nur  um  ein  ganzes  Vielfaches 
von  2  7t  i  unterscheiden. 

Die  Wurzeln  der  charakteristischen.  Gleichung  (20)  der  in- 
finitesimalen Transformation  Xf  sind  offenbar  die  Logarithmen 
zu  den  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung : 

;ilj  |        —  asr  ,  =  ° 

der  Transformation  1  selbst.  Die  Bedingung,  der  die  Wurzeln 
von  20j  unterworfen  werden  können,  besagt  also  nichts  weiter, 
als  dass  jeder  gerade  wi-fachen  Wurzel  von  (21)  stets  eine  gerade 
m-fache  Wurzel  von  (20,  entsprechen  muss. 

Aus  dem  Satze  1  folgt  nunmehr  sofort  der  wichtige 
Satz  2.  Jede  projective  Transformation  des  Iin  ist  von  min- 
destens einer  infinitesimalen  projektiven  Transformation  dieses 
Baumes  erzeugt. 

Dieser  Satz  rührt  wie  schon  gesagt  von  Study  her. 


Math.-phya.  Ciasso.  1SW.  20 
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Ueber  reelle  irredncible  Gruppen  von  Berfihrungs- 

transformationen. 

Im  dritten  Abschnitte  des  LiESchen  Werkes  über  Trans- 
formalionsgruppen,  an  dem  ich  in  derselben  Weise  mitarbeite 
wie  an  den  beiden  ersten  Abschnitten ,  werden  unter  anderm 
die  reellen  Gruppen  von  Punkttransformationen  der  Ebene  be- 
stimmt. Das  hat  mich  veranlasst,  auch  nach  den  reellen  Gruppen 
von  Berührungstransformationen  der  Ebene  zu  fragen  und  ich 
habe  da  einige  Ergebnisse  gewonnen ,  die  mir  mittheilenswerth 
erscheinen. 

Unter  den  reellen  Berührungstransformationsgruppen  der 
Ebene  brauchen  wir  nur  die  ins  Auge  zu  fassen,  die  nach  Lies 
Bezeichnung  irreducibel  sind,  die  also  nicht  durch  reelle  Berüh- 
rungstransformationen in  Gruppen  von  Punkttransformationen 
Ubergeführt  werden  können,  denn  alle  derartigen  Gruppen,  die 
nicht  irreducibel  sind,  kennt  man,  sobald  man  alle  reellen  Grup- 
pen von  Punkttransformationen  der  Ebene  bestimmt  hat. 

Ich  benutze,  wie  es  Lib  gewöhnlich  thut,  x  und  z  als  Punkt- 
coordinaten  der  Ebene  und  x,  z,  y  als  Coordinaten  der  Linien- 
elemente, so  dass  zwei  unendlich  benachbarte  vereinigte  Linien- 
elemente durch  die  Gleichung: 

dz  —  y  dx  =  0 
verknüpft  sind.  Ist  nun  G  eine  endliche  continuirliche  reelle 

1)  VI  in  diesen  Berichten  S.  43  ff. 
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irreducible  Berührungslransformationsgruppe  der  Ebene  x,  z, 
so  können  zwei  Fälle  eintreten,  entweder  nämlich  ist  G  auch 
dann  noch  irreducibel,  wenn  man  x,  z,  y  als  complexe  Verän- 
derliche betrachtet,  oder  G  wird  bei  Zugrundelegung  dieser 
Auffassung  reducibel. 

Der  erste  Fall  liefert  keine  neuen  Gruppen;  es  gilt  nämlich 
der  Satz,  dass  jede  endliche  reelle  irreducible  Beruh  rungstr  ans- 
formalionsgruppe  der  Ebene,  die  auch  dann  noch  irreducibel  bleibt, 
wenn  man  x,  y,  z  als  complexe  Grössen  betrachtet ,  durch  eine 
reelle  Berührungstransformation  auf  eine  der  drei  Lieschen  Nor- 
malformen gebracht  werden  kann  (vgl.  Th.  d.  Trfsgr.  Abschn.  II, 
Theor.  69,  S.  433).  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  äusserst  einfach 
und  lässt  sich  in  derselben  Weise  führen  wie  a.  a.  0. 

Der  zweite  Fall  liefert  zwar  auch  keine  wirklich  neuen 
Gruppen,  aber  doch  höchst  merkwürdige  neue  Formen  alter 
Gruppen. 

Ist  G  als  Gruppe  von  reellen  Berührungstransformationen 
irreducibel,  als  Gruppe  von  complexen  Berührungstransforma- 
tionen dagegen  reducibel,  so  lässt  es  offenbar  zwei  conjugirt 
imaginäre  gewöhnliche  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
invariant  und  kann  daher  durch  eine  imaginäre  Berührungs- 
transformation in  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  der 
Ebene  übergeführt  werden,  bei  der  jedenfalls  noch  eine  gewöhn- 
liehe Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  bleibt. 
Nun  aber  hat  Lie  den  Satz  bewiesen,  dass  jede  endliche  conti- 
nuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen  der  Ebene,  die 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  inva- 
riant lässt,  durch  Punkttransformation  mit  einer  projectiven 
Gruppe  ähnlich  ist.  Demnach  ergiebt  sich  sofort  der  Satz: 

Ist  eine  endliche  continuirliche  reelle  Berührungstransforma- 
tionsgruppe  der  Ebene  x,  z  für  reelle  Werthe  der  Veränderlichen 
x,  z,  y  irreducibel,  für  complexe  Werthe  dieser  Veränderlichen  da- 
gegen reducibel,  so  ist  sie  durch  eine  Berührungstransformation 
mit  einer  projectiven  Gruppe  der  Ebene  ähnlich. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  keine  der  gesuchten  Gruppen 
mehr  als  acht  Parameter  enthält.  Indem  ich  nun  nach  der  von 
Lie  entwickelten  Methode  die  Reihcnentwickelungen  der  charak- 
teristischen Functionen  untersucht  habe,  die  zu  den  infinitesi- 
malen Transformationen  der  betreffenden  Gruppen  gehören,  habe 
ich  gefunden,  dass  jede  der  gesuchten  Gruppen  entweder  acht 
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oder  fünf  oder  vier  Parameter  enthält.  Enthält  sie  gerade  acht 
Parameter,  so  ist  sie  durch  eine  reelle  Bertihrungstransformation 
ähnlich  mit  der  Gruppe  : 


4,  x,  y,  .T*-hy\  z  —  \xy 
x(x*-\-if)  —  4y(s  —  \xy) 
y[x%  +  y%)  +  4a?fj3  —  \xy) 


Enthält  sie  fünf  Parameter,  so  ist  sie  durch  eine  reelle  Berüh- 
rungstransformation ähnlich  mit  der  Gruppe: 


!/,  -r*  +  //%  -  — 


Die  Gruppe  (2  kann  durch  eine  imaginäre  Berührungstrans- 
formation aus  der  projectiven  Gruppe : 

(3)  p[,  pl,  x-lpl,  x{p[,  x^pi 

eines  Linienelements  erhalten  werden.  Schreibt  man  sich  niim- 
lich  die  charakteristischen  Functionen  auf,  die  zu  den  infinitesi- 
malen Transformationen  (3)  gehören: 

(*)  y;  -*,-«>,  x'y;->' 

und  bezieht  man  diese  charakteristischen  Functionen  holoedrisch 
isomorph  auf  die  Functionen  i2  ,  etwa  wie  es  in  der  Tabelle: 


(5) 


M=2#,    y  =  x'  +  y\    x=ix'  —  y) 

\         +  .v*  =  —  2 />'*/' ,    z  —  ±xy  =  z  —±x 


geschehen  ist,  so  findet  man  durch  Anwendung  des  Lieschen 
Salzes  über  die  Aehnlichkeit  derartiger  Gruppen,  dass  die  beiden 
Gruppen  2,  und  >4j  durch  die  Berührungslransformation: 

(x  —  r/  x'  +  y' 

mit  einander  ähnlich  sind. 


(«) 
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Bei  Ausführung  der  Berührungstransformation  (6)  verwandelt 
sich  die  Gruppe  I  i  selbstverständlich  in  die  allgemeine  projektive 
Gruppe  der  Ebene.  Wie  nun  die  allgemeine  projective  Gruppe 
der  Ebene  die  Schaar  aller  oo*  Punkte  und  die  Schaar  aller 
oo*  Geraden  invariant  lässt,  so  lässt  die  Gruppe  iT:  die  beiden 
eonjugirt  imaginären  Gurvenschaaren  invariant,  die  durch  die 
Differentialgleichung : 


definirt  sind.  Die  Gruppe  (V  ist  sogar  die  grösste  continuirliche 
Gruppe  von  reellen  Berührungstransformationen ,  bei  der  die 
Differentialgleichung  [!)  invariant  bleibt. 

Es  ist  von  vornherein  klar,  dass  die  Gruppe  \\  j  keine  reelle 
Schaar  von  oo1,  oo*,  oo3  oder  oo4  Curven  invariant  lüsst,  dagegen 
überzeugt  man  sich  leicht,  dass  sie  eine  reelle  Schaar  von  oo* 
rationalen  Curven  invariant  lüsst,  nämlich  die  Schaar,  die  aus 
der  Schaar  der  Kegelschnitte  entsteht,  wenn  man  die  Berührungs- 
transformation  (6  ausführt.  Andrerseits  ist  zu  beachten,  dass 
die  Gruppe  [\  \  keine  reelle  sechsgliedrige  Untergruppe  enthält 
und  nur  einen  Typus  von  reellen  fttnfgliedrigen  Untergruppen. 

Abgesehen  von  ihren  sonstigen  Eigenschaften  ist  die  Gruppe 
I  namentlich  dadurch  merkwürdig,  dass  ihre  Zusammensetzung 
eine  zweite  reelle  Form  für  die  Zusammensetzung  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  der  Ebene  darstellt.  Mein  Freund  Study  hat 
mich  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  Zusammensetzung 
dir  Gruppe  \\)  jedenfalls  auf  eine  zweite  reelle  Form  der  Syl- 
vOTERschcn  Nonionen  führt. 

Die  vorstehenden  Betrachlungen  lassen  sich  auch  auf  Räume 
von  beliebig  vielen  Dimensionen  ausdehnen.  Ich  begnüge  mich 
jedoch  hier  mit  der  Mittheilung  des  folgenden  Satzes : 

Aus  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Raumes  z,  xx  ...an 
erhält  man  durch  Ausführung  einer  gewissen  imaginären  Be- 
rührungstransformation die  reelle  irreducible  Beruh  rungslrans- 
foniuilionsgruppe : 
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(8; 


ii 

1 

II  x 

1  i 

*  Uu  (=  -  ij?      Vf)  -  {•<■**  +  ^r*} 

I  l 

**  (3  -  «Jp  •'V.'/r)  V  ( j?<         +  V})' 


Den  Funkton  und  den  »-fach  ausgedehnten  Ebenen  des  pro- 
jectiven  Raumes  entsprechen  bei  dieser  Gruppe  die  beiden  in- 
varianten conjugirt  imaginären  Schaaren  von  Mannigfaltigkeiten 
zweiten  Grades: 


Ich  behalte  mir  vor,  später  auf  diese  Gruppe  zurückzu- 
kommen und  insbesondere  anzugeben,  was  für  invariante  Schaa- 
ren von  Mannigfaltigkeiten  den  Geraden  u.  s.  w.  des  projectiven 
Raumes  entsprechen. 


i 
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Sophus  Lie,  Ueber  einiye  neuere  gmppentheorelischc  Unter- 
suchungen. 

Mehrfach  schon  habe  ich  auf  die  werthvollen  Arbeiten  hin- 
gewiesen, in  denen  sich  Herr  Schur  mit  meiner  Gruppentheorie 
beschäftigt  hat.  Ich  war  allerdings  in  mehreren  Punkten  Uber 
die  Beziehungen  dieser  Arbeiten  zu  meinen  eigenen  andrer  Mei- 
nung als  ihr  Verfasser,  aber  im  persönlichen  Verkehr  haben 
Herr  Schur  und  ich  uns  jetzt  Uber  alle  wesentlichen  Punkte  ver- 
ständigt. Da  nun  die  Wichtigkeit  der  Gruppentheorie  in  neuerer 
Zeil  in  immer  grösseren  Kreisen  erkannt  wird,  und  da  sich  die 
ScBURSchen  Arbeiten  auf  die  Grundlagen  dieser  Theorie  beziehen, 
so  halte  ich  es  für  angebracht,  einmal  genauer  anzugeben,  was 
Herr  Schur  zur  Vervollständigung  meiner  Untersuchungen  bei- 
getragen hat. 

Die  gruppentheoretischen  Arbeiten  des  Herrn  Schur1]  be- 
wegen sich  in  zwei  verschiedenen  Richtungen.  Einerseits  liefern 
sie  neue  Beweise  für  die  drei  Sätze,  die  ich  als  die  drei  Funda- 
mentalsätze meiner  Gmppentheorie  zu  bezeichnen  pflege,  andrer- 
seits verfolgen  sie  den  Zweck,  den  weiteren  Ausbau  der  Theorie 
zu  fördern.  Ich  werde  der  Reihe  nach  besprechen,  was  Herr 
Schur  in  diesen  beiden  Richtungen  geleistet  hat. 

Mein  erster  Fundamentalsatz  sagt  aus,  dass  die  endlichen 
Gleichungen: 


1)  Math.  Ann.  Bd.  35,  S.  4  64—197  und  Bd.  38,  S.  263—286.  Das 
wichtigste  Resultat  der  ersten  Arbeit  ist  vorher  in  diesen  Berichten  ver- 
öffentlicht (4  889,  S.  229 — 231,  Sitzung  vom  6.  Mai).   Ein  Theil  der  Ergeb- 
nisse der  zweiten  Abhandlung  findet  sich  ebenfalls  schon  in  diesen  Berichten 
1890,  S.  1—7,  Silzung  vom  13.  Januar.) 
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( 1)       r/  ==  /}  [x{  •  •  •  xn  ;    ot  •  .  •  rtr)       (i  =  \  •  •  •  n) 

jeder  r-gliedrigen  Gruppe  gewisse  Differentialgleichungen  von  der 
Form : 

\      /  r 


befriedigen  und  dass  umgekehrt  jede  Schaar  (1)  von  oor  Trans- 
formationen, die  Gleichungen  von  der  Form  (2)  erfüllt  und  ausser- 
dem  die  identische  Transformation  enthält,  eine  r-gliedrige  Gruppe 
bildet. 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  kann  sicher  nicht  einfacher 
bewiesen  werden,  als  es  in  Bd.  I  meiner  Theorie  der  Transfor- 
rnationsgruppen  geschehen  ist,  wenigstens  soweit  es  auf  die  dem 
Beweise  zu  Grunde  liegenden  Gedanken  ankommt.  Im  Grunde 
ist  auch  Herrn  Schurs  Beweis  nur  eine  specicllere  Fassuüg 
meines  Beweises,  der  weder  die  Existenz  einer  identischen  Trans- 
formation voraussetzt,  noch  über  die  Form  der  Gruppe  in  der 
Umgebung  der  identischen  Transformation  irgend  welche  Voraus- 
setzungen macht1  . 

Was  den  zweiten  Theil  des  angegebenen  Satzes  betrifft,  so 
gebe  ich  zu,  dass  die  Redaction  meines  Beweises  in  Abschn.  I 
die  wirkliche  Einfachheit  der  benutzten  Ueberlegungen  nieht 
mit  der  wflnsehenswerthen  Klarheit  hervortreten  lüsst,  aber  ab- 
gesehen von  diesem  formellen  Mangel  scheint  mir  mein  Beweis 
an  Einfachheit  nichts  zu  wünschen  übrig  zu  lassen  Herr  Schir 
seinerseits  hat  den  Beweis,  den  er  in  seiner  ersten  Annalenarbeit 
geliefert  hatte,  in  der  zweiten  fallen  lassen,  weil  er  zu  complicirl 
war,  und  hat  ihn  durch  einen  andern  ersetzt.  Ich  erkenne  gern 
an,  dass  dieser  zweite  ScHURSche  Beweis  sehr  einfach  ist  und 
grosse  analytische  Eleganz  besitzt.  Nach  meiner  persönlichen 
Auffassung  ist  aber  mein  Beweis  durchsichtiger  und  überdies 
elementarer,  da  er  den  Begriff  Parametergruppe  nicht  benutzt. 
An  einer  andren  Stelle  komme  ich  hierauf  zurück. 


1)  Meine  Betrachtungen  gellen  überdies  aueh  für  Gruppen,  die  aus 
mehreren  getrennten  continuirlichen  Sehaaren  von  Transformationen  be- 
stehen. 

2)  Zu  bemerken  ist,  dass  auch  die  zweite  Hälfte  meines  ersten  Fun- 
damentalsatzes bei  mir  als  spccieller  Fall  eines  allgemeinen  Satzes  her- 
vortritt. 
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Mein  zweiter  Fundamentalsatz  lautet  so: 


Wenn  : 


r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  sind,  so  bestehen  Relationen  von  der  Form : 


r 


und  umgekehrt  erzeugen  r  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen: XJ  •  •  •  Xrf,  die  in  Beziehungen  von  der  Form  (3) 
stehen,  stets  eine  r-gliedrige  Gruppe. 

Meinen  Beweis  des  ersten  Theiles  dieses  Satzes  wesentlich 
zu  vereinfachen,  ist  nicht  möglich.  Den  Beweis  des  zweiten 
Theiles  habe  ich  mit  Hülfe  des  ersten  Fundamentalsatzes  geführt, 
indem  ich  vorher  eine  einfach  transitive  Gruppe  construirte,  die 
niil  der  Gruppe:  XJ  •  •  •  Xrf  gleichzusammengesetzt  war.  Herr 
Schür  konnte  beim  Beweise  dieses  zweiten  Theiles  nicht  wohl 
anders  verfahren,  nur  construirt  er  die  einfach  transitive  Gruppe 
in  andrer  Weise  als  ich. 

Mein  dritter  Fundamentalsatz  endlich  sagt  aus,  dass  die 
timstunten  ciks  in  den  Gleichungen  (3)  meine  bekannten  Relationen  : 

(  cik  s  +  ckis  =  0 


erfüllen  und  dass  umgekehrt  jedes  System  von  r*  Constanten  clA-5 , 
dus  die  Gleichungen  (4)  befriedigt ,  die  Zusammensetzung  einer  r- 
(fliedriyen  Gruppe  bestimmt. 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  lässt  sich  wieder  nicht  ein- 
facher beweisen  als  ich  es  von  jeher  gethan  habe,  nämlich  mit 
Hülfe  der  JAcoBischen  Identität.  Den  Beweis  1  für  den  zweiten 
Tbeil  dagegen  hat  Herr  Schur  wesentlich  vereinfacht2;. 

\)  Immerhin  leistet  mein  Beweis  insofern  mehr,  als  er  direct  die  Be- 
stimmung der  betreffenden  Gruppen  auf  gewöhnliche  Differentialglei- 
chungen zurückführt.  Bemerkenswerth  ist  auch,  dass  mein  Beweis  den 
betreffenden  Salz  als  Corollar  aus  viel  allgemeineren  Theorien  ableitet. 

S)  Herrn  Killings  Untersuchungen  über  die  Zusammensetzung  der 
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Ich  hatte  ursprünglich  diesen  zweiten  Thcil  im  Wesentlichen 
nur  für  den  Fall  bewiesen ,  dass  die  zu  der  Zusammensetzung 
ciks  gehörige  adjungirte  Gruppe  r-gliedrig  war.  Erst  4888  in 
den  Verhandlungen  der  Ges.  d.  Wiss.  zu  Christiania  lieferte  ich 
allgemein  den  Beweis,  dass  man  zu  jedem  Systeme  von  ciks  ,  das 
die  Gleichungen  (4)  erfüllt,  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zu- 
sammensetzung ciks  finden  kann  und  zwar  durch  Integration  ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen. 

Herr  Schur  hat  nun  4889  diesen  Theil  meines  dritten  Fun- 
damentalsatzes auf  einem  wesentlich  elementareren  Wege  ab- 
geleitet, indem  er  direct  Potenzreihen  für  die  infinitesimalen 
Transformationen  einer  r-gliedrigen  einfach  transitiven  Gruppe') 
von  der  Zusammensetzung  ciks  aufstellte  *).  Er  hat  dann  in  seiner 
zweiten  Annalenarbeit  die  etwas  langen  Rechnungen,  die  ihn  zu 
diesem  Ergebnisse  geführt  hatten,  zum  grössten  Theile  vermieden 
und  insbesondere  den  schönen  Satz  bewiesen,  dass  die  von  ihm 
aufgestellten  beschränkt  convergenten  Potenzreihen  als  Quo- 
tienten bestandig  convergentcr  Potenzreihen  darstellbar  sind. 

Ich  erkenne  endlich  sehr  gern  an,  dass  Herrn  Schurs  Unter- 
suchungen Uber  die  Existenz  der  identischen  Transformation 
Interesse  darbieten.  Durch  eine  Modifikation  meiner  Betrach- 
lungen gelingt  es  ihm  in  einfacherer  Weise  die  vorgelegte 
Gruppe  auf  eine  solche  Form  zu  bringen,  dass  sie  die  identische 
Transformation  umfasst.  Es  ist  aber  zu  bemerken,  dass  meine 
umständlichen  Betrachtungen  mehr  leisten,  insof  ern  sie  überdies 
zeigen,  dass  die  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  er- 
zeugt ist. 

Die  Untersuchungen,  in  denen  Herr  Schur  den  weiteren 
Ausbau  der  Gruppentheorie  gefördert  hat,  beziehen  sich  auf  das 

Gruppen  beruhen  sammtlich  auf  meinem  dritten  Fundamentalsatz.  Merk- 
würdigerweise citirt  Herr  Kilukg  bei  Benutzung  dieses  Satzes  nie  mich, 
sondern  immer  Jacobi,  der  weder  die  Formeln  (A\-  Xk)  =  Xc^X,  noch  die 
Formeln  (4)  kannte.  Herr  Killing  irrt  sich,  wie  ich  schon  früher  hervorge- 
hoben habe,  vollständig  wenn  er  behauptet,  dass  ich  diesen  von  mir  ent- 
deckten Satz  Jacobi  zu  Ehren  als  JacobiscIic  Identität  bezeichnet  habe.  — 
Die  Untersuchungen  des  Herrn  Schur  zeigen,  dass  die  jACOBische  Identität 
in  meiner  Gruppentheorie  vermieden  werden  kann. 
i)  Nämlich  der  kanonischen  Parametergruppe. 

ij  HerrSuiUR  kannte  damals  meine  Christianiaer  Note  von  4  888  noch 

nicht. 
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Problem,  alle  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  von  gegebener 
Zusammensetzung  zu  bestimmen. 

Ich  erkannte  im  Jahre  1 874,  dass  das  Problem  alle  endlichen 
Gruppen  zu  bestimmen  durch  Integration  von  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen gelöst  werden  kann.  Diese  wichtige  Ent- 
deckung bildete  den  Ausgangspunkt  meiner  sämmtlichen  Unter- 
suchungen auf  diesem  Gebiete. 

Es  ergab  sich  ferner,  dass  diese  Differentialgleichungen  fttr 
Gruppen  in  einer,  zwei  oder  drei  Veränderlichen  immer  integrirbar 
sind.  Es  gelang  mir  überdies  alle  transitiven  Gruppen  in  weniger 
als  vier  Veränderlichen  auf  eine  solche  Form  zu  bringen,  dass  ihre 
infinitesimalen  Transformationen  ganze  Functionen  der  Veränder- 
lichen und  gewisser Exponentialgrössen  e^,  e'», ...  sind,  wo  lt ... 
lineare  Functionen  der  Veränderlichen  bezeichnen. 

In  Bd.  24  der  Math.  Annalen  (1884^  gab  ich  an,  dass  die 
zur  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen  erforderlichen  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  immer  integrirt  werden  kön- 
nen. In  den  Leipziger  Berichten  für  das  Jahr  1888  bemerkte  ich. 
dass  mein  ursprünglicher  (nicht  veröffentlichten  Beweis  dieses 
Satzes  nur  für  Gruppen  ohne  ausgezeichnete  infinitesimale  Trans- 
formationen entscheidend  war.  Ich  fügte  indess  hinzu,  dass  ich 
durch  allerdings  schwierige  Betrachtungen  zu  dem  Resultat  ge- 
kommen war,  dass  meine  Behauptung  immer  richtig  sei. 

Vorlaufig  beschränkte  ich  mich  (vgl.  meine  Theorie  der 
Transformationsgruppen  u.  M.  v.  Engel,  Abschn.  I,  Kap.  22  und 
diese  Berichte  von  4 889 ,  S.  277  ff.)  darauf  zu  beweisen,  dass 
alle  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  in  endlicher  Form 
aufgestellt  werden  können,  sobald  die  endlichen  Gleichungen  einer 
solchen  Gruppe  bekannt  sind.  Hierzu  brauchte  ich  nur  gewisse 
Quadraturen,  die  jedoch  wegfielen,  wenn  keine  ausgezeichneten 
infinitesimalen  Transformationen  vorkamen. 

Nunmehr  greifen  die  Untersuchungen  des  Herrn  Schur  ein. 
Dieser  zeigte  zunächst'  ,  was  allerdings  schon  aus  meinen  Unter- 
suchungen hervorgeht,  dass  man  für  jeden  Typus  transitiver 
Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  einen  Repräsentanten 
angeben  kann ,  dessen  infinitesimale  Transformationen  gewöhn- 
liche Potenzreihen  sind,  die  nur  von  den  ciks  abhängen.  Er  bewies 

4}  Diese  Berichte  1889,  S.  219  ff.  Sitzung  vom  6.  Mai  und  Math.  Ann. 
Bü\  35. 
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ferner1),  dass  man  die  bewussten  infinitesimalen  Transformationen 
sofort  in  endlicher  Form  hinschreiben  kann,  sobald  man  die  infini- 
tesimalen Transformalionen  meiner  beiden  reciproken  kanonischen 
Parametergruppen  von  der  Zusammensetzung  ciks  kennt.  Da  er 
nun  die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  beiden  Para- 
metergruppen als  Quotienten  beständig  convergenter  Potenz- 
reihen darstellen  konnte,  so  war  damit  zugleich  bewiesen,  dass 
jede  transitive  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  ciks  eine  solche 
Form  erhalten  kann  ,  dass  ihre  infinitesimalen  Transformationen 
Quotienten  angebbarer  bestündig  convergenter  Potenzreihen  sind. 

Ich  veröffentlichte  sodann  meine  früher  angekündigte  Be- 
stimmung einer  Gruppe  von  gegebener  Zusammensetzung  durch 
ausführbare  Operationen.  Ich  zeigte*),  dass  man  durch  Inte- 
grution  einer  linearen  gewöhnlichen  Differentialgleichung  mit 
constanten  Coefficienten,  das  heisst  also  durch  Auflösung  einer  al- 
gebraischen Gleichung,  zwei  reeiproke  einfach  transitive  Gruppen 
von  gegebener  Zusammensetzung  linden  kann. 

Durch  diese  meine  Untersuchungen  war  das  Problem  der 
Bestimmung  aller  transitiven  Gruppen  von  gegebener  Zusammen- 
setzung auf  die  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  und  auf 
Quadraturen  zurückgeführt.  Ich  fügte  hinzu,  dass  diese  Quadra- 
turen durch  den  oben  erwähnten  ScntRSchen  Satz  (diese  Be- 
richte 1890,  S.  {  fl.  immer  erspart  werden3). 

Kndlich  hat  Herr  Schur  in  seiner  zweiten  Annalenarbeit 
(Bd.  -18;  noch  ein  weitergehendes  Resultat  abgeleitet.  Er  beweist 
da  nämlich,  dass  man  für  jeden  Typus  r-gliedrigcr  transitiver 
Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  sofort  einen  Repräsen- 
tanten aufstellen  kann,  sobald  man  irgend  zwei  reeiproke  ein- 
fach transitive  Gruppen  von  der  betreffenden  Zusammensetzung 

1)  Diese  Berichte  4890,  S.  4  ff. 

2)  s.  diese  Berichte  1890,  S.  478  IT.,  Sitzung  vom  4.  Dcccmher. 

8)  Herr  Engel  bemerkte,  dass  meine  Darstellung  der  infinitesimalen 
Transformationen  zweier  reeiproker  einfach  transitiver  Gruppen  von  gege- 
bener Zusammensetzung  im  Grunde  die  Saiunsche  Darstellung  derartiger 
Gruppen  umfasst.  Bei  mir  treten  nämlich  die  Incrcmentc  dieser  Transforma- 
tionen in  endlicher  Form  auf  und  zwar  als  rationale  Functionen  von  den  Ver- 
änderlichen und  gewissen  Exponcntialgrössen,  deren  Exponenten  algebra- 
ische Functionen  sind.  Ich  verweise  auf  Engels  letzte  Untersuchungen  über 
diesen  Gegenstand  (diese  Berichte  4  89i),  die  u.  a.  auf  die  funetionentheo- 
retischen  Eigenschaften  der  schönen  Scnunschcn  Rcihcncntwickelungen 
neues  Licht  werfen. 


Digitized  by  Google 


Neiere  grippentheoretische  UNTERSUCHUNGEN.  303 

■ 

kennt.  Herr  Engel  bat  sodann  gezeigt,  wie  man  dieses  Ergebniss 
aus  den  EntWickelungen  von  Kap.  22  des  Abschnitts  I  meiner 
Transformationsgruppen  ableiten  kann4). 

Der  Leser  wird  nunmehr  übersehen,  was  man  zur  Zeit  über 
die  Bestimmung  aller  transitiven  Gruppen  von  gegebener  Zu- 
sammensetzung weiss.  Vollständig  zum  Abschluss  gebracht  sind 
die  Untersuchungen  über  dieses  Problem  noch  nicht,  es  bleibt 
noch  zu  zeigen,  dass  jede  transitive  Gruppe  in  n  Veränderlichen 

auf  eine  solche  Form  gebracht  werden  kann,  dass  ihre 
infinitesimalen  Transformationen  ganze  rationale  Functionen  von 

und  von  gewissen  Exponentialausdrücken :  e'1,  eh  .  . . 
werden,  wo/,,/,...  lineare  Functionen  von  xt  . . .  xn  sind.  Ich 
zweifle  nicht,  dass  es  gelingen  wird,  das  zu  beweisen;  hoffen 
wir,  dass  es  bald  gelingt. 

Ich  knüpfe  hieran  eine  persönliche  Bemerkung. 

Auf  S.  \\  3  f.  dieser  Berichte  habe  ich  mich  bereits  ganz  kurz 
über  Herrn  Schurs  gruppentheoretische  Arbeiten  geäussert. 
Herr  Schur  meint  nun,  dass  Leser,  die  unsre  Arbeiten  nicht 
kennen,  meine  damaligen  Aeusserungen  so  verstehen  könnten, 
als  hätte  ich  ihn  eines  Plagiats  beschuldigen  wollen.  An  die 
Möglichkeit  einer  solchen  Auffassung  habe  ich  gar  nicht  gedacht 
und  ich  erkläre  hier  ausdrücklich ,  dass  mir  eine  derartige  Be- 
schuldigung vollständig  fern  gelegen  hat. 

Ich  war  nicht  einverstanden  mit  der  Art  und  Weise,  in  der 
in  Herrn  Schurs  erster  Annalenarbeit  die  Beziehungen  seiner 
Untersuchungen  zu  den  meinigen  dargestellt  waren,  auf  diesen 
Punkt  brauche  ich  jedoch  hier  nicht  einzugehen,  da  Herr  Schur 
inzwischen  selbst  in  mehreren  Punkten  seine  Auffassung  ge- 
ändert hat. 

Ich  war  ferner  mit  Herrn  Sem  rs  Citaten  nicht  einverstanden. 
Seine  zahlreichen  Citate  in  der  ersten  Annalenarbeit  waren  nach 
meiner  Ansicht  insofern  unvollständig,  als  sie  nicht  zeigten,  worin 
sich  seine  Sätze  von  den  meinigen  unterschieden*),  uncorrect 

4)  Diese  Berichte  1894,  S.  585  ff. 

2)  Bei  der  Verschiedenheit  zwischen  meinen  Bezeichnungen  und  denen 
des  Herrn  Schur  ist  es  oft  sehr  schwierig,  sich  klar  zu  machen,  worin  der 
Unterschied  zwischen  seinen  und  meinen  Salzen  besteht,  dieselbe  Bemer- 
kung habe  ich  auch  bei  den  verdienstvollen  Arbeiten  des  Herrn  Maurer 
gemacht. 
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waren  die  Gitate  zum  Theil,  weil  Herr  Schur  eine  Arbeit  von  mir 
nicht  kannte,  was  allerdings  erklärlich  ist.  Ganz  besonders  be- 
rührte es  mich  unangenehm,  dass  mein  Name  in  Herrn  Schurs 
zweiter  Annalenarbeit  nur  an  zwei  Stellen  vorkam  und  zwar 
gerade  an  Stellen,  wo,  wie  Herr  Schur  jetzt  selbst  zugesteht, 
unberechtigter  Weise  hervorgehoben  wurde,  dass  hier  gewisse 
Probleme  gelöst  waren ,  die  ich  in  unvollkommener  Weise  be- 
handelt hätte,  wahrend  doch  Herr  Schur  öfters  seine  eigenen 
Beweise  meiner  Sätze  citirte1). 

Was  endlich  den  Fehler*)  anbetrifft,  den  Herr  Schur  an  der 
Spitze  seiner  ersten  Arbeit  begangen  hat,  so  würde  ich  auf  den 
gar  nicht  hingewiesen  haben ,  wenn  nicht  diese  Arbeit  den  An- 
spruch erhoben  hätte,  eine  von  mir  unabhängige  Entwicklung 
der  Grundlagen  meiner  Gruppentheorie  zu  geben.  Ich  Mollte 
nur  sagen,  dass  dieser  Fehler  die  Vollständigkeit  der  ScnuRschen 
Entwickelungen  aufhöbe,  dagegen  konnte  es  mir  selbstverständ- 
lich nicht  einfallen  zu  behaupten ,  dass  dieser  Fehler  auch  die 
Richtigkeit  der  späteren  Entwickelungen  des  Herrn  Schur  be- 
einträchtige. 

Zum  Schluss  noch  zwei  Bemerkungen. 

Herrn  Schurs  Untersuchungen  über  Transformationsgruppen 
unterscheiden  sich  dadurch  von  den  meiuigen,  dass  sie  rein  ana- 
lytisch sind.  Nun  sehe  ich  allerdings  einen  grossen  Vorzug  meiner 
Darstellung  darin,  dass  sie  sich  nicht  darauf  beschränkt  alle  Sätze 
analytisch  zu  beweisen,  sondern  den  inneren  Zusammenhang 
meiner  Theorien  durch  begriffliche  Betrachtungen  klar  stellt. 
Ich  gebe  aber  gern  zu,  dass  für  viele  Leser  eine  kurze  rein  ana- 
lytische Begründung  meiner  Fundamcntalsätzc  wünschenswertk 
ist.  Darum  gebe  ich  an  anderer  Stelle  eine  solche  kurze  Zu- 
sammenfassung meiner  Beweise.  Ich  würde  mich  andrerseits 
darüber  freuen,  wenn  Herr  Schur  nunmehr  eine  neue  zusammen- 
hängende Darstellung  seiner  Untersuchungen  veröffentlichte. 

4)  Der  Unterzeichnete  glaubte  in  der  zweiten  Abhandlung  Herrn  Lie 
nicht  im  Einzelnen  citiren  zu  brauchen,  da  er  diese  Arbeit  als  eine  Fort- 
setzung der  ersten  betrachtete.    F.  Schür. 

2)  Dor  Unterzeichnete  hatte  darin  einen  Fehler  gemacht,  dass  er  auf 
S.  164  seiner  ersten  Abhandlung  die  Möglichkeit  ausser  Acht  Hess,  dass  die 

U}  für  u  =  0  sämmtlich  identisch  verschwinden.    Es  lässt  sich  aber 

zeigen,  dass  bei  Einführung  geeigneter  Veränderlicher  und  Parameter  diese 
Möglichkeit  als  ausgeschlossen  betrachtet  werden  kann.    F.  Schub. 
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Ich  erlaube  mir  andrerseits  an  die  Mathematiker,  die  sich 
mit  meiner  Gruppentheorie  beschäftigen,  die  Bitte  zu  richten, 
nicht  ohne  Gnmd  meine  vorsichtig  gewählte  Terminologie  zu 
ändern.  Ganz  besonders  erscheint  es  mir  wttuschenswerth,  dass 
die  von  mir  zur  Bezeichnung  der  verschiedenen  Begriffe  benutzten 
Buchstaben  soweit  möglich  beibehalten  werden.  Es  ist  un- 
iweifclhaft,  dass  das  Studium  der  gruppentheoretischen  Unter- 
suchungen der  Herren  Mai  her  und  Schur  für  die  meisten  Leser 
dadurch  bedeutend  erschwert  wird,  dass  sie  meine  Bezeichnungen 
geändert  haben.  Aus  diesen  und  andern  Gründen  ist  es  jeden- 
falls mir  recht  schwer  gewesen  genau  festzustellen,  welche  neuen 
Beitrüge  diese  beiden  Verfasser  zu  meinen  Theorien  geliefert 
haben. 


Max  Siegfried,  lieber  die  chemischen  Eigenschaften  des  reti- 
culirten  Gewebes.  Aus  dem  physiologischen  Institut  zu  Leipzig. 
Vorgelegt  von  Herrn  Ludwig. 

Ich  habe  das  reticulirte  Gewebe,  welches  F.  Mall  ')  eingehend 
histologisch  untersucht  hat,  chemisch  geprüft  und  gefunden,  dass 
es  aus  einer  leimgebenden  Substanz  und  einem  neuen  ProteTn- 
körper,  den  ich  Reticulin  nennen  will,  besteht.  Hierdurch  wird 
der  Befund  A.  Yoing's*  ,  dass  man  aus  reticulirtem  Gewebe 
durch  Kochen  mit  Wasser  Leim  erhalt,  bestätigt,  nicht  aber  dessen 
Ansicht,  dass  dieses  Gewebe  collagenes  Gewebe  sei. 

Das  Reticulin  enthalt  im  Mittel  52,9  %  Kohlenstoff,  7,0  # 
Wasserstoff,  15,6 ^  Stickstoff,  \$%  Schwefel,  0,3  #  Phosphor 
und  2,3  %  Asche.  Der  Phosphor  ist  nicht  anorganisch ,  sondern 
organisch  gebunden.  Durch  Erhitzen  mit  Wasser  oder  sehr  ver- 
dünnte Alkalien  wird  eine  phosphorfreie,  sonst  ahnliche  Zu- 
sammensetzung wie  das  Reticulin  besitzende  Substanz  und  ein 
phosphor-  und  schwefelhaltiger  Körper  erhalten. 

Bei  der  Zersetzung  mit  Salzsäure  liefert  das  Reticulin  Am- 
moniak, Schwefelwasserstoff,  Lysin,  Lysatinin  und  Amidovalerian- 
säure,  kein  Tyrosin. 

Die  ausführliche  Mittheilung  dieser  Untersuchung  soll  dem- 
nächst erfolgen. 


1)  Abhandl.  d.  math.-phys.  Cl.  d.Ktinigl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  XYH, 
1894,  p.  J99. 

2)  The  journal  of  physiology  Bd.  XIII,  p.  332. 
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SITZUNG  VOM  1.  AUGUST  1892. 

F.  Stahmann,  Calorimetrischc  Untersuchungen.  Achtum!  - 
zwanzigste  Abhandlung.1) 

Isomere  Allyl-  und  Propenylverbindungen 

von 

F.  Stohman.n  und  H.  Langbein. 

Bei  der  Ermittelung  der  Verbrennungswarmen  von  eigent- 
lich isomeren  Verbindungen  haben  sich  zwar  schon  seit  langer 
Zeit  gewisse  Verschiedenheiten  ergeben,  doch  waren  dieselben 
so  gering,  dass  man  ihnen  wenig  Beachtung  geschenkt,  vielmehr 
geglaubt  hat.  diese  Abweichungen  auf  Beobachtungsfehler 
zurückführen  zu  sollen.  Durch  unsere  Untersuchungen  der  zwei- 
basischen Sauren  der  Malon-  und  Bernsteinsaure -Reihe,  der 
Fumar-  und  Maleinsäure  und  deren  Ester 2 1,  der  Eruca-  und 
Brassidinsäure  und  deren  Glyceride3; ,  der  Zuckerarten,  der 
mehrsüurigen  Alkohole,  der  stellungsisomercn  Phenole  und  or- 
ganischen Säuren4 ,  denen  wir  von  noch  nicht  ausführlicher  ver- 
öffentlichtem Materiale  hinzufügen  können: 

Zimmtsäure  und  Allozimmtsäure, 

Tiglinsüure  und  Angelicasäure, 

Mesaconsäure  und  Citraconsäure, 

ElaYdinsäure  und  Oelsäure, 
u.  s.  w. 


i)  Die  Abhandlungen  1  bis  XXVII  sind  im  Journal  für  praktische 
Chemie,  neue  Folge,  Bd.  3*  bis  45  veröffentlicht. 

2j  Abhdlg. XIX,  Journ.  f.  prakt. Cheni.  [2] XL, 202.  Abhdlg. XX,  daselbst 
XL,  357. 

3)  Abhdlg.  XII,  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XUI,  373. 
V}  Abhdlg.  XVI,  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2;  XLV,  305. 

il.ith.-phjr«.  Claaae.  1892.  2  t 
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haben  uns  jedoch  die  Gewissheit  verschafft,  dass  die  bei  Isorae- 
ren vorhandenen  Verschiedenheiten  nicht  zufallige,  sondern  auf 
ganz  bestimmten  Gesetzmässigkeiten  beruhen  und  von  hoher 
Bedeutung  sind. 

Folgende  Thatsachen  sind  von  uns  erwiesen : 

1.  Bei  isomeren  Sauren  haben  diejenigen,  welche  die  grösste 
chemische  Affinitat  besitzen,  zugleich  den  höchsten  Wärme- 
werth. 

2.  Bei  stcllungsisomeren  Verbindungen  haben  die  Ortho- 
verbindungen stets  einen  höheren  Warmewerth  als  die  Meta- 
und  Paraverbindungen ;  der  der  Meta-  ist  in  der  Regel  etwas 
höher  als  der  der  Paraverbindungen. 

3.  Der  Warmewerth  liegt  in  umgekehrter  Richtung  wie  der 
Schmelzpunkt: 

Oelsaure  —  Elaidinsäure 
Krucasaure  —  Brassidinsaure 
u.  s.  f. 

4.  Von  Säuren,  Estern  u.  s.  f.,  welche  in  einer  labilen  und 
in  einer  stabilen  Form  auftreten,  hat  jedesmal  die  labile  Form 
den  höchsten  Wärmewerth  und  geht  unter  Energieverlust  in 
die  stabile  Form  über: 

MaleTnsäure  Fumarsäure 

Angelicasäure  Tiglinsäure 

Alloziuimtsäure  ....  Ziinmtsäure 

Oelsaure  Elaidinsäure 

Erucasäure  Brassidinsaure 

u.  s.  f. 

Da  nun  von  E\kman  die  Beobachtung  gemacht  ist,  dass 
gewisse  Aether  der  Allylphenole,  Methylchavicol,  Eugenol, 
Safrol,  Apiol  mit  Leichtigkeit  in  die  isomeren  Propenylverbin- 
dungen  umgewandelt  werden  können,  von  denen  also  erstere 
den  labilen,  letztere  den  stabilen  Zustand  darstellen,  und  da  von 
Eykman  !)  ferner  festgestellt  ist,  dass  die  beiden  Zustande  sich 
ganz  regelmässig  durch  ihre  physikalischen  Eigenschaften ,  spe- 
eifisches  Gewicht  und  Hefractionsvermögen ,  unterscheiden,  so 
sahen  wir  uns  veranlasst,  diese  Körper  auf  ihren  Warmewerth 
zu  uniersuchen,  da  auf  Grund  unserer  früheren  Erfahrungen  zu 


1)  Her.  ehem.  Ges.  XXIII,  862. 
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erwarten  war,  dass  auch  hier  die  labilen  Körper  unter  Energie- 
verlnst  in  die  stabilen  Formen  übergehen  würden. 

Wir  haben  Herrn  Eykman  unseren  Dank  für  die  erste  An- 
regung zu  dieser  Arbeit,  die  er  durch  Ueberlassung  von  Prä- 
paraten wesentlich  förderte,  zu  sagen.  Zu  grösstem  Danke  sind 
wir  auch  den  Herren  H.  und  E.  Fritzsche.  den  Inhabern,  und  den 
Herren  Bertram  und  Gildemeister,  den  Chemikern  der  weltbe- 
kannten Fabrik  Schimmel  &  Comp,  verpflichtet,  welche  uns 
durch  Zuweisung  von  vielem  und  schönem  Materiale  vielfach 
unterstützten. 

Die  sammtlichen  Bestimmungen  wurden  in  der  Berthelot- 
sehen  Bombe  in  auf  25  Atm.  verdichtetem  Sauerstoff  ausgeführt, 
nach  dem  Verfahren,  welches  in  Abhdlg.  XVI  *)  ausführlich  be- 
schrieben ist.  Dabei  sind  von  uns  neuerdings  einige,  das 
Princip  der  Methode  auf  keine  Weise  berührende  Abänderungen 
getroffen. 

Zur  Verdichtung  des  Sauerstoffes  bedienen  wir  uns  nicht 
mehr  der  Druckpumpe,  sondern  verwenden  das  von  Dr.  TIi.Elkan 
in  Berlin  auf  100  Atm.  comprimirte  Gas,  von  dem  wir  soviel  in 
die  Bombe  einlassen,  bis  ein  eingeschaltetes  Manometer  den  er- 
forderlichen Druck  zeigt.  Obwohl  kaum  erforderlich,  so  leiten 
wir  das  Gas,  ehe  es  in  die  Bombe  tritt,  durch  ein  glühendes 
Kupferrohr,  um  ganz  sicher  alles  Verbrennliche,  welches  mög- 
licherweise vorhanden  sein  könnte,  zu  zerstören.  Um  bei  der 
l'eberführung  in  die  Bombe  den  Inhalt  der  Sauerstoffflaschen 
ausnutzen  zu  können,  sind  zwei  derselben  durch  ein  gemein- 
schaftliches Zwischenstück,  welches  zugleich  das  Manometer  trägt, 
so  untereinander  gekuppelt,  dass  sowohl  die  eine  wie  die  andere, 
einfach  durch  Umstellung  der  Ventile,  mit  der  Bombe  in  Ver- 
bindung gebracht  werden  kann.  Ist  z.  B.  in  Flasche  A  nur  noch 
ein  Druck  von  4  0  Atm.  vorhanden,  so  lassen  wir  zunächst  aus 
dieser  das  Gas  in  die  Bombe  übertreten  und  ergänzen  alsdann, 
nach  Abschluss  von  A,  den  Druck  aus  der  Flasche  B,  deren  Inhalt 
noch  unter  hoher  Spannung  steht.  Die  dazu  dienende  Vorrich- 
tung ist  uns  von  Dr.  Elkan  in  vorzüglichster  Ausführung  geliefert 
worden. 

Da  bei  der  Verwendung  von  trockenem  Sauerstoff  ein  Theil 
des  bei  der  Verbrennung  gebildeten  Wassers  nicht  in  tropfbarer 

I)  Journ.  f.  prakt.  Chera.  [2]  XXXIX,  508. 
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Form  abgeschieden  wird,  so  würde  der  Dampfwärme  dieses  An- 
theiles  Rechnung  zu  tragen  sein.  Wir  umgehen  jedoch  die  dafür 
erforderliche  Correctur,  indem  wir  gleich  beim  Füllen  wenige 
Tropfen  Wasser  in  die  Bombe  bringen,  um  eine  mit  Wasser 
gesiittigte  Atmosphäre  in  derselben  zu  haben.  Die  Menge  des 
dazu  erforderlichen  Wassers  ist  so  gering,  dass  sie  nicht  in 
Rechnung  gestellt  zu  werden  braucht. 

Zur  Entzündung  der  zu  verbrennenden  Substanz  bedienen 
wir  uns  desselben  Eisendrahtes  wie  früher.  Nur  haben  wir  bei 
manchen  neueren  Bestimmungen  80  mm  desselben,  statt  der 
bis  dahin  angewandten  50  mm,  verwandt.  Hierdurch  erhüht 
sich  die  dafür  anzubringende  Correetion  von  9,1  auf  14,6  cal. 
Da  wo  dieses  geschehen  ist,  sind  die  Correctionszahlen  mit 
einem  *  ausgezeichnet. 

Meihylchavicol. 

f<"< {o'cü"'0'1*  oder  ('">">*°  ■  ■  ■  H8 

Allylphenyl  -  Melhylälher. 

Ein  Präparat  von  Schimmel  &  Co.,  welches  uns  als  »wahr- 
scheinlich noch  nicht  ganz  rein«  bezeichnet  war,  wurde  im  Va- 
cuum  destiliirt.  Die  drei  ersten  Fractioncn,  welche  bei  124°  bei 
35  mm  Druck  übergingen,  dienlen  zu  den  Bestimmungen  1,2,  3 
und  erwiesen  sich  durch  die  gleiche  Verbrennungswärme  als 
identisch.  Zuletzt  ging  eine  geringe  Menge  eines  grüngefärbten 
Oeles  Uber,  aus  welchem  sich  beim  Stehen  nadeiförmige  Krystalle 
abschieden.  Dieser  Antheil  wurde  nicht  weiter  untersucht. 

Brechungsindex  nach  Dr.  Gildemeistbr         1,5179  bei  23 ". 


Bestimmung  des  Wiinnewcrthes. 


Substanz 
Grin. 

'>„  (CO IT. 

•'>, 

!*n  — 

,V,.250ü 

Correetion 
f.  Fe  u.  HS0, 

(Jrad 

liru.J 

Grad 

cal. 

cal. 

1.  I  0,8514 

2.  !  0,9191 

3.  |  0,9380 

16.1832 
16,4674 
16,2161 

1 3,1027 
13,1532 
12,8255 

3,0805 
3,3142 
3,3906 

7701,3 
8285,5 
8476,5 

24,9 
19,4 
25,9 
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Warmewertb 


der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  (inn.  Mol. 

MUtcl  =  ioo 

ca!. 

cal. 

1. 

2. 

3. 

7676,4 

8275,9«) 

8452,2* 

9016,2 
9004,3 
9010,9 

1334,4 
1332,6 
1333,6 

100,06 
99,93 
100.00 

Mittel         9010,5  1333,6       f.  const.  Vol. 

1335,1        •     »  Druck. 
Bildungswarme       18,9       »     »  » 


Engenol. 

[  CHt .  CH  :  C//f    1 . 
C6  //,    O •  C//3  3.  oder  Cl0 //, 4  Ot  .    .    .  164. 

[Oll  4. 

Allyldioxybenzol-Monomethylüther. 

Reines  Eugenol  von  Schimmel  <&  Co.  erwies  sich  als  noch 
etwas  wasserhaltig.  Es  wurde  daher  von  uns  noch  zweimal  im 
Vacuum  unter  Ausscheidung  der  zuerst  übergehenden  Antheilc 
destillirt. 

Spec.  Gew.  1,072  bei  15°. 

Herr  Eykman  hatte  die  Güte,  das  Refractions vermögen  dieses 
Präparates  zu  bestimmen.  Derselbe  fand,  nach  brieflicher  Mit- 
theilung, völlige  Uebereinstimmung  mit  seinen  früheren  Ermit- 
telungen. 


Bestimmung  des  Würmewerthes. 


_ 

Substanz 
Gnu. 

K  (corr. 
(inn! 

Grad 

.'>„  — »/, 
Grad 

>500 

cal. 

Correction 
f.  Fe  u.  HNO, 

ral. 

1.  1,0026 
t  0,9746 
3.  1,0276 

19,7977 
20,0097 
20,3244 

16,6385 
16,9441 
1T,0888 

3,1592 
3,0656 
3,2356 

7898,0 
7664,0 
8089,0 

33,8* 
29,6* 
31,6* 

4)  Für  0,00<2  g  Russ  sind  9,7  cal.  als  Correction  in  Rechnung  gestellt. 
2)    >»   0,000*  p     »     »    1,6»  »        »         »  » 


312 


F.  Stobmann, 


WUrmewerth 


der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  Grm.  Mol. 

Mittel  =  400. 

1. 

7864,2 

7843,8 

1286,4 

100,05 

2. 

7634,4 

7833,4 

1284,7 

99,92 

3. 

8057,4 

7841,9 

1286,1 

100,03 

Mittel 

7839,7 

1285,7    f.  const.  Vol. 

1286,9  i» 

»  Druck. 

Bildungswärme      67,1    »     »  » 


Eugenolacetat. 

CH%-CH:CH%  1. 

O  CHt  3.     oder  CitIIit03  .    .  206. 

O.OCC//,  4. 


Allyldioxybenzol  -  Monomethyl-Essigsäureäther. 

Das  Eugenolacetat  wurde  von  uns  nach  dem  Verfahren  von 
Tiemann  (Ber.  d.  ehem.  Ges.  X,  202)  dargestellt,  indem  gleiche 
Theile  reines  Eugenol  und  Essigsäureanhydrid  3  bis  4  Stunden 
am  RückOussktthler  gekocht  und  dann  im  Vacuum  destiüirt  wur- 
den. Der  zuerst  Ubergehende,  aus  Essigsäure  und  Anhydrid  be- 
stehende Antheil  wurde  beseitigt.  Der  höher  siedende  Antheil 
wurde,  um  etwa  noch  vorhandene  freie  Saure  und  unverändertes 
Eugenol  fortzuschaffen,  mit  Natronlauge  durchschüttelt,  mit 
Wasser  gewaschen,  mit  wasserfreiem  Natriumsulfat  getrocknet 
und  von  Neuem  im  Vacuum  destillirt,  wobei  das  Uebergehende 
in  mehreren  Fractionen  aufgefangen  wurde.  Das  Destillat  zeigte 
in  hohem  Grade  den  Zustand  der  ünterkaltung.  Trotz  mehr- 
tägigem Stehen  im  Eisschranke  blieben  alle  vier  Fractionen  flüssig. 
Die  Erstarrung  trat  aber  in  allen  Fractionen  sofort  beim  Ein- 
bringen eines  kleinen  Krystalls  der  Verbindung,  den  wir  von  der 
Fabrik  von  Schimmel  &  Co.  erhielten,  ein.  Der  Ester  wurde  aus 
Aether  zweimal  umkrystallisirt,  aus  welcher  Losung  er  beim 
Verdunsten  in  prachtvollen  Krystallen  zu  erhalten  ist.  Schmelz- 
punkt 28,5°. 
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313 


Substanz 

&n  (COIT.) 

». 

&H — 

9-H—  *,-2500 

Correction 
f.  Fe  u.  IIN03 

Grm. 

Grad 

(irad 

Grad 

cal. 

cal. 

1. 

9 

«  • 

3. 

1,0150 
1,0035 
1,0638 

19.3270 
19,3202 
19,6202 

16,3651 
16,3938 
16,5122 

2,9619 
2,9264 
3,1080 

7404,8 
7316,0 
7770,0 

29,1* 
27,6* 
29^6* 

Würmewerth 

i. 

3 


der  Substanz 
cal. 


pro  Grm. 
cal. 


3.| 


7375,7 
7288,4 
7740,4 

Mittel" 


pro  Grm.  Mol. 
cal. 


Mittel  =  100 


7266,7 
7262,9 
7276,2 

7268,6 


Bildungswärme 


1496,9 
1496,2 
1498,9 

1497,T 
1498,5 
112,5 


99,97 
99,92 
100,10 

f.  const.  Vol. 
»     »  Druck. 

»     »  » 


Eugenolbenzoat. 


CHt'CH:CHt  1. 


O 
0 


CIL 


OCCJL  4. 


3.  oder  Cl7//lü03. 


208. 


Allyldioxybenzol-Monomethyl-Benzoesäureäther. 
Zur  Darstellung  wurde  reines  Eugenol  in  10proc.  Natron- 
lauge gelöst  und  ein  dem  Eugenol  gleiches  Gewicht  Benzoyl- 
chlorid  unter  Umschütteln  hinzugetropft.  Der  körnig  ausge- 
schiedene Ester  wurde  mit  Sodalösung  gewaschen  und  nach 
einander  aus  Alkohol  und  aus  Aether  umkrystallisirt.  Beim  Ver- 
dunsten der  ätherischen  Lösung  wurde  der  Ester  in  grossen, 
monoklinen  Krystallen  erhalten.  Schmelzpunkt  69  bis  70°. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

*„  (corr. 
Grad 

Grad 

On  - 
Grad 

cal. 

Correction 
i.Feu.HNOj 

cal. 

1,0314 
0,8981 
0,8786 

20,6350 
20,2814 
20,3937 

17,4428 
17,5032 
17,6747 

3,1922 
2,7782 
2,7195 

7980,5 
6945,5 
6798,8 

35,9  * 
31,1  * 
33,2* 

3. 
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314  F.  Stoiwann, 


Warmewerth 


der  Substanz 

pro  Grro. 

pro  Grm.  Mol. 

Mittel  =  400 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

2. 

3. 

7944,6 
6914,4 
6765,6 

7702.7 
7698.9 
7700.4 

2064,3 
2063,3 
2063,7 

100,03 
99,98 
100,00 

Mittel 

7700,7 

2063.8    f.  const.  Vol. 

2065,3    »     »  Druck. 
BüdungswUrrae     84,7    »  » 

Betelphenol  oder  Chavibetol. 

f  Cllt-Cll  :C//S1. 
CJIAOH  3.od.C40//lsO,  .    .    .  164. 

I O  Cfl3  4. 

Allyldioxybenzol-Monoraethylather. 

Priiparat  von  Bertram  &  Gildemkister  r.  Journ.  f.  prakl. 
Chcm.  [2],  XXXIX,  350. 

=  1,54205  bei  17°. 
Spcc.  Gew.  1,072  bei  15°. 


Bestimmung  des  Warmewerthes. 


Substanz  #M  (corr.; 
Grin.  Grad 

Grad 

»»  -  »i 

Grad 

*„-.'>.•  «00  c«rredion 
f.  Feu.ff.V0j 

cal.  cal. 

1. 

2. 
3. 

0,9543 
0,9207 
0,8694 

18,8056 
18,4664 
18,4609 

15,8105 
15,5685 
15,7218 

2,9951 
2,8979 
2,7391 

7980,8 
7244,8 
6847,8 

22,5 
26,1 
26,1 

Würmewerth 


der  Substanz 
cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.  Mol. 
cal. 

Mittel  =  4  00 

1. 

7473,4 

7831,3 

1284,3 

99,90 

• 

7248,7 

7840,4 

1285,8 

100,01 

3. 

6821,7 

7846.4 

1286,8 

100,09 

Mittel 

7839,4 

1285.7 

f.  const.  Vol. 

1286.9 

»     »  Druck 

Bildungswärme       67, 1 

»     »  » 

1)  Kür  0,0010  g  Russ  sind  8,1  cal.  als  Correction  in  Rechnung  gestellt. 
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Betelphenol-  oder  Chavibetolbenzoat. 

CHiCH:CHi  1. 
C6//JoöC'C6//6  3.  od.  Ct.H{fi03    .    .    .  268. 
[OC//,  4. 

Allyldioxybenzol-Benzol'saure-Monomcthylathcr. 

Präparat  von  Bertram  &  Gildkmeister.  Journ.  f.  prakt. 
Chem.  [2]  XXXIX,  351.  Glänzende  Blättchen.  Schmelzpunkt  49 

bis  50°. 

Bestimmung  des  Warme  werthes. 


Substanz 


i'.rm. 


»H  (corr.) 
Grad 


Grad 


—  *t 
Grad 


cal. 


Corrcction 
f.Feu.HN03 
cal. 


I. 

2. 
3. 
i. 


0.9303 
0^9400 
0,9131 
0,9127 


20,0004 
20,0790 
20,2828 
20,0901 


17,1834 
17,1739 
17,4548 
17,2617 


2,8770 
2,9051 
2,8280 
2,8284 


7192,5 
7262,8 
7070,0 
7071,0 


34,3* 
29,6* 
33,6* 
34,7* 


Warmewcrth 


1. 

2. 
4. 
4. 


der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  Grm.  Mol. 

Mittel  =  <00 

cal. 

cal. 

cal. 

7158  2 

7694,5 

2062,1 

99,91 

7233^2 

7694,9 

2062,2 

99,92 

7036,4 

7706,1 

2065,2 

100,06 

7036,3 

7709,3 

2066,1 

100,10 

Mittel 

7701,2 

2063,9     f.  const.  Vol. 

2065,4  » 

»  Druck. 

Bildungswarme       84,6  » 

»  » 

Methyleugenol. 

(CHt-C!l:CHt  1. 
(\  //,  ]  O .  C//3  3 .    oder  Cu  //M  Ot 

(OC7/, 

Allyldioxybenzol-Dimethylather. 
Präparat  von  Eykman. 
Farblose  Flüssigkeit. 
Siedepunkt  251,3°  bei  749  mm  Druck. 

182°      »106    n  „ 


178. 


310  F.  Stohmann, 


Bestimmung  des  Wäruiewerthes. 


Substanz 

*n(corr.) 

Correclioü 
t.Feu.HNO, 

Grm. 

Grad 

Grad 

Grad 

cal. 

cal. 

4. 
2. 

3. 

0,7638 
0,9993 
0,9523 

47,4932 
19,1302 
18,5740 

14,9841 
4  5,8474 
45,4466 

2,5124 
3,2828 
3,1274 

6280,3 
8207,0 
7848,5 

23,8 
24,2 
22,1 

Wärme  werth 


der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  Grm.  Mol. 

Mittel  =  400 

cal. 

cal. 

Cal. 

4. 
2. 
3. 

6256,5 
8182,8 
7796,4 

8194,3 
84  88,5 
84  86,9 

1458,4 
4  457,6 
1457,3 

1 00,03 
1 00,00 
99,98 

Mittel       8188,9  1457,6    f.  const.  Vol. 


4  459,4     »     »  Druck. 
Bildungswärme       57,9    »     »  » 


Safrol. 

f  67/.  •  67/  :  67/t    I . 
<V'3    °>>r//  3-    «der  Cl0//10Ot      .    .  162. 

Allvldioxybenzol-Methylcnäther. 

Zu  den  Bestimmungen  1  bis  3  diente  ein  Präparat  von  Herrn 
Ktkman. 

Siedepunkt  bei  759  mm  Druck  =  233°. 

»  »  4  06  »       »     =  4  63°. 

Zu  der  Bestimmung  4  diente  ein  Präparat  von  Schimmeid  Co. 
Spec.  Gew.  4,408  bei  45°. 

nj)  =  4,53836  bei  4  7°  nach  Bestimmungen  von  Dr.  Gildk- 

MF.ISTER. 

Die  Uebereinstimmung  der  Verbrennungs wärmen  beider 
Präparate  beweist  die  Reinheit  derselben. 


Digitized  by  Google 


Calorihktrisciik  Untbrsicuungbn. 
Bestimmung  des  Wilrmewerthes. 


:U7 


Substanz 

i 
■ 

*„(corr.) 

~  t7! 

»?n—  5y  2500 

Corrcction 
f.Feu.HNOz 

Grm. 

Grad 

Grad 

Grad 

cal. 

cal. 

1.  0,9500 

2.  0,9960 
:{.  0,9264 
i.  1,0767 

19,6604 
18,7316 
18,3137 
18,5699 

16,7359 
15,6620 
15,4601 
15,2510 

2,9245 
3,0696 
2,8536 
3,3189 

7311,3 
7674,0 
7134,0 
8297,3 

22,9 
23,9 
22,1 
27,5 

Würmewerth 


der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  Grrn.  Mol. 

Mittel  =  100 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

r  7288,4 

7672.0 

1242,9 

99,93 

2. 

7650,1 

7680,8 

1214,3 

100,04 

3. 

7111,9 

7676,9 

1243,7 

99,99 

4. 

8269,8 

7680,7 

1244,3 

100,04 

Mitlei 

7677,6 

1243,8    f.  const.  Vol. 

1244,7  ». 

»  Druck. 

Bildungswünnc       40,3  » 

»  » 

c\,  II 


oder  Ciil!lAOi 


222. 


Apiol. 

C//s  •  Cll :  C7/2 

O  •  C7/, 
l  O  •  CH3 

AllyUctraoxybenzol-Melhylendimothyläthcr. 
In  schönen  Nadeln  krystallisirtes  Präparat  von  Schimmel  &  Co. 
Schmelzpunkt  29,5  bis  30°. 

Bestimmung  des  Wiirmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

£„(corr.. 
Grad 

», 
Grad 

1>H   —  *| 

Grad 

cal. 

Corrcction 
UFcu.HNO, 

cal. 

0,8224 

19,3836 

17,1523 

2,2313 

5578,3 

21,1 

3.  ,0,7998  |  19^4031   17/241  ^  «jl617  \  5404^3 


21,1 
20,7 
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318  F.  Stohmann, 


Wärmewerth 


der  Substanz 

pro  Gnu. 

pro  Grm.  Mol. 

Mittel  =  100 

cnl. 

cal. 

1. 

• 

3. 

5557,2 
5328,2 
5398,2«) 

6757,3 
6746,2 
6749,4 

1500,1 
1497,7 
1498,4 

100,09 
99,93 
99,08 

Mittel       6751,0  1498,7     f.  const.  Vol. 

1499,6      »      »  Druck 
Bildungswarme       111,4      »     »  • 


Anethol. 

C<"Ao'cn'l  C'''    Ii    oder  C,.//„0      .  H8. 
Propeny  Iphcn  y  1-Methy  1  ä  ther. 
Präparat  von  Schimmel  &  Co. 
Nach  Bestimmungen  von  Dr.  Gildhmeistkr  : 
nD  =  1,561 49  bei  18°. 
Spcc.  Gew.  0,986  bei  25°. 
Schmelzpunkt  21°. 


Bestimmung  des  Wärme werthes. 


Substanz 

>%,  (corrJ 

»n  —  »t 

«500 

Correction 
f.fVu.  HS0, 



Cum. 

Grad 

Grad 

Grad 

cal. 

cal. 

1. 

2. 
3. 

0,9343 
0,9943 
1,0222 

20,9363i  17,5850 
21, 4428 | 17,8777 
1 8,51 52  i  14,8539 

3,3513 
3,5651 
3,6613 

8378,3 
8912,8 
9153,3 

27,9 
24,1 
21,0 

Wärincwerth  des  festen  Anethols 


der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  Grm.  Mol. 

Mittel  =  400 

cal. 

cnl. 

cal. 

1. 

2. 
3. 

8350,4 
8888,7 
9132,3 

8937,6 
8939,7 
8934,0 

1322,8 
1323,1 
1322,2 

100,01 
100,03 

99,96 

Mittel       8937,1  1322,7    f.  const.  Vol. 

1324,2    »>     »  Druck. 
Bildungswilrme       29,8    »      »  » 


4 )  Kür  0,00 1 8  Grm.  Russ  sind  1  4,6  cal.  als  Correction  in  Rechnung  gestellt. 
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Isoengenol. 

Cll :  Cll  •  67 


(  Ii  :  Cll  Cll,  1. 

O  C//,  3.    oder  (\JI{i(\   .    .    .    4  04. 

O//  4. 


PropenyIdiox\ benzol -Monomolhyllither. 

Präparat  von  Haarmann  &  Reimer.  Zu  den  Bestimmungen 
I  und  2  diente  das  von  Haarmann  &  Heimer  erhaltene  Präparat. 
Dasselbe  wurde  ausserdem  von  uns,  unter  Absonderung  des 
liierst  und  des  zuletzt  Ubergehenden  Antheiles,  im  Vacuum  de- 
slillirt.  Von  dem  mittleren  Antheil  wurden  die  Verbrennungen 
3  und  4  ausgeführt.  Die  Uebereinstimmung  der  Zahlen  beweist 
die  Gleichartigkeit  des  ganzen  Präparates. 

Der  Brechungsexponent  wurde  auf  unser  Ansuchen  von 
Dr.  Gildbmeister  bestimmt  und  ergab  sich  zu  =  1,5734  8 
bei  10°. 

Spec.  Gew.  1,083  bei  21,4°. 


Bestimmung  des  Würmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

*M  (corr.: 
Grad 

Grad 

,'/„  —  .7, 
Grad 

.>„—.?,.  2 5 Uli 
cal. 

Correclion 
f.  he  u.  HSOs 

cal. 

1. 
1 

3. 
4. 

0,9308 
1,0454 
1,0576 
0,8830 

19,2237 
19,6743 
18,6849 
18,2719 

10,3100 
16,4061 
15,3801 
15,5129 

2.9077 
3,2682 
3,3048 
2,7590 

7269,3 
8170,5 
8262,0 
681)7,5 

23,9 
26,6 
24,3 
25,3 

Wärmewertb 


der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  Grm.  Mol. 

Mitlel  =  100 

cal. 

cal. 

Gal. 

1. 

7245,4 

7784, 1 

1276,6 

99,97 

2. 

8143,9 

7790,2 

1277,6 

1 00,05 

3. 

8237,7 

7789,0 

1277,1 

100,04 

4.  1  6872,2 

7782,8 

1  276,1 

99,96 

Mittel 

7786,0 

1276,9    f.  const.  Vol. 

1278,1  » 

»  Druck. 

Bildungswärme       75,9  » 

j»  «> 
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F.  Stohmann, 


i 


Isoengenolacetat. 

CIf:CH-CHt  1. 

O-CH.  3.  oder  CltHi%Ot 


206. 


OOCCIfs  4. 


Propenyldioxybenzol  -  Monomelhyl  -  Essigsäureäther. 
Präparat  von  Haarmann  &  Reimer,  wurde  von  uns  noch 
zweimal,  zuerst  aus  Aether,  dann  aus  einer  Mischung  von  Benzol 
und  Petroleumäther  umkrystallisirt,  wobei  es  in  prachtvollen 
Krystallen  erhalten  wurde.  Schmelzpunkt  79  bis  80°. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 

K  (corr.) 

Corrcclion 
f.  Feu.  HNOl 

Grra. 

Grad 

Grad 

Grad 

cal. 

cal. 

4. 

2. 
3. 

0,9375 
0,9628 
4,0395 

19,1982 
19,4044 
19,1810 

16,4782 
16,61  13 
16,1639 

2,7200 
2,7931 
3,0171 

6800,0 
6982,8 
7542,8 

32,7* 
30,6* 
29,3* 

Wärme  werth 


der  Substanz 

pro  Gnn. 

pro  Grm.  Mol. 

Mittel  =  400 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

2. 
3. 

6767,3 
6952,2 
7513,5 

7218,4 
7220,8 
7227,9 

1  487,0 
1487,5 
1488,9 

99,95 
99,98 
100,08 

Mittel  7222,3  1487,8    f.  const.  Vol. 

1189,0    »     »  Druck. 
Bildungswärme     122,0    »     »  » 


Isocngeuolbcnzoat. 

|C//:67/.C//3  1. 
CJlAo-Cjr,  3.  oder  CM//I60,    .    .  268. 

[OOCCJIt  4. 

Propenyldioxybenzol -Monomethyi-Benzoösäureäther. 

Das  Präparat  wurde  von  uns  auf  gleiche  Weise  dargestellt 
wie  das  Eugenolbenzoat.  Aus  Aether  krystallisirt  der  Ester  in 
kleinen  Prismen.  Schmelzpunkt  4  03  bis  404°. 
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Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


1 

Substanz  &n  (corr.) 
Grm.    |  Grad 

Grad 

»n  — 
Grad 

2500 

cal. 

Correction 
f.  Feu.  HNO, 

cal. 

1. 

Q 

:i. 

1,0042 

0,9850 
0,9970 

20,3798 
20,2578 
19,5114 

17,2900 
17,2239 
16,4415 

3,0898 
3.0339 
3^0699 

7724,5 
7584,8 
7674,8 

30,2* 
30,6* 
29,8* 

Wärmewerth 


der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  Grm.  Mol. 

Mittel  =  4  00 

= 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

7694,3 

7662,1 

2053,4 

99,94 

t 

7554,2 

7669,2 

2055,3 

100,04 

3. 

7645,0 

7668,0 

2055,0 

100,02 

Mittel 

7666,4 

2054,6    f.  const.  Vol. 

2056,1  » 

»  Druck. 

Bildungswärmc       93,9  » 

»  » 

Methylisoengenol. 

f  CH  :  Cll  •  C//s  1. 
CJlJo.CIl,  3.    oder  Cu  Hl4  04  .    .  178. 

[  O •  C//,  4. 

Propenyldioxybenzol  -  Dimethylatber. 

Präparat  von  Herrn  Eykhan. 

Farblose  Flüssigkeit. 

Siedepunkt  267°  bei  765  mm  Druck. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

*»(corr.) 
Grad 

*. 
Grad 

*n  - 

Grad 

K—&\- 2300 
cal. 

Correction 
f.Feu.HN03 

cal. 

I.  0,9862 
l.  0,8936 
».  0,7863 

19,1741 
18,2827 
19,0037 

15,9581 
15,3652 
16,4415 

3,2160 
2,9175 
2,5622 

8040,0 
7293,8 
6405,5 

25,5 
24,9 
22,4 
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Wärmewerth 


der  Substanz 

■  ~k  PA      I  -  •*  1  ^  % 

p  TO  Ii  l  III . 

pro  Gnn.  Mol. 

Mittel  =  400 

1. 

8014.5 

8126.6 

1446,5 

100,00 

2. 

7268,9 

8134,4 

1447,9 

100,10 

3. 

6383.1 

8117,9 

1445,0 

99,90 

Mittel 

8126.3 

1 446,5    f.  const.  Vol. 
1448.0     »      »  Druck. 

Bildungswarmc       69,0    »     »  « 
Aethylisoeugenol. 

|  CU  :  C//  •  C//3  1 . 
CrW,    O  C//,  3.    oder  C\ 4f/lfi  0„  .    .    .  191 

l0C4//5  4. 
Propenyldioxybenzol-Methyläthylatber. 

Präparat  von  Herrn  Eykman. 
Farblose  Kry stalle,  Schmelzpunkt  150°. 
Siedepunkt  273°  bei  767  mm  Druck. 
»        201°   »  106    «  » 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 

#M(corr. 

,7yJ  —  .7, 

■7,,—  .7,-  25  00 

CorrecUon 
t.Feu.HSO. 

Grm. 

Grad 

Grad 

Grad 

cal. 

cal. 

1. 

2. 
3. 

1,0310 
0,9149 
1,0075 

19,9004 
19,8974 
19,5857 

16,4538 
16,8359 
16,2134 

3,4466 
3,0615 
3,3723 

8616,5 
7653,8 
8430,8 

21,7 
23.5 
25.1 

Warmewerth 


der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  Grm.  Mol. 

Mittel  =  «Oö 

cal. 

cal. 

Ca). 

1. 

8591,8 

8333.5 

1600.0 

99.94 

■ 

7660,3 

8340,0 

1601  3 

100,01 

3. 

8405,7 

8343. 1 

1601,9 

100,05 

Mittel       8338,9  1601,1     f.  const.  Vol. 

1602.9     »     n  Druck. 
Bildungswärme       77,1     ■>  » 
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Isosafrol. 

( CH :  CH  •  CH, 
Cfi//,|0>c//  oder  C10//10O4  .    .  162. 

Propenyldioxybenzol-Methylenather. 

Präparat  von  Schimmel  &  Co. 

Nach  Bestimmungen  von  Dr.  Gildemb ister  : 

nIt  =  1,57975  bei  17°. 

Spec.  Gew.  1,1267  bei  15°. 

Siedepunkt  252  bis  253°. 

Schmelzpunkt  8  bis  9°. 

Das  in  der  Fabrik  von  Schimmel  &  Co.  in  grossem  Maass- 
stabe dargestellte  Isosafrol  hat  unzweifelhaft  einen  hohen  Grad 
an  Reinheit,  wie  sich  aus  seinem  thermischen  Verhalten  ergiebt. 
Ob  dasselbe  aber  als  absolut  rein  zu  betrachten  ist,  kann  zweifel- 
haft erscheinen,  da  von  Dr.  von  Heydens  Nachfolger  ein  Isosafrol 
mit  dem  Schmelzpunkte  33°  dargestellt  wird.  Letzteres  Präparat 
haben  wir  noch  nicht  erhalten  können. 


Bestimmung  des  Warmewerthes. 


i 

Substanz  ■  &n  (corr.j 

i 

&n  —  »{ 

#r2500 

Correction 
f.Feu.HN03 

Grm.  Grad 

Grad 

Grad 

cal. 

cal. 

1 

»  * 

2. 
3. 

0,9360  18,7206 
0,9661  18,8813 
1,0264  |19,8919 

15,8623 
15,9307 
16,7534 

2,8583 
2,9506 
3,1385 

7145,8 
7376,5 
7846,3 

22,9 
23,1 
21,9 

Wärmewerth  des  flüssigen  Isosafrols 


der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  Grm.  Mol. 

Mittel  =  1 00 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

7122,9 

7609,9 

1232,8 

99,94 

2. 

7353,4 

7611,4 

1233.0 

99,96 

3. 

7824,4 

7623,1 

1234.9 

100,11 

Mittel 

7614,8 

1233,6    f.  const.  Vol. 

1234,5  » 

»  Druck. 

Bildungswürmc      50.5    »     »  ■> 


lUtb.-pbys.  Cl^se.  18t>2.  $i 
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Asaron. 

c>l''w"-c'l\  "'  oder  •  •  i08 

Propenyltrioxybenzol-Trimethyläther. 
Schön  kryslallisirtes  Präparat  von  Schimmel  &  Co. 
Schmelzpunkt  59  bis  60°. 

Bestimmung  des  WHrmewerthes. 


1         !      ;corr.)  '      »x        »n  —  ! 


2500 


Grm. 


Grad 


Grad  Grad 


cal. 


Correclion 
(.Fe».HS02 

cal. 


1. 

2. 
3. 


0,9382  i  19,5911 


0,8222 
0,9220 


19.8645 

20,2622 


16,7413  2,8498 
17,3609  2,1)006 
17,41)48;  2,8074 

Wiirmewerth 


7124,5 
6254,5 
7018,5 


25.9 
23.1 
26.2 


der  Sulislnnz 

pro  Grm. 

pro  Grm.  Mol. 

Mittel  =  <  00 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

7098.0 

7566.2 

1 573,8 

99,90 

2. 

6228,4 

/  5 1  5 ,  3 

1575.7 

400,02 

3. 

6992.3 

7578,9 

1576.4 

100,07 

Mittel 

7573.5 

1575.3  f. 

const.  Vol. 

1576.8  » 

»  Druck. 

BildungswHrmc 


103,2 


Isapiol. 

C//:C//.C//3 

0>C//*  0der   CitHi404  .  . 

O  •  C//, 
O  •  C//3 

Propen  vi  tetraoxybenzoI-Melhjlendimclhyliilher. 
In  feinen  Nadeln  kryslallisirtes  Priiparat  von  Herrn  Kykiav 
Siedepunkt  210°  bei  68  mm  Druck. 
Schmelzpunkt  54  bis  55". 

Bestimmung  des  Warmewerlhcs. 


Suhstau/ 

//„(corr.J 

»H-  ,'/, 

—  2500 

Grm. 

Grad 

Grad 

Grad 

ral. 

1. 

2. 

1,0123 
0,8281 

19,1261  !  16,3174 
18,7549  |  10,5231 

2,8087 
2.2318 

7021,8 

5579,5 

Gorrection 
f.  />  u.  «XO, 

cal. 

33,4* 
29.8* 
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Wärmewerth 


der  Substanz 

pro.  Grm. 

pro  firm.  Mol. 

Mittel  =  100 

col. 

cal. 

col. 

6988,4 

6704,8 

1488,5 

100,02 

«• 

5549,7 

6701,7 

1487,8 

99,98 

Mittel  6703,3  1 488,1    f.  consl.  Vol. 

1489,0    »     »  Druck. 
Bildungswärme     122,0    »     »  » 


Anisol. 

Cfi  //5  •  O  •  C//3  oder  C7//sO  ....  108. 
Phenylraethylilther. 
Zu  den  Untersuchungen  diente  dasselbe  Präparat,  welches 
zu  unseren  in  Abhdlg.  XI r  mitgetheiltcn  Bestimmungen  benutzt 
ist,  nachdem  dasselbe  noch  einmal  rectificirt  worden  war.  Für 
seinen  Wärmewerth  hatten  wir  früher,  beim  Verbrennen  im 
Lämpchen  bei  gewöhnlichem  Druck  901,3  Cal.  gefunden. 


Bestimmung  des  Wärmewerlhes. 


Substanz 

»n  fcorr.) 

&n  —  *i 

— ,'A,-2o00 

Correction 
f.  Fr  U.//.VO, 

Grm. 

Grad 

Grad 

Grad 

cal. 

cal. 

1. 

i. 
3. 

1.0484 

0,8530 
0,9722 

20,8774 
19,5385 
16,6611 

17,3609 
1 6,6791 
13,3975 

3.5  1  65 
2,8591 
3,2666 

8791.3 
7148,5 
8166,5 

2i.6 
19,0 
21,1 

Würmewerth 


der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  Grm.  Mol. 

Miltel  =  100 

cal. 

cal. 

cal. 

1.  !     8776,4 4 j 

8371,2 

904,1 

99.95 

i 

7139,2») 

8369,5 

903,9 

99.93 

3. 

8152,7*) 

8385.8 

905,7 

100.12 

Mittel  8375,5  904,6    f.  consl.  Vol. 

905r5    »     »  Druck. 
Bildungswärme     28,5    »      »  » 


1}  Journ.  f.  prakt,  Cliem.  [2]  XXXV,  23. 

i)  Für  0,0012  «  Russ  sind  9,7  cal.  als  Correction  in  Rechnung  gestellt. 
3;     ».    0.0013  »     »       »  10,6    »     »  »         »  » 

4)     »    0,0009  »     i>       »     7,3    n     »  i*         »         >•  » 

22* 
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Uebersicht. 


Mol. 


Wärmewerth 

I  Druck 


Vol.  const 


proGrm. 
Cal. 


i  const.  | 
pro  Grm.  Mol 
Cal.  Cal. 


AUylderivate. 
Methylchavicol  . .  . 

Eugenol  

Eugcnolacctat .... 
Eugenolbenzoat. .  . 

Betelphenol  

Betelphenolbenzoat 

Methyleugenol  

Safrol  

Apiol  

Propenylderivatc. 

Ancthol  

Isoeugenol  

Isoeugenolacetat  .  . 
Isoeugenolbenzoat 
Methylisoeugenol  . 
Aethylisoeugenol  . 

Isosafrol  

AsaroD  

Isoapiol  

Anisol  


C,0//4jO 
C,4//M04 


148 
164 

206 
268 
164 
268 
178 
162 
222 


148 


C17//ic03  268 


C10//14O4j164 
Clt#/MO„206 


178 
19? 
162 
208 
222 


rW/90  |108 


9010,5 
7839,7 
7268,6 
7700,7 
7839,4 
7701,2 
8188,9 
7677,6 
6751,0 


8937,1 
7786,0 
7222,3 
7666,4 
8126,3 
8338,9 
7614,8 
7573,5 
6703,3 

8375,5 


1333,6 
1285,7 
1497,3 
2063,8 
1285,7 
2063,9 
1457,6 
1243,8 
1498,7 

1322,7 
1276,9 
1487,8 
2054,6 
1446,5 
1601,1 
1233,6 
1575.3 
1488,1 

904,6 


1335,1 
1286,9 
1498,5 
2065,3 
1286,9 
2065,4 
1459,1 
1244,7 
1499,6 


1324,2 
1278,1 
1489,0 
2056,1 
1448,0 
1602,9 
1234,5 
1576,8  103,2 
1 489,0 1 122,0 


18,9 
67,1 

112,5 
84,7 
67,1 
84,6 
57,9 
40,3 

111,4 


29,8 
75,9 
122,0 
93,9 
69,0 
77,1 
50,5 


fest 

B 

flüssig 
fest 
flüssig 

D 

fest 


fest 
flüssig 
fest 
* 

flüssig 
fest 

flüssig 
fest 


905,5  j  28,5  flüssig 


Abgeleitete  Resultate. 
I.  Isomerie. 

1.  Eugenol  und  Betel  phenol,  welche  sich  nur  durch  die 
Stellung  der  Melhoxyl-  und  Hydroxylgruppe  von  einander  unter- 
scheiden, haben  genau  gleichen  Wilrmewerth: 
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Eugenol  . 
Betel  phenol  . 


4286,9  Cal. 
1286,9  » 


Eugenolbenzoat.    .    2065,3  Cal. 
Betelphenolbenzoat    2065,4  » 

2.  Der  Würniewerth  der  isomeren  Allyl-  und  Propenyl- 
verbindungen ist  wesentlich  verschieden  und  zwar  derart,  dass 
die  Allylverbindungen  regelmässig  einen  erheblich  höheren 
Wärmcwerlh  besitzen,  als  die  Propenylverbindungen: 


Melbylchavicol. 
Ancthol .    .  . 

Eugenol .  .  . 
Isoeugenol  .  . 


C. 


HitO 
Cl§#/„0 


1335,1  Cal. 


10,9  Cal. 


Eugenol ace tat .  .  C, 
Isoougenolacetat  .  Ci 

Eugenolbenzoat  .  Cx 
Isoeugenolbenzoat  Cx 

Methyleugenol.  .  CK 
Methylisoeugenol .  C{ 

Safrol  .  .  .  .  CK 
Isosafrol.    .    .    .  Cx 

Apiol  .  C{ 

Isoapiol.    .    .    .  C, 


ll.JK 


14 


"„0, 

irttot 

u,tot 

",„«, 

H„0, 
ff.«». 


9.5  Cal. 


1324.2  . 

1286,9  Cal.) 

1278,1    »    /   8,8  Cdl 

1  498,5  Cal.  \ 

1489.0  »  I 

2065.3  Cal.  \ 

2056.1  »   /  J>sl'a■• 

1459,1  Cal.  \  ..  .  „  . 
1448,0   »  /  Cal 

:sg t  >  <«■'  «• 


Sämmtliche  Beobachtungen  bestätigen  daher  die  oben  S.  308 
ausgesprochene  Voraussetzung,  dass  die  labilen  Allylverbin- 
dungen einen  höheren  Energiegehalt  besitzen  als  die  stabilen 
Propenylverbindungen.  Da  hier  die  Oxybenzoläther  und  deren 
Benzoate  und  Acetate  ein  ganz  gleiches  Verhalten  zeigen ,  und 
da  ein  ganz  gleiches  Verhalten  bei  allen  bislang  untersuchten 
isomeren  Säuren,  ferner  bei  isomeren  Glyceriden  beobachtet 
worden  ist,  so  lässt  sich  aus  diesen  Thalsachen  das  allgemeine 
Gesetz  ableiten : 

Isomere  Körper,  welche  in  einer  labilen  und  in  einer  stabilen 
Form  auftreten,  gehen  unter  Energieverlust  in  die  stabile 
Form  Uber. 
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Es  durfte  vielleicht  nicht  zu  gewagt  erscheinen,  wenn  man  den 
Ueberschuss  an  Energie ,  welchen  die  eine  Gruppe  von  Körpern 
im  Vergleiche  zu  den  anderen  enthalt,  als  die  Ursache  ihrer 
Labilität  bezeichnen  wollte. 

Diese  Vermulhung  findet  eine  weitere  Bestätigung  in  dem 
Verhalten  isomerer  Zuckerarten.  Von  den  Aldosen  wird  Glucose 
äusserst  leicht  von  Hefe  angegriffen,  während  Galactose  schwer 
in  Gährung  zu  bringen  ist.  Erstere  stellt  daher  wegen  der  grös- 
seren Leichtigkeit,  mit  welcher  die  Atome,  durch  den  von  der 
Hefe  gegebenen  Anstoss ,  in  Bewegung  gerathen ,  eine  labile, 
letztere  eine  stabile  Form  dar.  Von  den  Ketosen  vergährt  Fruc- 
tose  äusserst  leicht,  Sorbinose  ist  der  Gährung  nicht  fähig.  In 
beiden  Fällen  hat  die  labilere  Form  den  grössten,  die  stabilere 
Form  den  geringeren  Euergiegehalt ,  wie  aus  unseren  Bestim- 
mungen in  Abhdlg.  XXVI ')  hervorgeht : 

labil  Glucose     673.7  Cal.  \ 

,o  Lal. 


stabil  Galactose  601) 

labil  Fructose   675,9  Cal.  \  „  _ 
stabil  Sorbinose  668,6   »   /  /J  CaL 

Von  grossem  Interesse  würde  es  sein,  das  physiologische 
Verhalten  der  Allyl-  und  Propenyl  -Verbindungen  weiter  zu 
sludiren.  Auf  Grund  des  gänzlich  verschiedenen  Verhaltens  der 
Salicylsäurc  und  der  Paraoxybenzoösäure  ist  zu  erwarten,  dass 
Eugenol  und  Isoeugenol,  dass  Safrol  und  Isosafrol  u.  s.  w.  ähn- 
liche Beziehungen  zeigen  werden  wie  Salicylsäurc  und  Paraoxy- 
benzoösäure. 

3.  Die  labilen  Allylverbindungen  besitzen  geringeres  speci- 
lisches  Gewicht  und  geringeres  Befraclionsvermügen.  als  die 
stabilen  Propenyl  Verbindungen.  Diese  Thatsachen  sind  durch 
die  oben  erwähnten  Untersuchungen  von  Kykmvn  erwiesen. 

i.  Die  labilen  Allyl-Verbindungen  haben  einen  tiefer  liegen- 
den Schmelzpunkt  als  die  stabilen  Propenyl -Verbindungen: 

Methylchavicol  .    .  flüssig 
Anethol    .    .    .  .21° 

Isoeugenol'    !    !   )  nur  in  flüssiger  Form  bekannt. 


1)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [i]  XIA,  339. 
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Eugcnolacetat    .    .  28,5° 
Isoeugenolaeetat.    .  79  bis  80° 


Eugenolbenzoat .    .  69  bis  70° 
Isoeugenolbenzoat  .  103  bis  104 


Safrol  1 1  bis  1 2° 

Isosafrol   ....  33° 

Apiol  29,5  bis  30° 


Isoapiol    ....  54  bis  55°. 

Die  hier  in  Betracht  kommenden  Körper  zeigen  daher  das- 
selbe Verhalten  wie  die  Siiuren  ,  Glyccride  u.  s.  w.  Auch  bei 
diesen  liegt  der  Schmelzpunkt  der  labilen  Form  regelmässig 
niedriger  als  bei  den  stabilen  Formen. 

5.  Labile  Sauren  haben ,  entsprechend  ihrem  höheren  Ge- 
halte an  Gesamratenergie,  grössere  chemische  Energie  als  die 
stabilen  Säuren.  Wir  haben  dieses  früher  bereits  für  MalcYnsäure 
und  Fumarsäure  erwiesen  (Abhdlg.  XX  •)  und  werden  in  einer 
spateren  Abhandlung  noch  eine  Fülle  von  weiterem  Beweis- 
material  erbringen. 


Die  Vertretung  des  Wasserstoffs  durch  Hydroxyl  ist  von 
uns  bereits  mehrfach  ermittelt.  (Vgl.  Abhdlg.  XXVI2).  Von  den 
hier  vorliegenden  Körpern  sind  MethylchaN  ieol  und  Eugenol 
(beide  flüssig),  und  Anethol  (fest;  und  Isoeugenol  (flüssig)  mit  ein- 
ander zu  vergleichen : 


II.  Bildüngswärmeu. 
1.  Reaction:  —  II  +  Uli. 


Methylchavicol  C10//14O  . 

Eugenol     .    .  Ci9lltt()t  . 

Anethol.    .    .  CtftlltiU  . 

Isoeugenol.    .  Ci0llitUt  . 


.  1324,2  \ 
.   1278,1  I 


.  1335,1 
.  1286,9 


-  48,2  Gal. 


—  46,1  Gal. 


Ii  Journ.  f.  prakt.  Cliem.  [t  XL,  358. 
2j  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [ij  XLV,  349. 
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Die  kleine  Verschiedenheil  war  in  der  beobachteten  Rich- 
tung zu  erwarten,  da  der  Werth  des  Anethols  durch  den  Betrag 
der  Schmelzwärme  beeinflusst  wird. 

Die  hier  gefundenen  Werthe  der  Hydroxylgruppe  stimmen 
völlig  mit  früheren  Beobachtungen  Uberein. 

2.  Reaction :—//-{-  C//8  •  CU  :  67/t 
und  —  //  +  CU  :  CU  •  CU3 

Der  Vertretungswerth  der  AUylgruppe  ergiebt  sich  aus  dem 
Vergleiche  des  Phcnylmethyläthers  mit  dem  Methylchavicol,  der 
der  Propenylgruppe  leitet  sich  aus  dem  Vergleiche  des  Phenyl- 
methyläthers  mit  dem  Anethol  ab : 

Methylchavicol.    .    Cl0UitO  .    .  1335,1  \ 
Phenylmethyläther    C,  //„  0  .    .    905,0  f  1jHU 

Anethol.    .    .    .    C1Q//lfO  .    •  *324,8) 
Phenylmethyläther  C,  //„  O  .    .    905,5  /  Ml' 

Es  betrügt  daher  der  Vertretungswerth  der 

AUylgruppe  459,0  Cal. 

Propenylgruppe    .    .    .    418,7  » 

Hiernach  ergeben  sich  für  die  substituirten  Oxybcnzole,  welche 
als  die  Muttersubstanzen  der  uns  in  dieser  Abhandlung  beschäf- 
tigenden  Verbindungen  zu  betrachten  sind,  folgende  Werthe : 


Allylphenol  ....  C(J//10O 

Propenylphenol  .    .    .  CvIIi0() 

Allylbrcnzcatechin .    .  <V/40Ö4 

Propenylbrenzcatechin  Illf)  04 

Propenylpyrogallol.    .  Cy//l0O3 


1162.1  Cal. 

1151.2  » 

1114.8  » 

1103.9  » 
1057,7 


3.  Aetherbildung. 

Die  Bildung  von  Aethern  aus  Phenolen  und  einsaurigen 
Alkoholen  der  aliphatischen  Reihe  haben  wir  schon  früher  studirt 
(Abhdlg.  XII 

Wir  benutzen  hier  zur  Berechnung  der  Bildungswärmen 
ausser  den  in  dieser  Abhandlung  sich  findenden  Zahlen  folgende 
Werthe : 


1 )  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [i]  XXXV,  33. 
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Phenol  CJ{G0  .  .  .  732,5  Cal.  >j 
Methylalkohol  C//40  .  170,6  »  *) 
Aethylalkohol  Ct  //,.  0.    325,7    »  >) 

Darnach  ergeben  sich  folgende  Beziehungen: 

Bildung  des  Phenylmethyläthers : 

Phenol  C6H0()    ....    732,5  Cal. 
Methylalkohol  C//4Ü    .    .    470,6  » 

903,4  Cal.  t  _24C. 
Phenylmethylather  C7//gO    905,5    »  /    '  z>  u 

Bildung  des  MethyleugenoläÜiers : 
Eugenol  Ci0HiiOi  .    .    .  1286,9  Cal. 
Methylalkohol  C//4  0    .    .    170,6  » 

145^5Cal7 \  _ 
Methyleugenol  CiXllxlO%  .  1459,1    »>  /  ^ 

Bildung  des  IsoeugenolmeÜiylüthers : 
Isoeugenol  Cl9IftiOt   .    .  1278,4  Cal. 
Methylalkohol  C//4  O    .    .  170,6 

Tm/fCaT  | 
Methylisoeugenoläthcr  Ctl//HOt  1 448,0    »   /  ^  ' 

Bildung  des  Isoeugenoläthyläthers : 
Isoeugenol  Ci0HliOt   .    .  1278,1  Cal. 
Aethylalkohol  C4//cO  .    .    325,7  » 

1603,8  Cal.  I 

Isoeugenoläthylather  Cl4//16Os  1602,9    »   I  +  v'  W1, 

Während  nach  unseren  früheren  Untersuchungen  die  Bil- 
dung der  Phenolather  regelmassig  endotherm,  unter  Bindung  von 
ca.  6  Cal.  verlauft,  zeigen  vorstehende  Zahlen,  denen  wir  gegen- 
über den  früheren  unbedingt  den  Vorzug  einräumen,  dass  der 
Process  auf  der  Grenze  der  endothermen  und  exothermen  Vor- 
gänge steht.  Die  Bilduug  der  Phenolather  verlauft  daher  auf 
gleiche  Weise  wie  die  der  Aether  der  gewöhnlichen  Alkohole. 

2  Mol.  Aethylalkohol  2  Ct  //6  O    .    .    651,4  Cal.  \^ 

Aethyläther     6'4//10O   .    .    651,6    »  /      °>8  Cal* 


<}  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2],  XLV,  88«. 

2)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2],  XL,  348. 

3)  Blbtqelot  &  Matiünon,  Compt.  rend.  CX1V,  IH6. 
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Betrachtet  man  den  Mittehverth  dieser  Beobachtungen 
—  0,6  Cal.  als  durchschnittlich  der  Bildungswarme  der  Aether 
entsprechend,  so  lassen  sich  hiermit  und  mit  den  vorher  ge- 
wonnenen Werthen  die  Verbrennungswarmen  sämmtlicher  hier- 
her gehörenden  Verbindungen  berechnen . 

Allylphcnol-Methyläthcr. 

Allylphenol      Cy  //10O  1162,1  Cal. 

Methylalkohol  C  llA  0   .    .    .    .      170,6  » 
Bildungswärme   0,6  » 

Methy lcha vieol  CJ0//14O  berechnet    1333,3  Cal.  09,86 

gefunden     1335,1    »  100. 

ftupenylphenol-Melhyläther. 

Propenylphenol     C\  //|0O   .    .    .    1151,2  Cal. 
Methylalkohol       C  //4  O    .    .    .      170,6  » 
Bildungswarme   0,6  d 

Ancthol  Cio7/iä°  berechnet  1322,4~CaT.  09,86 

gefunden  1324,2    »  100. 

.  1  Uylbvcn  zcatevhin-Monomethylüther . 

Allylbrenzeatcchin  C\               .    .    1114,8  Cal. 
Methylalkohol        C   //4  O      .    .      170,6  » 
Bildungswürme   0,6  » 

Eugenol  //iaO, .berechnet  1286,0  Cal.  09,93 

gefunden   1286,9    »  100. 

Pnipenylbrenzcatevhin-MonomelhyUithcr. 

I>ro|)enylbrenzcatcchin  f'a  //40O,     .    1103,0  Cal. 
Methylalkohol              C  //4  0*     .      170,6  » 
Bildungswarme   0,6  » 

Isocugenol  ber-  ^  275,1  Cal.  99,77 

gefunden   1278,1    »  100. 

Allylbrcnzccitcchin-Dimelhylüther. 

Allylbrenzcatechin     Cv  /ll0Ot.    .    1114,8  Cal. 
2  Mol.  Methylalkohol  2  C  7/4  O  .    .      341,2  » 
Bildungswarme   1,2  >• 

Mcthyleugenol  »er.   1457,2  Cal.  99,87 

gefunden    1459,1    »  100. 
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Propenylbrenzcatech  in-Dimeth  ylälher. 

Propenylbrenzcatecbin  C0  //10O4   .  1103,9  Cal. 

2  Mol.  Methylalkohol  2  C  11,0    .  341,2  » 
Bildungswarme   1 ,2  » 

Methylisoeugenol         Cn//uOf  ber.  14*0,3  Cal"."  1MJ,88 

gefunden  1448,0   »  100. 

Pivpen  ylbren  zca  Lech  in  -Meth  yl  ü  Ihylii  th  er. 

Propen ylbrenzcatcchin  C„//1U(J4  .    .  1103,9  Cal. 

Methylalkohol             C  //4  O  .    .  170,6  » 

Aethylalkohol              C4      O   .    .  325,7  » 

Bildungswarme   1,2  * 

\cth\lisoeugenol  Clillupi  bor.  1601,4~Cal.  99,01 

gefunden  1602,9   »  100. 

Propenytpyrogallol-TrimethyUUher. 

Propcnylpyrogallol   CtJ  lfltOs    .    .  1057,7  Cal. 

3  Mol.  Methylalkohol  3  C            .    .  511,8  » 
Bildungswürme   1,8  » 

Asaron  ....  C14//Iß  O,   ber.     1571,3  Cal.  99,65 

gefunden    1576,8   »  100. 

Die  berechneten  Werthe  stimmen  daher  mit  den  gefundenen 
mit  grosser  Genauigkeit.  Die  kleinen  Abweichungen  liegen 
sa  in  ml  lieh  in  einer  Richtung.  Es  ist  daher  wahrscheinlich,  dass 
der  Miltelwertb,  welchen  wir  für  die  Bildungswärme  zu  —  0,6  Cal. 
angenommen  haben,  etwas  zu  gering  ist.  Würden  wir  denselben, 
dem  Durchschnitte  der  beiden  ersten  Beobachtungen  ent- 
sprechend, zu  —  2,0  Cal.  eingesetzt  haben,  so  würden  wir  fast 
absolute  Uebereinstimmung  zwischen  der  Rechnung  und  dem 
Befunde  haben. 


4.  Esterbildung. 

Die  Bildung  der  Benzoesäure-  und  der  EssigsUurc-Esler  der 
hierher  gehörenden  Verbindungen  ist  ein  endothermer  Process : 

Eugenol  (■■%üHi%0%   1286,9  Cal. 

Benzoesäure  6'7  Ht  04    ....     771,7  » 

2058,6    .  \  , 
Eugenolbenzoat  Cn//lti03.    .    .    2065,3   »  j 
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Betelphenol  C10  //lt  Ot  .  .  . 
Benzoesäure  C1ll0Oi    .    .  . 

Bctelphenolbenzoal  C17  //,0O3 

Isocugenol  C10//41O4  . 
Benzoesäure  C1H6Oi  . 

Isocugenolbenzoat  Ctl  //u  0,  . 

Eugcnol  f'10//lsOs  .... 
Essigsäure  (fest)  CtHi()t  .  . 

Eugenolacclat  G'lt//M03    .  . 

Isoeugenol  (\ „  llK 
Essigsäure  fest)  Ct  HA  ()t  . 


Isoeugenolacetal 


1286,9  Cal. 
771,7  »» 

2058.6  »  \ 

2065.4  »  / 

1278,1  Cal. 
771.7  » 

2049~8~  »)  ) 
2056,1    »  / 

1286,9  Cal. 
206,2  » 

1493.7  .>  \ 

1498.5  »  ( 

1278,1  Cal. 

206,2  » 

1484,3  »  ) 
1489,0   »  ( 


6,8  Cal. 


6,3  Cal. 


5,4  Cal. 


—  4,7  Cal. 


5.  Reaclion:  —  //  +  OC7/3. 

Safrol  und  Isosafrol  unterscheiden  sich  vom  Apiol  und  Iso- 
apiol  dureh  Ersatz  von  zwei  Wasserstoffatomen  durch  je  eine 
Methoxylgruppe.  Durch  Vergleichung  beider  finden  wir  den 
thermischen  Werth  obiger  Beaction. 


Apiol 
Safrol  £10//fUO, 


1 244*7  °f  j2X127)95  Cal 


Isoapiol  yy><    •    •    ]^,0Cal.j  2  X  127,25  Cal. 
Isosafrol  (lü//10O4    .    .    1234,5   »  /  ' 

Der  mittlere  Werth  der  Reaction  beträgt  daher  127,6  Cal. 

Wenn  diese  Reaction  allgemeinere  Gültigkeit  hat,  so  müssen 
wir  durch  Rechnung  den  Werth  des  Benzols  aus  dem  des  Anisols 
ableiten  können.  Nun  ist : 

Phenylmethyläthcr  C'ß  //6  •  O  •  C7/3    .  .  905,5  Cal. 

—  0-CH3  +  H  .  .  .  127,6 


Benzol.  .  .  C0 //,    berechnet    777,9  .  . 

gefunden    779,2  .  .  100. 


99,83 
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Bei  dieser  Uebereinstiramung  lässt  sich  die  Reaction  be- 
nutzen, um  den  Werth  für  andere  Verbindungen  zu  ermitteln, 
so  für: 

Allylbenzol  Cfl  //s  •  C3  //5 

Metbylchavicol  1335,1  —  127,6  =  Allylbenzol  1207,5  Cal. 
Methyleugenol  1 459,1  —  2  X  127,6  =        »        1 203,9  » 

Propenylbenzol  C6  Il6  •  C3  //5 

Anethol  .  .  .  1324,2  — 127,6  ==  Propenylbenzol  1 4  96,6  Cal. 
Melhylisoeugenol  1448,0  — 2X127,6=     »  1192,8  » 

Asaron    .    .    .  4576,8  —  3x127,6=     »  1195,0  » 

Allylphenol  C6  //4  •  C3  II,  -  0  II 
Eugenol  .    .    .  1286,9  -  127,6  =  Allylphenol  1159,3  Cal. 

Propenylphenol  Cti  II, .  C,  //5  •  0  // 
Isoeugenol   .    .  1 278,1  —  1 27,6  =  Propenylphenol  1 150,5  Cal. 

Aus  welcher  Verbindung  der  Werth  der  beiden  Benzole  auch 
abgeleitet  sein  möge,  so  ergiebt  sich  so  gut  wie  völlige  Ueberein- 
stimroung.  Für  die  beiden  Phenole  haben  wir  oben  (S.  330)  auf 
ganz  anderem  Wege  folgende  Werthe  gefunden : 

Allylphenol  .  .  1162,1  Cal. 
Propenylphenol  1151,2  » 

Also  auch  hier  Uebereinstimmung. 

6.  Würmewerth  des  Meth  y  lcnal  kohols. 

Der  Methylenalkohol  CH%  OH)i  ist  im  freien  Zustande  nicht 
existenzfähig.  Wir  können  seinen  Würmewerth  aber  mit  sehr 
angenäherter  Genauigkeit  aus  dein  des  Safrols  und  dem  des  Iso- 
safrols  ableiten. 

Safrol  ist  der  Methylenäther  des  Allylbrenzcatechins,  Iso- 
safrol  der  des  Propenylbrenzcatechins.  Wir  haben  daher  nur  die 
Annahme  zu  machen,  dass  die  Bildung  des  Aethers  aus  dem 
zweiwerthigen  Methylenalkohol  gleich  der  Reaction  sei,  bei 
welcher  2  Mol.  Aether  aus  einwerthigen  Alkoholen  entstehen, 
um  auf  ganz  analoge  Weise  aus  den  bekannten  Wiirmewerthen 
des  Aethers  und  des  Dioxybenzols  den  unbekannten  Werth  des 
Alkohols  abzuleiten,  wie  wir  früher  aus  den  bekannten  Wörme- 
werthen  des  Dioxybenzols  und  des  Alkohols  den  Werth  des 
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Aethers  berechnet  haben.   Und  da  dort  die  Rechnung  mit  der 
Beobachtung  Übereinstimmende  Grössen  ergeben  hat,  so  ist  auch 
hier  eine  sehr  angenäherte  Zahl  zu  erwarten. 
Nun  ist: 

Safrol    ....  4244,7  Cal. 

—  Allylbrenzcatechin  1114,8  » 

—  Bildungswärme   .       1,2  » 

Methylenalkohol       128,7  CaL 

Isosafrol   1234,5  Cal. 

—  Propenylbrenzcatechin  1103,9  » 

—  Bildungswärme     .    .       1,2  » 

Methylenalkohol    .    .    129,4  » 

Der  Wärmewerth  des  nächst  homologen,  des  Aethylenglycols. 
ist  281,7.*  !  Vergleichen  wir  diesen  mit  dem  Mittel  aus  beiden 
für  Methylenalkohol  berechneten  Werthen  129,0  Cal..  so  ergiebt 
sich  für  67/,  der  Werth  von  152,7  Cal.,  welcher  in  vollster  Leber- 
einstimmung  mit  dem  bei  den  ersten  Gliedern  homologer  Reihen 
beobachteten  Werthe  steht. 

7.  Wärmewerth  der  A Uy  1  alkohole. 

Auf  Grund  der  Reaction  —  //+  C3//5  =  429,6  Cal.  lässt  sich 
der  Wärmewerth  einer  Reihe  von  Allylalkoholcn  der  aliphatischen 
Reihe  berechnen.  Da  der  Werth  dieser  Alkohole  von  Longiinue 
direct  ermittelt  ist,  so  ist  der  rechnerische  Befund  mit  der  Be- 
obachtung vergleichbar. 

a.  Bildung  des  Allylalhohols  C,//6.  0//=  tf40  —  //+  CJI, . 

Nach  dieser  Gleichung  müsste  der  Wärmewerth  des  Alhl- 
alkohols  gleich  dem  Vertretungswerthe  des  Allyls  sein,  da  die 
Verbrennungswärme  des  Wassers  gleich  Null  ist.  Es  ergieht  sich 
aber  beim  Studium  aller  Alkohole,  dass  der  darin  enthaltenen 
Hydroxylgruppe  ein  bestimmter  positiver  Werth  zukommt,  dessen 
Grösse  x  zu  ermitteln  ist.  Wir  finden  den  Werth  von  .r,  indem 
wir  in  die  Gleichung  : 

<y/6  •  Oll  =  IftO  -  //  +  f4//5  +  x 


\\  Jnurn.  f.  prakt.  Cliem.  [21,  XLV,  327. 
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die  bekannten  Grössen  einsetzen.  Der  Werth  für  (\  //B  •  Oll  ist 
325,7  Cal.,  der  Werth  für— //5  ist  =  2X156,6  =  31 3.2  Cal. 
Wir  haben  daher 

sc  =  12,5  Cal. 

Daher  wird  der  Werth  für  C^If.  Oll  = 

HtO   0,0  Cal. 

-//  +  C,//5    .    .    .    429,6  » 
H-fiC  12,5  » 

C,  //r>  •  0//  berechnetT42,1  Cal.  99,86 
AI lylalkohol  gefunden  442,7   »  100. 

b.  Bildung  des  Allyldimelhylcurbinoh 
CJt{iO  =  CHiCHJi'OH—  II  -f-  C3//5. 

Wir  leiten  diesen  Alkohol  vom  Isopropylalkohol  ab,  indem 
wir  ein  Atom  Wasserstoff  durch  Allyl  ersetzen. 

Isopropvlalkohol  C  II  Cll^Oll  .    .    478,3  Cal. 
-  //+* C3lln  429,6  n 

Ce//I20    berechnet   907,9  Cal.  99,33 

Allyldimetbylcarbinol  gefunden    .    .    914,0   »  100. 

c.  Bildung  des  DiaUylmethykarbinoh 

C%  //M  O  —  Cs  II,  •  Olf  —  //,  +  2  C,  //, . 

Diallylmethvicarbinol  entsteht,  indem  im  Acthylalkohol  zwei 
WasserstofTatome  durch  zwei  Allylgruppen  ersetzt  werden : 

Aethylalkohbl  C//367/4  Oll  .    .    .    325,7  Cal. 
2(-  H-t-CJL)   859,2  » 

Diallylmethvicarbinol  berechnet        1184,9  Cal.  98,62 
»  gefunden         1201,4    »  100. 

d.  Bildung  des  Allyldipropylcarbinols 

c*>  //,. o  =  c,  /f7 .  eil,  oii  +  (-  //  +  c,//6)  +  (-//  +   "7 . 

Im  normalen  Butylalkohol  wird  ein  Wasserstoffatom  durrh 
eine  Allylgruppe  und  ein  zweites  Wassersloffatom  durch  eine 
Propylgruppc  ersetzt.  Der  Werth  des  Normalbutylalkohols  ist 
nicht  direct  ermittelt,  wir  setzen  statt  desselben  den  von  Longi  i- 
nisb  bestimmten  Werth  des  Isobutylalkohols  ein,  da  dieser  nach 
bislang  vorliegenden  Erfahrungen  sich  kaum  von  jenem  unter- 
scheiden durfte. 
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Buty lalkohol  C4//100    ....    636,7  Cal. 

—  //  +  C5  //,   469,8  » 

—  //  +  C,  //5    429,6  » 

cT40//10O  berechnet  ~    .    .    .  1536,4  Cal.  99,11 
Allyldipropylcarbinol  gefunden    1549,9')»  4  00. 

Im  Mittel  verhalten  sich  daher  die  berechneten  zu  den  ge- 
fundenen Werthen  wie  99,23  : 100,  eine  Abweichung,  die  an  sich 
schon  nicht  gross  ist,  die  aber  von  um  so  geringerer  Bedeutung 
wird,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  hier  verwandten  Zahlen 
den  Hl  testen  von  Lougiimne  im  Jahre  1880  und  1884  ausge- 
führten Untersuchungen  entnommen  sind. 

8.  Hydrirung  der  Allyl-  und  Propeny lgruppe. 

Die  Allyl-  und  Propenylgruppe  geht  durch  Addition  von  iwei 
Atomen  Wasserstoff,  unter  Lösung  der  Aethylenbindung ,  in  die 
Propylgruppe  über.  Zum  Studium  des  thermischen  Werthes 
dieser  Reaction  ist  bislang  nur  der  Uebergang  vom  Allylalkohol 
zum  Propylalkohol,  nach  den  Bestimmungen  von  Longlininb,  als 
auf  direcler  Ermittelung  beruhend,  verfügbar.  Wir  haben: 

Allylalkohol     C,//6  0//  .  .  442,7  Cal.\  37  6  r  , 
Propylalkohol  C,//7  Otf  .  .  480,3   »  /  ' 

Zu  einem  ganz  ähnlichen  Werthe  gelangt  man  durch  Ver- 
gleich des  früher  ermittelten  Vertretungswerthes  der  Allylgruppe 
mit  dem  Vertretungswerthe  der  Propylgruppe.  Es  ist: 

—  //  +  C//,  •  Cll :  C//s  .  .  429,6  Cal.\  Aft  9  r  , 

-  H  +  CHt  •  Cllt  •  Cll, .  .  469,8  »  /     '  ^ 

Vergleicht  man  dagegen  den  Werth  der  Propenylgruppe  mit 
dem  der  Propylgruppe,  so  muss  man  zu  einem  weit  abweichen- 
den Resultate  kommen ,  da  ja  der  Werth  der  Allyl-  und  Prope- 
nylgruppe um  rund  10  Cal.  verschieden  ist.  Wie  zu  erwarten, 
verlauft  die  Hydrirung  der  Propenylgruppe  unter  Ansammlung 
eines  weit  grösseren  Energiegehaltes: 

_  #  +  eil.  C//4  -  C//s  ....  418,7  Cal.\      .  c  . 

—  //  +  C//,  •  CH% .  Cll3  .  .  .  .  469,8   »  /     >  L 

< )  In  Longüinink's  Arbeit  findet  sich  in  Folge  eines  Rechenfehlers 
die  Zahl  <  54*9,39  Cnl. 


Digitized  by  Google 


Calorimktriscrb  Untersuchungen. 


339 


Weiteren  Aufschluss  über  diese  Werthe  erwarten  wir  von 
der  Untersuchung  der  Propylverbindungen,  welche  von  Ciamician 
aus  den  Isoverbindungen  dargestellt  sind.  Ueber  diese  wird  in 
einer  späteren  Abhandlung  berichtet  werden.  So  viel  geht  aber 
aus  dieser,  sowie  aus  unseren  früheren  Untersuchungen  mit  aller 
Sicherheit  hervor,  dass  mit  der  Lösung  der  Aethylenbindung 
durch  Addition  von  zwei  Atomen  Wasserstoff,  nicht  ein  durch 
eine  constante  Grösse  ausdrückbarer  Energiezuwachs  erfolgt, 
wie  man  bis  dahin,  nach  den  Untersuchungen  von  Horstmann  '), 
annehmen  musste ,  sondern  dass  der  mit  diesem  Processe  ver- 
bundene Energiezuwachs  unter  gewissen,  noch  genauer  zu  er- 
mittelnden Umständen,  innerhalb  der  Grenzen  von  etwa  30  bis 
zu  50  Cal.  wechseln  kann. 

Leipzig,  im  Juli  1892. 

i)  Ber.  ehem.  Ges.  XXI,  8817. 
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Gottl.  Friedr.  Lipps,  lieber  Thetareihen  und  ihren  Zusammen- 
hang mit  den  Doppelintegralen.   Vorgelegt  von  Herrn  Scheibner. 

Die  folgenden  Untersuchungen  haben  den  Zweck ,  den  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Doppelintegralen  und  den  Theta- 
reihen  zweier  Variablen  darzulegen.  Die  Veranlassung  dazu  gab 
mir  die  von  der  Fürstlich  .1  ablono  wsKi'schcn  Gesellschaft  zu  Leipzig 
im  Jahre  1886  gestellte  Preisaufgabe  (vergl.  Ckkllb's  Journal 
Bd.  103,  S.  75  flg.).  Ich  stellte  mir  als  engere  Aufgabe  die  Er- 
mittelung derjenigen  Formen  von  Doppelintegralen,  die  sich  mittelsl 
der  Thetareihen  zweier  Variablen  in  ahnlicher  Weise  reduciren 
lassen,  wie  es  für  die  elliptischen  Integrale  I.,  II.  und  III.  Gattung 
mittelst  der  Thetareihen  einer  Variablen  möglich  ist. 

Als  Grundlage  der  Untersuchung  boten  sich  zunächst  die 
von  Rosbniiain  in  die  Anal)  sis  eingeführten  Thetareihen  zweier 
Variablen  dar.  Wenn  ich  aber  nicht  direct  diese  Reihen  der 
Untersuchung  zu  Grunde  lege,  sondern  von  einer  allgemeineren 
Gruppe  von  Thetareihen  ausgehe,  so  hat  dies  seinen  Grund  darin, 
dass  einmal  das  Streben  nach  Allgemeinheit  und  Symmetrie  der 
Formeln  nur  durch  eine  einheitliche,  aus  der  Definition  der  Theta- 
reihen fliessende  Bezeichnungswcise  befriedigt  werden  kann, 
welche  schon  von  selbst  zu  einer  allgemeineren  Gruppe  von 
Thetareihen  hinführt;  dass  sodann  der  Umfang  der  gewonnenen 
Lösung  nur  dann  befriedigend  ersichtlich  werden  kann,  wenn 
eine  möglichst  allgemeine  Gruppe  von  Thetareihen  zu  Grunde 
gelegt  wird ,  aus  welcher  die  zur  Lösung  nothwendigen  Theta- 
reihen sich  scharf  absondern.  Ich  bin  daher  von  einer  allgemei- 
nen Gruppe  von  Thetareihen  ausgegangen ,  welche  die  Gruppe 
der  KosENHAi.Vschen  Reihen  als  einfachsten  Fall  enthalt. 
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Die  Methode  der  Untersuchung  war  durch  die  Stellung  des 
Problems  vorgeschrieben.  Es  mussten  nämlich  —  wie  dies  auch 
Herr  Scheibner  in  seiner  die  elliptischen  Integrale  der  drei  Gat- 
tungen betreffenden  Abhandlung 1  »Ueber  den  Zusammenhang 
der  Thetareihen  mit  den  elliptischen  Integralen«,  thut  —  die  aus 
der  Definition  der  Thetareihen  folgenden  Relationen  entwickelt 
und  aus  ihnen  die  Integralformen  abgeleilet  werden. 

Da  nun  aber  die  Form  der  Relationen  von  den  zu  Grunde 
gelegten  allgemeineren  Reihen  beeinflussl  werden  musste,  habe 
ich  auch  die  einfachere  Untersuchung  für  die  Thetareihen  einer 
Variablen  geführt,  aber  nur  in  einem  solchen  Umfange,  dass  die 
Analogie  der  für  die  Thetareihen  zweier  Variablen  und  die  Doppel- 
integrale  abgeleiteten  Sütze  mit  den  für  die  Thetareihen  einer 
Variablen  und  die  einfachen  Integrale  geltenden  Sülzen  klar 
hervortreten  konnte.  Diese  Sätze  sollen  der  Stellung  des  Pro- 
blems gemäss  nur  zur  Entwickelung  der  Formen  der  Integrale 
führen. 

Es  behandelt  der  I.  Theil  den  Zusammenhang  der  Theta- 
reihen einer  Variablen  mit  den  einfachen  Integralen  unter  Zu- 
grundelegungeinerallgemeinen /•  /H-gliedrigenGruppe  von  Theta- 
reihen. In  analoger  Weise  behandelt  der  II.  Theil  den  Zusammen- 
hang der  entsprechenden  /t-  wt-  w4-gliedrigcn  Gruppe  von 
Thetareihen  mit  den  Doppelintegralen.  Die  Ausgangsformel  für 
die  Darlegung  dieses  Zusammenhangs  wurde  allgemein  für  die 
Thetareihen  mehrerer  Variablen  abgeleitet,  da  dies  mit  dem  näm- 
lichen Aufwände  von  Rechnung  geschehen  konnte,  wie  für  die 
Reihen  von  zwei  Variablen. 

I. 

Die  Thetareihe: 

n  —  —  r 

reproducirt  sich  bekanntlich  bis  auf  einen  hinzutretenden  Factor 
hei  Vermehrung  des  Argumentes  u  um  Vielfache  von  2;t  <  und 
2a,  indem  : 

2,  #  a,  u  -f  (a  •  2  :c  a  -f-  A  •  2  a)  —  e  ^M#(a,  u) , 
wo  ii  und  ).  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 

\)  In  den  Berichten  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  vom  9.  Marz  und 

3.  Juni  1889  oder  Math.  Annalen  Ud.  XXX IV  pag.  494—543. 
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Vermehrt  man  aber  das  Argument  u  um  Vielfache  von  Theil- 

2,ti  2tt 

werthen  jener  Grössen,  nämlich  um  Vielfache  von  -—  und  , 

wo  m  und  /  positive,  ganze  Zahlen  vorstellen,  so  erhält  man  die 
Reihe: 


<l  =  —  * 

.  u 


Wird  nun  ^  durch  n  und  y  durch  u  ersetzt,  so  erhalt  man  somit 
folgende  Reihe : 

e  V(l-a, +  +  2a/) 

(4) 

j  ^V»       a{/H  +  Ä)»  +  «{/ii  +  a! 

1  =^  e  x  e 

die  ich  durch  9%  («,  m)  bezeichne 

Da  —  wie  aus  dem  unmittelbaren  Anblick  dieser  Reihe  sich 
crgiebt  — 

im 

(5)  ^+wl(o.M)  =  ^f(a,M)  und   ^,(«,m)  =  c  m 

so  können  die  Zahlen  ?.  und  /<  stets  auf  ihre  kleinsten  positiven 
Werthe  bezüglich  der  Moduln  /  und  m  reducirt  werden,  so  dass 
nur  /  •  m  Reihen  mit  den  Indices  X  =  0,  \ ,  •  •  •  (/  —  \ ) ;  m  =  0, 1. 
•  •  •  (im  —  1)  als  wesentlich  verschieden  bleiben,  die  eine  Gruppe 
von  l  •  im  Thctareihen  bilden. 

Diese  allgemeine  Gruppe  stellt,  wenn  /  =  im  =  2  angenom- 
men wird,  die  Gruppe  der  vier  JAComschen  Thetareihen  dar. 
indem,  wenn  ea  =  q  gesetzt  wird: 

=  6>3  fj/i  =  \  4-  2<y  cos  2u  +  2g4  cos  4  u  H  

,  /  r/         i         .  „  »  an2  4-  Sittn 

>"<l=2  -1) 

=  fc/  in)  =  \  —  %q  cos  2m  -f-  2^4  cos  4  u 
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=  Q%  \u\  =  2V7  cos  H  +  SV <f  COS  3 II 

4  , — 

-f-  2Kr/  '  cos  5?i  -f  -  •  •  . 

=  10,  (m)  =  2/        sin?«  -  2i  V7'7-  sin  3  m 

+  2/ sinbuqz  ...  . 

Jede  im  Folgenden  abgeleitete  Formel  findet  daher  auf  die 
gewöhnlichen  Thetareihen  ihre  Anwendung  und  drückt,  falls 
/  =  m  =  2  angenommen  wird ,  direct  Eigenschaften  derselben 
aus  wenn  nur  die  soeben  angegebenen  Ueberleitungsformeln 
berücksichtigt  werden. 

Der  Zusammenhang  zwischen  den  Functionen  der  allge- 
meinen Gruppe  mit  positivem  und  negativem  Argumente  wird 
dargestellt  durch : 

im 

7  &f  „,  -  M)  =  &Zl[a,  «}  =  e  m  "  •  #J^(«,  u); 

für  die  Differentialquotienten  gilt  dagegen  die  Relation  : 

*  -  L  *s ">  -  «5 = /„     "  =  * '"•  'L  »r-r :«,  «s  • 

Es  folgt  hieraus: 

m  in 

9!  0)  =  0  ;  ^°,a,0i  =  ^>,0)  =  ^^«,0  =0; 

2  2 

wo      #(«,  u)  für  ti  =  0  durch  &'(a.  0}  bezeichnet  wird. 

du    K  1  ' 

Auf  Grund  der  Formeln  (2)  und  (4)  hat  die  Function  #f  («,  m) 
<lie  Eigenschaft,  dass : 

(10)  (a,M  +  y.2«/  +  r'.  y') 

—  avl  r —  «vi  —  -  .  /./ 

■•  •*$(«.«), 

woraus  durch  Differentiation  folgt: 
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—  (irr — «»'/—      «  y  + 

...  .       '1:1t  '1  .t  i  .  , 

wo  »>  und  »•'  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Es  folgt  hieraus  für  den  Uuotionten  zweier  Thetarcihen  die 
Relation : 


=,    -  -         .  -  !. 

Ks  folgt  ferner  für  den  Diflcrentialquoticnten  des  Logarith- 
mus einer  Thctareihc  die  Relation  : 

\,\   — -  =  — r-/-f  * •  —  . 

^  („,,.  + /.i-)  ■>!"•"> 

Aus  der  Relation  (12)  ergiebt  sich  als  Eigenschaft  der  Quo- 
tienten von  Thctareihen  einer  allgemeinen  Gruppe,  dass  dieselhen 
doppeltperiodischc  Functionen  sind  mit  den  Perioden  2u Am  und 
i  ;i  i.  Sind  aber  /  und  m  gerade  Zahlen,  so  bilden  die  vier  Reihen 

u  -f-  ---     u  4-  — 

&>u  ,&      l  eine  Untergruppe  in  der  allgemeinen 

2  t  / 

Gruppe  mit  Perioden,  deren  Werthe  gleich  — -r-  und  2a7  oder 

gleich  dem  Doppelten  sind.  Ihre  Bestimmung  ergiebt  sich  daraus, 
dass  in  (12) 

(12a)  e  1  =1, 

dass  also,  wenn  /i  =  /*'  +  '/  •  ^  >  ^  =  f  *  4"  (wo  £  un(l ' 
gleich  0  oder  1) 

e  -  v  —  »;  •  v  =  0  (mod  2) 
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sein  niuss,  woraus  fttr  e  =  1 ,  i]  =  0 ;  e  =  0 ,  tj  =  1  ;  e  =  1 , 
r,  =  1  der  Reihe  nach  =  2,  *'  =  1 ;  r'  =  1 ,  r  =  2 ;  =  1 , 
#'=  1  als  kleinste  Wcrthe  sich  ergeben.    Als  Perioden  folgen 

somit  der  Reihe  nach  :  2a/,    ^   ;  ia/,— ^— ;  2<il,—j-' 

Aehnlich  folgt  allgemein  aus  (12)  dass,  falls  /  und  m  durch 

eine  beliebige  Zahl  p  theilbar  sind,  die  Reihen:  ^        *  ,  für 

;r  =  0,  1,  2  •  •  •  />  —  1 ;  7t' =  0,  1 ,  2,  •  •  p  —  1  eine  Untergruppe 
in  der  allgemeinen  Gruppe  bilden,  deren  Quotienten  doppelt- 
periodische Functionen  sind  mit  Perioden,  deren  Werthe  aus 
der  Bedingungsgleichung  (12a)  folgen,  wenn  dortselbst  fi  =  /t' 

-f  rt'  •  — :  A  =  A'-f-  7t  •  —  gesetzt  wird.  Sic  bestimmen  sich  so- 

mit  durch  das  Aufsuchen  der  kleinsten  Werthe  für  v  und  y\ 
welche  die  folgende  Gongruenz  erfüllen : 

tt  /  —  7i  v  =  0  (mod.  p)  . 
Die  Werthe  v  und  V  geben  alsdann  die  Vielfachen  von  2  a  /  und 
an,  die  für  den  jeweiligen  Quotienten  die  Perioden  dar- 
stellen. 

Aus  der  Relation  (13)  ergiebt  sich  als  Eigenschaft  des  Lo- 
garithmus einer  Thelareihe,  dass  sein  Differentialquotient  eine 
einfach  periodische  Function  ist  von  der  aus  (13)  erkennbaren 
Beschaffenheit;  dass  ferner  die  nochmalige  Differentialion  zu 
doppeltperiodischen  Functionen  führt  mit  den  Perioden  2  a  /  und 

—~  •  Es  ist  somit : 

eine  doppeltperiodische  Function  der  Art,  dass 

(1 3  a)        i#  (a ,  u  +  v  2 a  l  +  v'  ■  ~)  =  »,J  (a  ,  //)  , 
wo  v  und     beliebige  ganze  Zahlen  sind. 
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Um  nun  die  Relation  für  die  Reihen  («,  n)  zu  gewinnen, 
setze  ich : 


(H) 


2  L   J  2 


L«J-  -|         -•   L«  J-'  -| 


so  dass 

Mf  +  [«']*  +  KT  +  [«"T  =    4-  «'f  +  «"4  +  «'"* 

und 

[a)-[b]  +  [<i']-[b']  +  [a"]-ib"]  +  [«"']  •  [//"] 
=  rt  .  /,  4_  a' .        a"  .  //'_|_  rt"'.  6"'  , 

wenn  die  eingeklammerten  6  an  die  b  seihst  ebenso  geknüpft 
sind,  wie  die  eingeklammerten  a  an  die  a  selbst. 

Bedeuten  hier  insbesondere  die  a,  a',  a",  a'"  ganze  Zahlen,  so 
sind  die  [«],  [a]1  [<"],  [a'"]  entweder  ganze  oder  halbe  Zahlen. 
Durchlaufen  also  die  a,  a'"  alle  Systeme  ganzer  Zahlen, 

so  durchlaufen  die  ['<,(/*'],  [«"],  [«'"  ,  Systemen  von  ganzen  und 
von  halben  Zahlen,  jedoch  nicht  alle  diese  Systeme.  Denn  setzt 
man  für  [«],  [«'],  ja"],  [u'"]  ein  System  ganzer  Zahlen,  von  denen 
nur  eine  Zahl  oder  drei  Zahlen  ungerade  sind,  so  erhält  man  aus 
den  obigen  Gleichungen  für  die  a,  a",  a'"  ein  System  halber 
Zahlen.  Lüsst  man  aber  die  a,  a',  a",  a'"  alle  Systeme  der  ganzen 
und  alle  Systeme  der  halben  Zahlen  durchlaufen,  so  durchlaufen 
auch  die  [«],  [a  \  [a"]f  [«'"]  alle  Systeme  der  ganzen  und  alle  Sy- 
steme der  halben  Zahlen.  Denn  setzt  man  nunmehr  für  die«  ein 
beliebiges  System  ganzer  oder  halben  Zahlen,  so  erhält  man  auch 
für  die  [a]  ein  und  nur  ein  System  ganzer  oder  halber  Zahlen,  und 
setzt  man  andererseits  für  die  [a]  ein  beliebiges  System  ganzeroder 
halber  Zahlen,  so  erhält  man  auch  für  die  a  ein  und  nur  ein  Sy- 
stem ganzer  oder  halber  Zahlen. 

Die  Bedeutung  der  obigen  orthogonalen  Transformation  be- 
steht somit  darin,  dass  durch  dieselbe  alle  Systeme  von  je  vier 
ganzen  und  je  vier  halben  Zahlen  wiederum  in  alle  Systeme  von 
je  vier  ganzen  und  je  vier  halben  Zahlen  mit  veränderter  Anord- 
nung übergeführt  werden. 

Diese  Bemerkung  ermöglicht  eine  einfache  Ableitung  der 
Relationen,  die  zwischen  Producten  von  je  vier  Thetareihen  einer 
allgemeinen  Gruppe  statthaben.  Es  ergiebt  sich  zugleich  un- 
mittelbar die  Ableitung  der  analogen  Relationen  für  die  Theta- 
reihen zweier  und  mehrerer  Variablen. 
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Die  Ableitung  dieser  Relationen  beruht  auf  dem  zuerst  von 
Jacobi  benutzten  Principe  der  Transformation  der  Variablen  und 
der  Summationsbuchstaben  der  Thetareiho.  Beschrankte  sich 
bei  Jacobi  die  Anwendung  dieses  Princips  auf  die  von  ihm  in  die 
Äoalysis  eingeführten  Thetareihen,  so  findet  dasselbe  Princip 
seine  ausgedehntere  Verwendung  für  die  allgemeineren  Theta- 
reihen mehrerer  Variablen  durch  Prvm  in  den  Abhandlungen : 
»Ein  neuer  Beweis  für  die  RiBMANN'sche  Thetaformel«  und:  »Ab- 
leitung einer  allgemeinen  Thetaformel«,  die  sich  im  dritten  Bande 
der  Acta  mathematica  vorfinden.  Wenn  jedoch  Prym  mit  diesem 
Principe  der  Substitution  noch  1  »das  Princip  der  Einschiebung 
eines  Factors  verbindet,  der  von  ähnlicher  Wirkung,  wie  der 
DiRicHLBT'sche  discontinuirliche  Factor  bei  bestimmten  Integralen, 
die  nach  geschehener  Transformation  eingetretene  Beschränkung 
der  Suunnation  aufzuheben  gestattet«,  so  wird  sich  im  Folgenden 
xeigen,  dass  dieses  letztere  Princip  entbehrt  w  erden  kann,  wenn 
dafür  beachtet  wird,  dass  jene  Transformation  alle  Systeme  der 
ganzen  und  der  halben  Zahlen  wiederum  in  alle  S\stcme  der 
ganzen  und  der  halben  Zahlen  überfuhrt. 

Es  ist  mit  Benutzung  der  eingeführten  Schreibweise: 

tl  .  n  +         +  f.  „"+  =  [p] .  [„]  +  \u]  •  |V  ] 

+ [,«"]  •  [>n  +  [//"]  •  [«'"] ;  v»  +  ä)*  + 1»' + ir 
+ (/  n»+     ./„"'+  rr = (/ :»] + [A])*+(/ki + r/'])1 

H-('M  +  [^)t +       + in)*; 

u  (In  +  A)  +  u'(ln*  +  >.')  +  un[lnn+  V 
+  u'"  [In'"  +  1"')  =  [u]  (l  [n]  +  Wi  +  [n'\  ^[n^,,, 

+  l«"}  ttn"]  +  [*"])  +  K']  (/[«'"]  +  [):-}) . 

Diese  Gleichungen  sind  blosse  Identitäten.  Durchlaufen  aber 
»,  w",  alle  Systeme  der  ganzen  und  alle  Systeme  der 
halben  Zahlen,  so  durchlaufen  auch  die  [w],  [«'],  jV'],  [«'"]  alle 
Systeme  der  ganzen  und  alle  Systeme  der  halben  Zahlen  in 
veränderter  Reihenfolge.  Es  ist  daher,  da  die  Summen  unbedingt 
convergent  sind,  wenn  nur  der  reelle  Theil  des  Parameters  a 
negativ  ist, 


15 
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2.1  i 


V  e 


n  U  n-\~X)2-t-a[l  n'  4-  >.')"  +  a  (/ «"  -f-  A";- a  [In'"  4-  + 
-|-  u [l  n  +  >.)  +  u'  (l  n'  +  ).')  +  u"  (/ m" 4-      4~  (< 

c 

„       '2r>]  t«]  +  (."':  [»']  +  >"][»"]  +  (/"'") 
=     ^  e 

(M]fM»J|n"![M,wl 

aW»]^-!*]l*+fl^'^»']+I>,J),^-fl('l»'^+;^l,+a(^>"^'4-:i,,^! 
4- 1«]  (ii»]  +  [*")  +        4-  )>'\)  4- ;«";/«".  +  m 

^,,4-!»'"  ^;»"'J4-IA'";) 

wo  in  der  ersten  Summe  über  alle  gan/.zahligcn  und  alle  halb- 
zahligen Systeme  n ,  n'}  n",  n'"  und  in  der  zweiten  Summe  über 
alle  ganzzahligen  und  alle  halbzahligen  Systeme  [m1,  [«'],  n"  ,  [«"'] 
suinmirt  werden  soll.  Trennt  man  aber  jede  Summe  in  je  zwei 
Summen,  von  denen  die  eine  über  alle  ganzzabligen,  die  andere 
über  alle  halbzahligen  Zahlensysteme  hinerstreckt  wird,  so  stellt 
sieh  jede  dieser  Theilsummen  als  ein  l'roduct  von  vier  Theta- 
reihen  dar.  Es  ist  daher  bloss  eine  andere  Schreibweise  der 
Relation  10 ;,  wenn  ich  setze  : 

ii  n'  ii"  ii'"  l7ii  — 

!>l  «, «)  • •;<-, «•;  •  wl„ % u)  ■  «£„ [„,  „"')  +  c  " 
+  ,  ^%+,iM4»|l1+,(,K]-Vl+,,li.l 

Werden  die  A,  A',  A",  /"';  /« .  u",  u"  so  gewählt,  das* 
auch  [/.;,  [/.'|,  lA"',  [/."'];  (V,  [//'],  [//'!,  /<"']  ganze  Zahlen  dar- 
stellen und  wird  überdies  /  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt,  damit 

—  eine  ganze  Zahl  sei,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Relation 

zwischen  Thelareihen  einer  allgemeinen  Gruppe  dar.  Wird 
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schliesslich  auch  m  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt,  so  kann  statt 

H,  11 ,  ft  ,  /i   entsprechend    -f  _,  /t  +_,/*+—,  /t  +  — 

gesetzt  werden,  wodurch  [/*'],  [«"],  [«"'1,  nicht  geändert  wird 
und  [<i]  in  [m]  -|-  m  übergeht ,  w;is  ohne  Einfluss  auf  die  Theta- 
n  ihen  ist.  Es  entsteht  so  eine  der  Relation  (17)  analoge  Relation, 

deren  rechte  Seite,  wenn  e  =  —  e         gesetzt  wird, 

bloss  durch  das  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes  sich  von  der 
rechten  Seite  der  Relation  (17)  unterscheidet.  Addirt  man  die- 
selbe zur  Relation  17i,  so  erhalt  man  die  fundamentale  Relation: 

2  •  itf- ;«,  Mi  •         [»'])  •  {ff; '«,  [«*];  •  [»•"]: 

=  ^  a,  «)  •  tfi«,  u)  ■         «")  ■  »"') 
+  „*"'».  y    .{«,«';.  .V'    ,ia,  «.';..*""    .  ../,  »" 

•  «,  n  1  •  #p„,       i./i,  u    -f-  c  ^       ,  '«i  MJ 


m'4-'"  u"4---  u'"4-  — 

+  7      '  r'+i1 

Vermehrt  man  in  dieser  Relation  die  Indiees  [A],  [/.'",  [A"j,  |A'"] 

/  in 
um  (J  •  —  und  die  Indiees  [/*],  [j*'],  [/*"],  [<<"']  um  y  •  ^  (wo  (5=0 

oder  4  und  /  =  0  oder  4),  so  dass  A',  A",  A'",  it",  unge- 
ändert  bleibt,  dagegen  A  in  ö  •  /  A  und  /<  in  y  •  w  +  a  übergeht 
und  berücksichtigt  man,  dass  in  Uebcreinstimmung  mit  der 
Gleichung  5) 

wo  f  und    die  Werthe  0  und  1  annehmen  können), 
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so  erhalt  man  aus  18  die  allgemeinere  Relation 


(20 


2e  {i«,lM]i^  K[*'!) 

-     2    (-')'     'x'  "x*, 


/  i  «  i         "•  tn  i  Ml 


Es  ist  dies  die  allgemeinste  derartige  Relation  zwischen 
Thetareihen  einer  Gruppe,  die  man  erhalten  kann  dadurch,  dass 
Producte  von  je  vier  Reihen  gebildet  und  in  gegenseitige  Be- 
ziehung gesetzt  werden. 

Ich  bestimme  nunmehr,  dass  [k'"]  =  [/<"']  =  [«"]  =  0  sein 


m 


soll.  Es  ist  alsdann,  da  &  *  a,  0  =  0,  die  linke  Seite  der  Relation 

(20)  gleich  Null,  wenn  d  =  y  =  \  angenommen  wird.  Man  erhält 
somit  bei  dieser  Annahme ,  wenn  die  Relation  (20)  in  leichtver- 
ständlicher Weise  symbolisch  in  der  Form: 


(20  a) 


|   =  n: + (-  *  f.n* + \  }*.  j/j  +  -  \  rö-n\ 

geschrieben  wird,  noch  die  Relation: 

21)  o  =  ji;  —  ii;  —  //■  +  /r;  . 

Die  Combination  dieser  beiden  Relationen  führt  zu  folgenden 
einfacheren.  Relationen : 
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=^((«, «).  («,«-}   («,»";  »'") 

2^1 1  J      ju  — I — -  u  4-  —  m  4- 

u'"4-- 


[Ml  «'I 

j  ,(«,!>'])■* 

[Al+4 


^  (a,  0)  =  ^(a,  m)  •  j£(af  „')  •  j£(a,  u") .  t/") 
•i 

7  (a,  *{a, 

(«,!«   )  , 


.tu 

T-  2 


=  ^  («,  «*}  •      [«,  u) .       («,  tO  •       (o,  O 

H-t  >'+{  r+i- 

•  *    ,  («,  "'") , 


x'  _  r + r <<"+    =  —  «v—  w"+ ,r=  o . 

Es  werde  nun  schliesslich  angenommen,  dass  überdies 
=  //"  =  0  und  [«"]  =  0  sei,  dann  ist  k;        =  A'; 


Digitized  by  Google 


352  F.  G.  Lipps, 

was  durch  v  bezeichnet  werden  möge.  Man  erhalt  dann  folgende 
einfache  Relationen  für  beliebige  Indicespaare  /. ,  /* ;  //,  u  : 


:«5) 


(26  . 


=  d?[a,  ti)  •      (a,  m)  •  ^ t'j  •  #J'a,  t?) 


2  71  f  —        [A  U1  14  —  Ii ' 

.  ^  ,i,  o)  =  ^ , «, «<  •       u;  •  *)  •  ^  (a,  r] 


;«7) 


IM  ,  »»  ,  n. 

A*  >  2  A*  i  t  A* — A*  ~H  " 


M 


—  e      "'  x  & 


V 


Zu  denselben  tritt  als  Ergünzungsrclalion  die  Formel  24)  in 
folgender  Form  : 
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—  e 


0  =  tf(a,  u)  •  ^,'(«,  u)  •  ^l£'(a,  r)  •  *J(a,  t?) 

i'-ul  i_i'_uJ 


»711 


28; 


./*  +  T 


i 


II  —  /i'4-  ^ 


in 


<i,v)-  &  t  [a,  v)  . 


Auf  Grund  der  nunmehr  abgeleiteten  Relationen  will  icb 
zuniichst  den  Zusammenbang  zwischen  Quotienten  von  Theta- 
reihen  einer  Gruppe  und  den  einfachen  Integralen  darlegen  und 
alsdann  den  Zusammenhang  der  DiH'erentialquotientcn  des  Lo- 
garithmus einer  Thetareihe  mit  den  einfachen  Integralen  er- 
örtern. 

Es  ergeben  sich  aus  der  Entwickelung  der  Gleichungen  (25), 
(26)  und  (27)  nach  Potenzen  von  r  durch  Gleichsetzen  der  Coef- 
ficienten  von  v  Relationen ,  die  zu  der  Darstellung  des  Di  Heren- 
tialquotientcn  von  Quotienten  zweier  Thetareihen  durch  Reihen 
derselben  Gruppe  führen.  Man  erhalt  z.  B.  aus  (25): 


fr"  ta ,  u) 

).     7  ' 


*  {(«,«) »   ;(«,  ») 

Die  Quotienten  des  zweiten  Gliedes  der  rechten  Seite  können 
aber  mittelst  der  abgeleiteten  Relationen  nicht  durch  den  Quo- 
tienten des  ersten  Gliedes  derselben  Seite  der  Gleichung  ausge- 
druckt werden.  Denn  die  allgemeinste  Relation,  die  zwei  Quo- 
tienten von  Thetareihen  in  Beziehung  setzt,  erhält  man  aus  (28), 
wenn  dortselbst  l  =  /' ;  u  =  \i  \  v  =  0  gesetzt  wird.  Sie  lautet: 


"  +  2 


ml 


30      *J  („,  U'j  .  =  ^       *(«,  ^   +  * 


S  ~i  i  ~ 


1  a0* 
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/  Mi 

wo  nun  noch  X  und  durch  £  -f-  —  und  /i  -f-  —  ersetzt  werden 
kann. 

Ks  lehrt  aber  diese  Relation,  dass  die  Quotienten  von  Theta- 
reihen,  die  einer  Untergruppe  von  vier  Gliedern  angehören, 

deren  Indices  somit  X,  fi ;  l  +  j ,  /< ;  >.,/<  +  ^   ^  +  ^    +  ^ 

sind,  die  Eigenschaft  haben,  dass  ihre  Differentialquotienten 
durch  denselben  Quotienten  und  zwar  mittelst  Quadratwurzel- 
ausdrücke darstellbar  sind. 

Um  diese  Darstellung  in  einfacher  Form  zu  erhalten,  be- 
achte man,  dass: 

»i  m 

*J(«f  0  =  0  ,  0)  =  0)  =       (a,  0)  =  0  ; 

2       ,  2 
m 

und  y  'J  [«,  0  einen  einfachen  Werth  annimmt,  der  jetzt  er- 

2 

mittelt  werden  soll. 

Man  bilde  zu  diesem  Zweck  das  Product  zweier  Thetareihen 
einer  Gruppe: 


(31) 


2rr," 


Daraus  folgt: 


(32) 


y  '"'(2«, » — »') . 
»■+4 


»n  m  «» 


K        2  2  2 

wo  die  Argumente  gleich  Null  gesetzt  sind. 
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Durch  Differentiation  nach  u  folgt  ferner,  wenn  /„'=/i'=01 
=     '  "  =  Y  gesetzt  wird : 


2  l  2 

Es  ist  somit: 

irt 

(")  .:-       -  =  •  5  


fe 

Dieser  Quotient  nimmt  aber  für  das  unendlich  Vielfache  des 

Parameters  den  Werth  4  an,  so  dass: 

2 

OS)        *'i;«)  =  4  •*>)•*>)  •»*(«). 

2  '2 

Wird  /  =  //i  =  2  gesetzt,  so  folgt,  wie  es  sein  inuss,  die  von 
Jacobi  abgeleitete  Relation 

Mit  Benutzung  dieses  Werthes  ergeben  sich  aus  den  Rela- 
tionen (25) ,  (26)  und  -.27)  folgende  drei  Relationen: 

±  ^  ?  («  ,  «i)  •  «i)  -  ^      (,,,  „, .  -1  tf) 

-  '2 


;3v, 


/  •»  •»         11  -J-  —  "  -\  

=  2  '  ,4>o  *  ,Vo  *  ^     2      M)  •         Ü  («,  ")  • 

*+7 


2  2         /_T-T  *'+■> 


3Uth.-pby».  Clasjse.  1&'J2. 


i4 
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.38) 


r/M     >.+  *  +  ■  1 


Aus  diesen  Relationen  folgt  nun  durch  Benutzung  von  30]  das 
Resultat: 

Setzt  man 

so  ist: 


39; 


= 4  •VK-,*'"-*rj-f)K^-r,",:-»;): 


'44) 


r/r-       /  n* 

■i     =  77  ^»    '  •7  *V 


Durch  diese  Formeln  ist  der  Zusammenhang  zwischen  den 
Quotienten  von  Thetareihcn  der  viergliedrigen  Untergruppe  und 
den  elliptischen  Integralen  dargelegt.  Ich  bemerke,  dass  dieses 
Resultat  aus  den  Beziehungen  abgeleitet  wurde,  die  sich  zwischen 
Producten  von  je  vier  Reihen  einer  allgemeinen  Gruppe  fest- 
stellen Hessen. 
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Als  Folgerung  ergiebt  sich  noch: 


.»*) 


2 


Durch  Integration  folgt  daraus: 


43  ' 


-In 


(*!  *o |  •' = (,v<  *i)  <•'•* "  - 

"1*1  v  {.»>;-»>.;> 

=       Vi«)-»' f»v}  • 

2 

Ich  wende  mich  nun  zur  Darlegung  des  Zusammenhangs 
der  Differentiokjuotientcn  des  Logarithmus  einer  Thetareihe  mit 
den  elliptischen  Integralen. 

In  den  Relationen  (25: ,  (ÜG  und  (27)  setze  man  Ä  =  //: 
//  =  ti  und  bringe  sie  mittelst  28)  in  folgende  Form: 


"*  £  TT  i  ^'  M   j  4 

=  (^;«,»).ffj  «,  •':)"+ r  "  =  •(/  >,«)•»}(«,.•)); 
»  +  r  •  ^     »  -  iv  •  »]  (.1,  0)  ■  ,'>"  «,  0) 


(45) 


2  2 
,  m  «1 


24* 
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(*6) 


I 


IM 


^((IjW  +  i::.^:«,m-      ^Kö  •  fr*,,, 


= (»x ". «)  •     ■))  +-     (*?  , («,«: ■•*!:«,«•!)' . 

Entwickelt  man  nun  die  Logarithmen  dieser  drei  Glei- 
chungen nach  Potenzen  von  v  und  setzt  man : 


(I  u 

so  erhält  man  der  Reihe  nach  durch  Gleichsetzen  der  Coeffi- 
eienten  von  e*': 


47;  it] 


y  °  o) 


(0; 


2 


l^V    'A  (")  =  -„;  +'* 


2  n  i 


.,  I»?  .  ,  {»)  -  «>•  7  (0)\ 


■1 


Ditterenzirt  man  die  Relationen  (44),  (45)  und  (46)  logarith- 
misch  nach  ?/,  so  erhiilt  man  mit  Benutzung  von  (36) ,  (37)  und 
(38)  folgende  gemeinsame  Form: 


■   -}-  —  — —     -  —  2 


x/r    ff  —  V\ 


=  /.(' 


2  r,  t  - 


r .  *  Cr- 
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Entwickelt  man  diese  Gleichung  nach  Potenzen  von  r  und 
seUt  man  die  Coefficienten  von  i?*  einander  gleich,  so  erhalt  man : 

,    Ml  .  IM 

,  ...    ...  ,':»;•* 

Da  ferner  aus  den  Gleichungen  'Ii),  18  und  Ii)  folgt,  dass: 

0  "» 

K1"  "   l  J  -v"  K,;"'"  "* 

1  o 
=  _.e        .1*  j  

'2 


52 


so  stellt  schliesslich  die  Relation  • 


2  0 

den  Zusammenhang  der  Functionen  tj^iu)  ra't  den  elliptischen 
Integralen  her. 

Durch  Integration  von  (54)  folgt  noch  mit  Benutzung  von  43): 

u 

'2  <t  i         .     /  ">         v»  /» 


■54] 


'2/ti 

 /<  / 

C 


•2 


'2  .i  i         i4  m 
„i    "  /* 


2 
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Die  Relation  (51)  kann  noch  in  anderer  Form,  wie  folgt,  dar- 
gestellt werden. 

Aus  (18)  ergiebt  sich  durch  geeignete  Verfügung  Ober  die 
Indices  und  die  Argumente,  dass: 


55 


Es  ist  somit: 


5G 


int  - 

m 


1    2'  |^;«,« 


J)iese  Relation  enthält  aber  nur  dann  Thetareihen  einer  und 
derselben  viergliedrigen  Untergruppe,  wenn  ).  und  ;i  gleich  0 

oder  —  und       ist.  In  diesem  Falle  wird  sie  zur  Formel  D  der 

Eingangs  citirten  Abhandlung  über  Thetafunctionen  und  ellip- 
tische Integrale  des  Herrn  Scheibnbr. 

Die  Formeln  (54)  kann  man  auch  direct  aus  den  Relationen 
(47),  (48)  und  (49)  ableiten.  Dieselben  Relationen  führen  i\x 
folgenden  allgemeinen  Formeln : 


57)  . 


.",+ 


c 


•1 
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Ml 


Es  bleibt  nun  noch  der  Zusammenhang  der  einfach  perio- 

K 

dischen  Functionen  —  und  der  unendlich  vieldeutigen  Fune- 

tionen  log  0"  u)  mit  den  Integralen  zu  erörtern. 

Da  die  Differentiation  dieser  unendlich  vieldeutigen  Func- 
tionen zu  einfach  periodischen  Functionen  und  die  Differentiation 
dieser  einfach  periodischen  Functionen  zu  doppelt  periodischen 
Functionen  führt,  so  können  die  Differentialquotienten  der  einen 
und  der  anderen  Art  von  Functionen  nicht  algebraisch  durch  die 
differenzirten  Functionen  ausgedrückt  werden.  Der  Zusammen- 
hang dieser  Functionen  mit  den  Integralen  ist  somit  verschieden 
von  dem  Zusammenhange  der  Thetaquotienten  und  der  Func- 
tionen rft  \  denn  der  letztere  beruht  seinem  Wesen  nach  auf  der 
Darstellbarkeit  der  Differentialquotienten  durch  die  differenzirten 
Functionen. 

Es  können  daher  bloss  solche  Integrale  hergestellt  werden, 
deren  Werthe  für  gegebene  Grenzen  durch  jene  beiden  Func- 
tionen darstellbar  sind. 

So  findet  man  für  die  Function  —  —  durch  directe  Inte- 
gration: ^V"i 


Um  zu  den  mit  Ig  %^  zusammenhangenden  Integralen  zu 
gelangen,  setze  man  in  den  Relationen  (22),  (23)  und  (21)  /.  =  /.'; 
;.,=;."=;."':  /i=/t';  /tl=/r=/r;  k  =  k';  f  =  Mw=Mw;  sodass 
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,/£'j=/i  —        jV,  =  [^'"]  =  0:   [«i  =  «+r;  [i/';=»<  — r: 

K)  =  [*/"]  =  <). 

Man  erhalt  alsdann  nach  leichten  Umformungen  der  Reihe 
nach  die  Relationen: 


(59) 


(64) 


»TM 


I  "» 


/ 7,..  ,  V'-"'+7. 


m 


■v»  I 

Diese  Relationen  lassen  sich  mit  Hilfe  von  (ö7;  in  folgender 
gemeinsamen  Form  darstellen: 
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.  u  .  m  ,  m  i     i»  4 


2  7TI  — 


Differentiirt  man  diese  Gleichung  logarithmisch  nach  r,  so 
folgt,  wenn  der  Gleichung  (56)  zufolge 


;63) 


«t 


—  log  -  =  z  

&  .  <u  —  v) 

I  'V       2/1, + 

■    -  *'/ 


Km«.-)4 


Durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  ?*0  und  f< ,  die  so 
gewählt  werden  sollen,  dass  »/*  u)  —  ify'if)  innerhalb  derselben 
von  Null  verschieden  bleibt,  folgt  daraus : 


;6i, 


m  ,  m 


l°g  — —  — ^  ,;  ^-'v 

/'I    /      "»\3       a  i 


/     '  V      2//,  +  " 
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Specialisirt  man  in  dieser  Formel  die  Thetareihen  auf  die  Jacobi- 
sehe  Gruppe,  so  erhalt  man  aus  derselben  die  sechzehn  Dar- 
stellungen der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung,  wie  sie  von 
Herrn  Schuhner  in  der  Abhandlung  über  Thetafunclioncn  und 
elliptische  Integrale  entwickelt  werden,  wenn  uü  =  0  und  /.,  ;i 
resp.  ,  u{  der  Heihe  nach  gleich  0,  0  ;  0,  1  ;  1,0;  1,1  gesellt 
wird. 


11. 

$  I.    Ks  bezeichne   Y  eine  über  alle  positive  und  nega- 

tive  ganze  Zahlen  /*, ,  w,  •  nv  erstreckte  (»-fach  unendliche 
Summe ;  dagegen  soll  £  und  £  eine  über  die  Zahlen  r,  v\  v" 

von  1  bis  q  erstreckte  Summe  vorstellen:  ferner  möge  es  ge- 
staltet sein,  stalt  der  gebrauchlichen  Beziehungsweise  eu  das 
Zeichen  Kxp  u  zu  benutzen,  wenn  dasselbe  mehr  Bequemlich- 
keit bietet. 

Es  stellt  somit: 

Y     <l,V'»l'»l"  4-  Ut  •  H,} 

■  1)  ^<v,,»;  i/,.i  ==^V"V"  ,woarV»=vv 

"t  •••  7V 

die  Thetareihe  der  q  Variablen  u{ ,  ut  •  •  •  uü  mit  den  J  •  o  •  {)  -f- 1 
Parametern  uv'  v"  dar,  welch  letztere  so  gewählt  sein  sollen,  dass 
die  bekannte  Convergenzbedingung  erftlllt  ist. 

Ks  reproducirt  sich  dieselbe  bekanntlich  bis  auf  eineu  hin- 
zutretenden Factor  bei  Vermehrung  der  Argumente  uv  um 
ii,  •  2;t  i  und  um  Ä,  •  2aM  -+-  Ä4  •  2n,4  +  •  •  •  -f-  A<,  *  2«,.0 ,  für 
r  =  1,2.  •••(),  wo  ii ,  und  Ä0  bcliebige  ganze  Bahlen 

bedeuten. 

Vermehrt  man  aber  die  Argumente  um  Vielfache  von  Tbeil- 

2  jt  i 

werthen  jener  Grössen ,  nämlich  um  Vielfache  von  ^—  und 
,  ^  >  •  *  •         ,  st>  erhalt  man  die  Reihe: 

'4  'a  Iii 
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,7f.\  /,/  ^  ,,,, 

2;(«-»(».+t)(»'''+?ä+"V.+fe)) 


6' 


Ich  ersetze  nun  m*'i/'  durch  •  /r"  •  und  durch  •  uv, 
so  dass  folgende  Reihe  definirt  wird : 


y(<h> ,  "(/»'  »v  +  Ai«;  :/,••  nv»  +  >  »■'*)  +  "j  ('*  ">  +  >•»•)) 

die  durch        "^(^'»'";        oder  durch  wj  be- 

zeichnet  werden  soll. 

Es  ist  diese  Reihe,  von  einem  Factor  abgesehen ,  ahnlich 
denjenigen  Reihen,  welche  Prym  und  Krazer  im  3.  Bande  der 
Acta  mathematica  ri  ihren  Untersuchungen  zu  Grunde  legten, 
woselbst  Relationen  für  Producte  von  n  solchen  Reihen  ent- 
wickelt werden.  In  Anlehnung  an  die  dortselbst  benutzte  Be- 
zeichnungsweise kann  das  System  der  Indices  •  •  •  A^,  m4  -  •  •  ^ 
die  Charakteristik  der  soeben  definirten  Reihe  genannt  werden. 

Es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  eine  Vermehrung  der 
Indices  ur  um  mv  keine  Aenderung  der  Reihe  erzeugt;  dass 
ferner  für  eine  Vermehrung  der  Indices  ?.,.  um  /,  folgende  Re- 
lation gilt : 


\)  lieber  die  Verallgemeinerung  der  RiENANN'schen  ThcUiformel ; 
Act.  Math.  Bd.  3;  p.  240—276. 
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Die  Zahlenwerthe  von  Ä„  und  /«,.  können  daher  slels  auf 
ihre  kleinsten  positiven  Werthe  bezüglich  der  Moduln  lv  und  m, 
reducirt  werden,  so  dass  nur  die  Reihen  mit  den  Indices  /.,.  =  0, 
1 ,  i,  .../,—  1  ;  «,.=  0,4,2,...  mv  —  1  als  wesentlich  ver- 
schieden bleiben.  Diese  Reihen  bilden  somit  eine  Gruppe  von 
/t  •  /4  •      •  w4 '  '  '  mg  Thetareihen. 

Fttr  die  Reihen  dieser  Gruppe  ergeben  sich  zunächst  die 
Relationen : 

(  tf*  • ' '  '"<'  y  s> ;  -  u,.)  =  #~    * "  ~  ^ !«✓    5  + 
|     *i  •  •  •  *(>  —  Ae 

(8)  <  »"^S 


wo  alle  Argumente  zugleich  positiv  oder  negativ  sind,  und: 


(6) 


für  jedes  beliebige  ?/,  aus  der  Reihe  der  Argumente. 
Aus  (5)  und  (6)  folgt,  dass: 

7  o;  =  0  , 

falls  die  Indices  Ar  =  0  oder  ^  ,      =  0  oder      gesetzt  werden 

und  eine  ungerade  Anzahl  von  Indicespaaren  X,,,      den  bezüg- 

/  m 

liehen  Werthenpaaren  ^ ,      gleich  ist;  dass  ferner: 

8)  i  •''">' ^  "4,  =  »=0- 

lalls  die  Indices  aus  derselben  Werthcnrcihe  genommen 

werden  und  eine  gerade  Anzahl  von  Indicespaaren  ).,. ,  uy  den 

bezüglichen  Werthenpaaren  \'}  ,       gleich  ist. 
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Der  Eigenschaft  der  ursprünglichen  Thetareihe  zufolge  gilt 
für  die  Reihen  der  allgemeinen  Gruppe  die  Relation: 


9) 


wo  sr  und     beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Es  folgt  hieraus: 

^V0''"'"'    +      /   +  't' H  Hp^v'p) 

(""'"'"'  '      ■  +  'i '  2"«'</'  H  VZc) 

=  6-  -—r-  -, 


(10)  ' 


=  _,..,i+lL:  :   for«  =  l,8,.--e. 

Aus  (10)  lassen  sich  folgende  Eigenschaften  der  Quotienten 
von  Thetareihen  der  allgemeinen  Gruppe  angeben: 

Die  Quotienten  sind  2<?-fach  periodische  Functionen,  deren 
Periodensysteme  aus  der  Bedingungsgleichung 

2V7' >,--->•:  -2V*„,"  .<<,-/<: 
12       ,  '      1  1      '  I 

zu  ersehen  sind. 
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Wenn  nun  Uber  die  Tbeilbarkeit  der  Zahlen  /,.  und  my  keine 
Voraussetzung  gemacht  wird,  so  muss  sv  =  lv  und  =  my  ge- 
setzt werden.    Werden  aber  alle  lv  und  mr  ycradzahlig  vornus- 

/  m 
gesetzt,  so  kann  kv  =.  /.;.  +  f „  -£ ,   </,,  =  a'v  +  ri¥  y  gesetzt 

werden ,  wo  die  tv  und  i>v  gleich  0  oder  gleich  1  sind.  Dann 
wird  die  Gleichung  (12)  erfüllt,  falls 

(1  3)  J?sy  •  f •  riv  =  0  'mod.  2)  , 

T  I 

so  dass  je  nach  der  Bestimmung  der  Werthe  t,  und  r(v  für  sv 
und      sich  die  Zahlen  1  und  2  ergeben.    Es  bilden  somit 


die  4P  Reihen  >  ;  wo  6t  •  •  •  t0        •    =  N 

oder  1)  eine  Untergruppe  der  allgemeinen  Gruppe  mit  den 
Periodensystemen : 

2  r<  A  \ 

'  ?  /,,    '  für 

l\*ilwh  )    '*2"s>^>       •  •  •      /r2r/rr/r,  •  •  •  t^a^lfj] 

v  —  \ ,  2 ,  •••(>. 

In  ahnlicher  Weise  folgt  aus  der  allgemeinen  Voraussetzung, 
dass  alle  und  wr  durch  />  theilbar  seien,  die  Bemerkung,  dass 
die  /r^  Reihen : 

t,t  +     .  mJ 

f  ,  wo./r=0,  1,2,  •  •})—  1;  ;r;.  =  0.1,2        —  1, 
K  +     •  f 

für  r  =  1  ,  2  ,  •  •  •  q  eine  Untergruppe  bilden,  deren  Perioden- 
systeme aus  (1 2  sich  ergeben,  wenn  dorlselbst  /.,.  =  /./. -f-;rr  •  '  : 

=  /'/•  +  ;r/  '  ~  gesetzt  wird  und  die  von  Null  verschiedenen 
kleinsten  Werthe  für  sr  und     aus  der  Gleichung: 

1  i  yjsy  •  irr  •  <  =  0     mod.  />) 

ermittelt  werden. 
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Aus  (H  i  ergiebt  sich  folgende  Eigenschaft  des  Logarithmus 
einer  Thetareihe  der  allgemeinen  Gruppe : 

Differenzirt  man  den  Logarithmus  einer  Thetareihe  nach 
einer  der  q  Variablen ,  so  erhalt  man  q-U\c\i  periodische  Func- 
tionen von  der  aus  (\\)  erkennbaren  Beschaffenheit.  Es  führt 
ferner  die  successive  Differentiation  nach  zwei  beliebigen  Va- 
riablen zu  2p-  fach  periodischen  Functionen  mit  den  Perioden- 
systemen : 


0;  0; 


2  ,T# 


0; 


Es  ist  somit : 


für  1'=     2,  •  •  •  <j. 


15) 


=  -/r/,  +  df<  lg^' Vv';  i/„);    für/=*,2,  •  •  <> 


16 


<^„,  lg^>^:  ^);f«r/=1,2,.^;/,  =  t,2,.^. 

§  2.  Mit  Benutzung  der  in  I,  (14;  definirten  Bezeichnungs- 
weise  kann  ronn  setzen: 


1 7 


,,,„  »„ + *«;. »; + /<"-  < + /C »™ 

=  >,HV  +  [/<',}  Kl  +  KK<]  +  ["'/•']  >'';i ; 

7„  «„ + i,,;» + (/„  „; + x;,  )•+(',»; + a;  i  '■  +{',. »",: + >■;:  f 

+  :7k  W]  +  CT ; 

+  w.  m)  +  [>.;d + ;»;.']  :'i'Cj  + 

fllr  »-  =  1,  2.  ..  .  q. 
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Der  Eigenschaft  der  durch  die  Klammern  bezeichneten 
quadratischen  Transformation  zufolge  ist  alsdann: 

I  ^  E»p  f  -c+f  »;)) 

•  Kxp  [  ^r(«rv"!/#''wi''4-^,^)(^»,/»+^^)+"v(/i',,i'+ii-)} 

[  Vl'l" 

+ {<V  r"  +  'v )  lv"  ">+  *»  +  <       "»  +  *r!) 


1  »•' »" 


..•»"  J 

= v  ex,,        Kl  +  ^  +  i;n «) 

MKli""ll»"'l    X  »     x  7,V  mv  "V 

L"''"  +  [«,]  !U»,]  +  >,]') 


+  K]:',KI  +  K1) 

falls  in  beiden  Summen  über  alle  ganzzahligen  und  alle  halb- 
zahligen  Werthe  nt,,  n\n  n"! ';  [«,,],  LwJ.l,  [/j',7]  sumimrl 
wird,  für  >'  =  1 ,  2 ,  •  •  •  ^ . 

Trennt  man  nun  beide  Summen  in  die  nur  über  alle  ganz- 
zahligen und  nur  über  alle  halbzahligen  Werthensysteme  n,, 

m'4„       <;  resp.  [«,'.],  K'1 ,  ['Cj  bin- 

erstrecktcn  Summen ,  so  lüsst  sich  jede  dieser  Theilsummen  als 
ein  Product  von  vier  Thetareihen  auffassen.  Es  ist  daher  bloss 
eine  andere  Schreibweise  der  Relation  (18),  wenn  ich  setze: 
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u"' 


,  ;«,-',-»;  Kil-  *w    ,  (<w;[«a 

wo  beide  Summen  Uber  alle  Werthe  t{ ,  f4  . . .  * ,y  gleich  0  und 
gleich  I  zu  erstrecken  sind. 

Man  beachte  nun  noch,   dass         iij,,  /<", ,  /<"  durch 

y ,      +       y,  JV-Mk'  y>  y  'wo 

r/(  =  0  oder  1)  ersetzt  werden  kann,  ohne  dass  dadurch  [iij,1, 
XL  sich  ändern,  während  [ult]  in  [«,,]  + wr  übergeht, 

was  keine  Aenderung  in  den  mit  diesem  Index  versehenen 
Tbetareihen  verursacht.  Führt  man  diese  Substitution  an  allen 
lndices  //'//  von  v  —  K  bis  v  =  q  aus  und  addirt 

man  alle  so  entstehenden  Gleichungen  von  der  Form  der  Glei- 
chung 19-.  so  erhält  man  die  fundamentale  Relation: 

«■  ■     ■;„„.,. ;[«,.]       ,-,„,,.,.;  ;«;.]■: 


•^jJ  /VkS  Wj  -^7;^ VrV'J  [<]) 


lUth.-phys.  Classe.  1892.  25 
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W    i--        .V  1»    L.    -  *»' 


ritt-*,-* 


Es  ist  hier  die  Summe  über  alle  Werthe  rn ,  ;;t  — e4,  «,•"  fp 
gleich  0  und  gleich  <  zu  erstrecken.    Es  ist  ferner 


5! 


;  [K)  = 


"  i 


f/r  —  n\.  +    —  i< 


'  •  V"l  = 

1    /V  J  — 


^•v  ~f"  ^1' 

2 

'•j/ 

~\~ 

2 

»»» 

/<,,  -  /i. 

2 

.",>  —  .'V 

,"r  + 

2 

+  lV 

## 

Mj,  —  liK 

2 

M#,  —  llv 

•C  +  "7 

2 

Es  sei  schliesslich  vorausgesetzt,  dass  alle/,,  und  my  gerade  Zahlen 
seien,  und  dass  die  Indices  ).  und  /<  der  Art  gewählt  seien,  dass 
auch  [l]  und  [/<]  ganze  Zahlen  darstellen.  Alsdann  setzt  diese 
Relation  Thetareihen  einer  und  derselben  Gruppe  in  Beziehung 
zu  einander. 

Wird  in  dieser  Relation  [*/,,],  \ft\] ,  [/«'/,] ,  [«"/]  um  yr  •  ~ 

und  [;.,.',        [Ä';;,  a"'  um  ö*,,  •     vermehrt,  wo  <*,,  =  0  oder  I. 

yv  =  0  oder  \  für  v  =  1,  2.  .  .  .  ^  und  setzt  man  mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichung  (4) : 

i2i;  »  1    m'  .  , 


so  crhillt  man  folgende  allgemeine  Relation  an  Stelle  von  ,20} : 
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inj?*''*?    W+jvt  M  +  jvt 


"(Kl)-*  *([<]) 


^+^•7       rt+v'?  rt+v'-? 
*       ,  K)  •  *       *  (»O  •  *        *  K 


mv  ../   ,  „     mr  ..n  i  „  mv 


*        *  K)  ■ 
>;"+*,  ■  ±  . 

In  leicht  verstand licher  symbolischer  Bezeichnungs weise 
lautet  dieselbe  Formel: 

Diese  Relation  stellt  die  allgemeinste  derartige  Beziehung 
zwischen  Thetareihen  einer  Gruppe  dar  und  gründet  sich 
darauf,  dass  Producte  von  vier  Thetareihen  einer  Gruppe  ge- 
bildet wurden. 

Setzt  man  in  dieser  Relation  alle  ly  und  alle  my  gleich  2, 
so  geht  dieselbe  über  in  die  von  llerrn  Prym  in  der  schon  ge- 
nannten Abhandlung  l;  entwickelte  analoge  Formel,  da  nunmehr 
die  /.„  und  /<„  gleich  0  oder  1  zu  setzen  sind  und  unter  den  vier 
Zahlen  ly,  k\,}  k",,  k™  resp.  f.tin  n'v,  p"!  keine  ungerade 
Anzahl  den  Werth  4  annehmen  darf.  In  der  PRYM'scben  Formel 
ist  dieser  Bedingung  Rechnung  getragen.  Da  diese  letztere  mit 
Hilfe  des  früher  'S.  317)  erwähnten  Princips  abgeleitet  wurde. 

4)  Ein  neuer  Beweis  für  die  RiEMANts'sche  Thctaformcl.  Act.  Math. 
Bd.  3,  pag.  SU. 
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wührend  die  hier  entwickelte  allgemeinere  Kelation  mit  Benutzung 
des  Wesens  der  orthogonalen  Transformation,  alle  ganzen  und 
alle  halben  Zahlensysteme  in  dieselben  Zahlensysteme  mit  ver- 
änderter Anordnung  (iberzuführen,  gewonnen  wurde,  so  sind 
die  hier  gegebenen  Entwickelungen  unabhängig  von  denjenigen 
des  Herrn  Prym. 

Mit  dieser  Relation  (22)  resp.  22  a)  ist  indessen  noch  nicht 
die  in  jedem  Falle  brauchbare  Beziehung  zwischen  den  Theta- 
reihen  entwickelt.  Es  können  aber  aus  derselben  ohne  Mühe 
andere  Relationen,  die  für  besondere  Untersuchungen  und  ins- 
besondere für  die  Untersuchung  des  Zusammenhangs  der  Thela- 
reihen  mit  den  mehrfachen  Integralen  algebraischer  Functionen 
vortheilhaft  sind,  abgeleitet  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerke  ich,  dass  die  Symbole  {//}  und 
77  ihre  Bedeutung  nicht  verandern,  wenn  die  Indices  öy .  yy  resp. 
e,,,       in  beliebiger  Weise  um  2  vermehrt  oder  vermindert 

werden.  Es  ist  ferner  vortheilhaft,  das  Symbol  Tl''1'"'"*'  in  Form 

t ,  •  •  •  f  u 

des  Productes  IL  •  U,  •  IJ,  •  //„  ■  •  •  IJr  •  TIr    zu  schreiben. 

Dieses  Product  ist  lediglich  eine  symbolische  Umsetzung,  so  dass 
seine  Factoren  nicht  vertauscht  werden  dürfen  und  das  Product 
selbst  mit  Berücksichtigung  der  Aufeinanderfolge  seiner  Factoren 
jederzeit  in  die  ursprüngliche  Forin  des  Symbols  wieder  umge- 
setzt werden  kann. 

Auf  Grund  dieser  Schreibweise  kann  alsdann  die  Relation 
(22a;  auch  folgendermassen  dargestellt  werden: 


i 


=  (»/.+        •»,)•(".  +  -Vr--iz,) 
.     +  _  \  vt .  n,)  (;/„+ ,  -  i    •  //,)  •  • 

•  (".+  -  «/«•  •     •     +  •;-     • • 

Es  ist  nun  unmittelbar  ersichtlich,  dass  die  Addition  oder 
Subtraction  der  entsprechenden  Relation  für 


wenn  nicht  alle  <J'J(J  y\, ,  die  gleich  Null  oder  gleich  1  sein  sollen, 
gleich  Null  sind,  sondern  mindestens  einer  dieser  Indices  gleich 
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1  ist,  die  4?  Glieder  der  rechten  Seiten  auf  die  halbe  Anzahl 
reducirt. 

Es  ist  ferner  in  derselben  Weise  evident,  dass  die  Summe 
oder  Differenz    der  Formeln   ftlr  Ul)rtl         ' '  rj?  ~\  yl  und 

M?trt£'''^l^t5  ™  denselben  Symbolen  n**""* 
führt  wie  die  Summe  oder  Differenz  der  Formeln  für  [Tl}Y.x"'Yy 
und  fl/}^1"!"3!'     ;»"1~;!> ,  so  dass  die  beide  Male  resultirenden 


H  '        sich  nur  durch  ihre  Vorzeichen  unterscheiden  können, 

wofern  —  was  vorausgesetzt  werden  soll  —  die  Indices  d"  und 
>V  nicht  alle  gleich  Null  und  nicht  der  Reihe  nach  den  Indices 
Ki  y'v  gleich  sind. 

Schliesslich  ergiebt  die  additive  oder  subtractive  Verbin- 
dung der  beiden  resultirenden  Formeln  eine  abermalige  Reduction 

der  lf*'"r'(f  auf  die  halbe  Anzahl. 

Man  erhält  somit,  wenn  /  und  t"  unabhängig  von  einander 
die  Werthe      1  oder  —  1  bedeuten,  zunächst: 


,23a) 


(/70+;_r7i.iI4)  .  .    (i7i+;-4;^./71)  + 


sodann: 


■1t  ** 


.  U  +  r-  (—  1)  v  /  ; 
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^Mn)^:::5r+i'-«e-«.{ji^+j:::^ 

+f-(/7„+ —i ;;■.+/../!,)  •  •  •  (;i0+  _(;^+<»:,.f/1) 
+r(n.+!-«7.+yr.jr,)  •  •  •  {n,+[-t)*t+t;-nl) 
+^.^(^0+v-^,y.+/.+/^JT1)-(/I0+(-^;rfe+''t:+<f^■iJ1) 


Cl  *  '  *  f(/ 


( 


i+i'..;- 1;'  ;.\<+r- -i) '  /. 


Die  Fortführung  der  Reduction  der  Anzahl  der  Jr1  ' 
führt  schliesslich  zu  einer  Relation,  die  2?  Symbole  {11}  durch 


2?  Symbole  i/  ausdrückt.  Wird  {/T}y       durch  {JI}y  ersetit 
und  wählt  man  ^  von  einander  verschiedene  Indicessysteme 
K,  Y">\  •••  ^  T*?*  so  dass  die  2?  Symbole  {/!}'/, 


ver- 


schiedenc  Indicessysteme  aufweisen  und  bedeuten  schliesslich 
/"  .  .  .  /UO  unabhängig  von  einander  die  Werthe  -f-  \  oder 
—  I  ,  so  lässt  sich  diese  Relation  in  folgender  Weise  dar- 
stellen: 
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!«3e) 


(;/„+_)  ;r,.i7,).  .  •  (//,+  ;-  r^/T.) 
+('.(/T0+-1/,+/,.^,).(/7„+-<;rfP+'»:.-/T,) 


1 

2C 


+ ,'. . .  ,<e>.  (/i0+  - 1 )  r> + ■  ■  ■  r"<  '■  /t,) 
 (»„+-  tf*+- +*?n,) 


77"  ''<> 


Einen  speciellen  Fall  dieser  allgemeinen  Formel  stellt  die 
Relation  (19)  dar.  Es  ergiebt  sich  diese  letztere  auä  der  allge- 
meinen Formel,  wenn  alle  yvy  y\,,  y',,  ...  ylLn  gleich  Null  und 
von  den  dyl  6',,  ö"v,.. .  6f  bloes  ö[,  6'; .  öf  gleich  1, 
alle  übrigen  gleich  Null  angenommen  werden  und  wenn  /  =  f 
• .  •  =  |((»)  =  4-  1  gesetzt  wird. 

Die  Relationen  (22)  und*  (23),  insbesondere  die 'iu4etkt  ab- 
geleitete Relation  (23  c),  bieten1  eine  bequeme  Gnuuadloge,  um 
den  Zusammenhang  der  Thetareihen  mehrerer  Variable«  mit  dün 
mehrfachen  Integralen  algebraischer  Functionen  darzulegen. 

Ich  erörtere  im  Folgenden  diesen  Zusammenhang  unter 
Beschränkung  auf  die  Thetareihen  zweier  Variablen  und  auf 
Doppelintegrale. 

§  3.  FUr  die  Thetareihen  zweier  Variablen  folgt  aus  (3) 
folgende  Delinitionsformel : 
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</ „■■/,«,  4-  P. , +  2  « ,  5 ;  /,  n ,  +  >.,)  (/2  w2 + ) 


Wird  in  dieser  Formel  /t  =  »»4  =  /,  =  «i4  =  2  gesetzt,  so 
stellt  dieselbe  die  16  RosKMiAiN'schen  Thetareihen  dar.  Es  ist 
nümlieh,  wenn 

«n  =  l  ,0S  P  ;    ««  =  ]  log  7  ;    «ls  =  J  A 
gesetzt  wird,  und  i;,,  i;t  die  Werthe  0  und  1  bedeuten. 


^'•'-(i.t     v  )=  V  -1)  1       1  • 

x  \  log  7      /       m ;  n 

^ (t  »i  +  f ,  (2  n         + 1' (2  tn     c,}  -j-  tc  2  n     f  j) 

und  es  ist  alsdann  nach  der  von  Kosbniuin  1  :  »Memoire  sur  les 
fonctions  de  deux  variables  et  ä  quatre  periodes ,  qui  sont  les 
inverses  des  inlegrals  ultra -elliptiques  de  la  premiere  classe« 
im  3.  Capitel  gegebenen  Definition: 


y„  =  ^K;  </>.,  =  *itt.;  '/>.,  =  *!!;  ?«  =  ^S; 

Die  Symbole  und  die  mit  ihnen  gebildeten  Formeln  22 
erhalten  durch  die  Specialisirung  auf  zwei  Variable  folgende 
Bedeutung: 


i;  Mömnires  prcscntes  ä  l'acadömic  des  sciences.  t.  XI.  Paris  «831. 
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r;  -!-^/-  ;  ;^+«ra^H<l'   f>-]+j/|;:^  +j2iv<Jr 

,..r  *».•(„ 

+ , 7 ; «;+ / w;\  y  7+ t1  ;  ^+  **t*  k\ 

4{J7};,;  ?'2  =  ^T  _i)f'?'«+f2^"~^«tft"~^<f*/7''i;  ^ 

= 1 n,)(if,+ ;- 1 n{) 

Die  Formel  23a  nimmt  nun  folgende  Gestalt  an: 

!K:,;3;±!(n);;S:;KJ 

I  ±(nt+(-w+*ii,).  .(«,+._•  i*,+-»ijr1)  I 
_  | .  y  _  (j'i yi+^r»— ti«''i—  ',,<», 


i/*1  ',1 .  (l  ±  —  I :'• r'  +  '••>''- - ^   -  '<-  <r»l 
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Setzt  man  /4  =  mi  =  /4  =  mt  =  2 ,  so  ist  diese  Relation 
der  zusammenfassende  Ausdruck  für  alle  Relationen,  durch 
welche  je  zwei  Producte  von  je  vier  RosKNHAiN'schen  Thetareiben 
acht  Producten  von  je  vier  Reihen  derselben  Art  gleichgesetzt 
werden.  Relationen  dieser  Art  stellt  Roskniiain  in  der  genannten 
Abhandlung  in  der  Formeltabelle  des  Anhangs  pag.  443 — 468 
zusammen.  Aus  der  hier  entwickelten  Relation  können  somit 
alle  jene  von  Roskn  hain  angegebenen ,  sowie  die  von  ihm  nicht 
angegebenen,  ausserdem  noch  möglichen  Relationen  abgelesen 
werden. 

Wird  z.  B.  vorausgesetzt,  dass  alle  Indices  [/.]  und  [/<]  gleich 
Null  seien,  so  dass 


so  lehrt  die  Formel  25  a),  dass  jedes  der  so  definirten  46  Pro- 
ducte {Tl}yJ]yy  mit  jedem  der  15  übrigen  Producte  durch  Ad- 
dition oder  Subtraction  verknüpft  gleich  acht  Producten  der- 
selben Art  gesetzt  werden  kann.  Da  diese  Producta  direct  den 
Producten  der  Rosexh Aussehen  Gruppe  entsprechen ,  so  heisst 
das  in  der  Schreibweise  Roskmiaix's  nichts  anders  als  dass  z.B. 

-  '/>«  '  •  <f  *> '  <P3*  —  2  <Prs  '  <Prs  •  Vrs  '  <Prs  gleich  acht  Pro- 
ducten <f  r  s  ■  (/>,.  s  •  (pr  s  •  (fr  s    gesetzt  werden  kann.  Von 

diesen  Relationen  findet  sich  in  der  Tabelle  Roskniiain's  bloss 

<l>yA  '  <Pm  '/»m  '  <Pu  —  Vn  •  (Pm  '  Vit  '  direct  in  der  aD§e- 
gebenen  Weise  dargestellt. 

Die  Relation  23  b)  und  die  für  den  Fall  zweier  Variablen 
mit  derselben  identische  Relation  23  ei  schliesslich  kann  in  fol- 
gender Weise  dargestellt  werden : 
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Uli)™}  +^  +  ^1  =  r/my.+yry.+/? 

«ifs»;,r;a  e» 'a 

wo  die  Zeichen  ±  und  :p  unabhängig  von  einander  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen  bedeuten  sollen. 

Von  wesentlicher  Bedeutung  wird  diese  allgemeine  Formel 
wenn  die  Indices  und  die  Argumente  der  in  der  Formel  auf- 
tretenden Thetareihen  derart  specialisirt  werden,  dass  drei  der 
Producte  {ü}  den  Werth  Null  annehmen. 

■■•  '»1  dieS  erreichen>  wenn  <"'e  I»dices  [k["\  =  [n["\  = 

lAi  J  —        =  0  und  ebenso  die  Argumente  u"']  =  [u^]  =  0 

gesetzt  werden.  Es  wird  alsdann  {JT}*£  =  0,  wenn    Jy,  =  1 

"nd_°\,  7,  der  Reihe  nach  gleich  0,0;  0,  1;  i,  0  ist  oder  wenn 
4"~'>  —  1  uud  der  Reihe  nach  gleich  0,0;  1,0;  0,  1 


»st,  da  unter  denselben  Bedingungen        2     *  2  (°)  =  0  ist 


1  2       2  2! 


Es  können  somit  in  der  Relation  (26  für  jedes  {//}'/  <}  die  Indices 

w  '   • '  ^ ' ^  so  bcst'n»»t  werden,  dass  drei  f  77}  den 

Werth  Null  haben. 

Jst  z.  B.  ÖK  =  =  o*4  =  =  0,  so  setze  man  ö[  =  y[  =  0; 
t  -  }\  =  1 ;  ö';  =      =  ,j;  =  <  ;  7;  =  0   0(W  man  selze 

alsd^n  =  1 5  ^  ~  *  ~  °  5  ' '  =  °  5  Ö':  -  *  =         4-  Ks  i8t 


1*7) 
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In  ähnlicher  Weise  können  alle  die  nicht  seihst 

gleich  Null  sind,  durch  zwei  vierfach  bestimmbare  Ausdrücke 
dargestellt  werden. 

Auf  diese  Weise  erhalt  man  Formeln,  die,  wenn  auch  noch 
[//',')=  [mJ]  =  0  gesetzt  wird,  das  Addilionstheorem  für  die 
Thetareihen  der  allgemeinen  Gruppe  darstellen  und  es  ermög- 
lichen, den  Dift'erentialquotienten  eines  beliebigen  Quotienten 
zweier  Thetareihen  durch  Quotienten  von  Thetareihen  derselben 
allgemeinen  Gruppe  auszudrücken. 

Setzt  man  nämlich,  abgesehen  von  den  schon  festgesetzten 
Beschrankungen       =  A,"  =       =  //,"'  =  0,  so  ist  ).,  ='•,: 

=        =     !.«/!  =.«,•';  K)  =  '^  fc™r 

ist  u/  =  Ui'y  u"  =  ul"  =  t'f  für  i  =  \  und  2  und  es  stellen  somit 
die  Symbole  77  folgende  Producte  dar: 


(28j 


wi,  m, 


,.1+Fli>,+,JiW 


Zu  den  sich  in  dieser  Weise  ergebenden  Relationen  von 
der  Gestalt  der  Relation  ^27,  treten  als  ergänzende  Relationen 
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diejenigen,  welche  aus  den  sechs  Gleichungen  {il)!„  =  {/I}!J 
=  {/7};;'  =  {71};;  ==  {n}l\  =  {//};;  =  0  und  den  Combinationen 
dieser  Gleichungen  folgen.  Die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Rela- 
tionen lässt  sich  noch  wesentlich  verringern,  wenn  in  denselben 
t\  =  r,  =  0  gesetzt  wird,  da  alsdann  auch  77JJ  =  7/JJ  =  J7JJ 
=  J7JJ  =  l/JJ  =  //JJ  =  0  zu  setzen  ist.  Dieselben  Relationen 
bringen  zugleich  die  geringst  mögliche  Anzahl  von  Thetareihen 
in  Verbindung,  wenn  AÄ  —  ui  =  /it-'  für  i '  =  1  und  2  gesetzt 
wird.  Die  Symbole  //  hüben  alsdann  folgende  Bedeutung: 

zu  iL 

e,F2 


29) 


Unter  den  angegebenen  Beschrankungen  erhalt  man  zu- 
nächst sechs  Gleichungen,  für  welche  die  symbolische  Umsetzung 

des  Zeichens  J/'l?'2  in  Tlf  •  J7„  •  //.  •  TT,    insoweit  benutzt 

t,e2  ei       '.i       e2  vj 


werden  kann,  (  lass  //"  *2  durch  TT'  .  Tl  "2  mit  Beachten  der  Auf- 

f ,  e 2  £  ,  f., 

einanderfolge  der  Factoren  dargestellt  wird.  Zwei  derselben 
sind  beispielsweise : 

3o  |  n\i  =  (n;  -  //?  -  ji«)  /z;  +  //?  +  ir»)  +  n;;  =  o 
\  11;;  =  ;//;  -  u;  -  /r;; ;//;  +  //;  -  jzj;  -  n\\  =  o 

Aus  diesen  und  den  übrigen  vier  Gleichungen  ahnlicher 
Art  erhalt  man  durch  Addition  oder  Subtraction  15  Relationen 
einfachster  Art,  die  bloss  je  vier  Producte  II  in  Beziehung  setzen. 
So  folgt  aus  den  Gleichungen  (30  : 

w  /z;j-n;:- Jiji  +  iii;  =  0. 

Diese  Relationen  lehren  im  Hinblick  auf  die  in  29)  darge- 
stellte Specialisirung  der  Symbole  FT,  dass  die  geringste  Anzahl 
von  Thetareihen  einer  allgemeinen  Gruppe,  die  in  Abhängigkeit 
von  einander  gebracht  werden  können,  vier  betragt  und  dass 
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diese  vier  Thetareihen  einer  und  derselben  Untergruppe  von 
\  6  Reihen : 


angehören. 

Wenn  nun  auch  die  Differentialquotienten  eines  Quotienten 
zweier  beliebiger  Thetareihen  der  allgemeinen  Gruppe  durch 
Quotienten  von  Thetareihen  derselben  allgemeinen  Gruppe  aus- 
gedrückt werden  können ,  und  wenn  man  folglich  auch  den  ans 
zwei  Quotienten  x  und  y  je  zweier  beliebiger  Thetareihen  der 
allgemeinen  Gruppe  gebildeten  Ausdruck : 


durch  Thetaquotienten  derselben  Gruppe  darzustellen  vermag, 
so  können  doch  diese  letzteren  Thetaquotienten  nicht  wieder 
mittelst  der  oben  abgeleiteten  Formeln  durch  die  Quotienten  x 
und  y  ausgedrückt  werden,  es  sei  denn,  dass  die  Quotienten  x 
und  y  aus  den  Reihen  einer  und  derselben  1 6-gliedrigen  Unter- 
gruppe gebildet  worden  seien. 

Zur  Herstellung  eines  Zusammenhangs  von  Quotienten  der 
allgemeinen  Thetareihen  mit  den  Doppelintegralen  ist  es  aber 
nothwendig,  den  genannten  Ausdruck  durch  die  Functionen  .r 
und  y  selbst  auszudrücken. 

Es  zeigt  sich  somit,  dass  es  zur  Herstellung  dieses  Zusam- 
menhangs nothwendig  ist,  sich  auf  Quotienten  von  Thetareihen 
einer  1 6  -gliedrigen  Untergruppe  zu  beschranken,  da  die  im 
Vorhergehenden  abgeleiteten  Relationen  zwischen  den  Theta- 
reihen einer  allgemeinen  Gruppe  nur  unter  dieser  Reschränkung 
zum  Ziele  fuhren. 

Der  Zusammenhang  der  Thetareihen  der  1 6-gliedrigen  Unter- 
gruppe mit  den  Doppelintegralen  soll  demgemiiss  in  einer  nach- 
folgenden Arbeit  dargelegt  werden. 
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Hermann  Credner,  lieber  die  geologische  Stellung  der  Klinger 
Schichten.  Mit  2  Figuren. 

Die  diluvialen  Thonmergel  und  die  Torfablagerungen  von 
Klinge  bei  Cottbus,  sowie  die  in  ihnen  enthaltenen  Thier-  und 
Pflanzenreste,  mit  welchen  A.  Neuring  neuerdings  die  Wissen- 
schaft durch  eine  grössere  Anzahl  von  Publicationen  bekannt 
gemacht  hat  *),  haben  die  besondere  Aufmerksamkeit  weiterer 
geologischer  Kreise  auf  sich  gezogen.  Und  in  der  That  besitzen 
dieselben  eine  grosse  Bedeutung  für  die  Geologie  des  nordeuro- 
päischen Glacialgebietes,  obschon  bis  dahin  die  genaue  Stellung 
dieses  Schichtencomplexes  innerhalb  der  Diluvialformation  mit 
Sicherheit  noch  nicht  ermittelt  war.  Letzteres  beruht  zunächst 
darauf,  dass  sich  die  in  jenen  Schichten  vorhandenen  organischen 
Reste  als  zu  neutral,  also  für  diesen  Zweck  untauglich  erwiesen, 
indem  sie  keine  Entscheidung  darüber  lieferten,  ob  sie  und  die 
sie  bergenden  Lagerstätten  der  präglacialen  oder  einer  intcr- 
glacialen  Zeit  entstammen. 

Unter  solchen  Verhältnissen  wird  der  Geologe  behufs  spe- 
cieller  Altersfixirung  des  fraglichen  Schichtencomplexes  auf  die 
Ausnutzung  der  Verbandsverhältnisse  des  letzteren,  also  auf  die; 
Altersbestimmung  mit  Hülfe  von  Lagerungsbeziehungen  verwie- 
sen. Dass  auch  die  Beschreitung  dieses  Weges  bis  dahin  zu 
endgültigen  Besultaten  nicht  geführt  hatte,  geht  daraus  hervor, 


1)  Silzungsber.  d.  Ges.  nat.  Freunde.  Berlin  4  891.  S.  1 54 ,  S.  4  90; 
1892  S.  3,  S.  27.  —  Vcrh.  d.  Ber).  anthrop.  Ges.  4  891  S.  883.  —  Naturw. 
Wochenschrift  1892  Nr.  4,  Nr.  24  u.  25.  —  Ausland  1892  Nr.  20.  —  Botnn. 
Centralbl.  4892  Nr.  30.  —  Zeitschr.  d.  Deutsch,  gcol.  Gescllsch.  1892  S.  371. 
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dass  sich  A.  Nehrint.  auch  in  seinen  letzten  Publicationen  zwi- 
schen präglacialer  (also  jungpliocüner)  und  interglacialer  Stel- 
lung der  Klinger  Schichten  noch  nicht  entscheiden  konnte,  bald 
mehr  der  einen,  bald  mehr  der  anderen  Anschauung  zuneigt 
und  zwischen  einer  Parallelisirung  mit  den  Utznachcr  Schichten 
der  Schweiz  und  dem  Cromer  Forest  Bed  Englands  schwankt. 

Um,  wenn  irgend  möglich,  die  noch  offene  Frage  nach  dem 
speciellen  Niveau  der  Klinger  Schichten  ihrer  Beantwortung 
naher  zu  führen,  stattete  ich  am  22.  und  23.  August  d.  J.  den 
dortigen  Thongruben  einen  Besuch  ab,  dessen  Erfolg  durch  die 
zuvorkommende  Unterstützung  der  Betriebsbeamten  jener  Ziege- 
leien, der  Herren  Kayseh  und  Scdmidt,  wesentlich  gefördert  wurde. 

Erst  nach  Niederschrift  der  dort  gewonnenen  Resultate  und 
Anschauungen  geht  mir  das  neueste  Heft  der  Zeitschrift  der 
Deutschen  geologischen  Gesellschaft  zu,  in  welchem  H.  Kf.ii.hace 
S.  369—371  über  seinen  Besuch  von  Klinge  berichtet,  eine 
tabellarische  Gliederung  des  dortigen  Schichtencomplexes  giebl 
und  constatirt,  dass  derselbe  von  Diluvialsand  unterteuft  und 
von  «nordischen  Geschiebesanden«  überlagert  werde,  also  zwei- 
fellos diluvial  sei,  wenn  auch  seine  interglacialc  oder  altdiluviale 
Stellung  noch  unentschieden  bleibe.  Trotzdem  scheint  es  Neh- 
ring  auch  dann  noch ,  dass  gewisse  Gründe  für  ein  prüglaciales 
Alter  der  Klinger  Schichten  sprechen,  in  welchem  Falle  das 
dortige  Torfflötz  »ein  Aequivalent  des  englischen  Cromer  Forest 
Bed  darstellen  dürfte«  (I.  c.  S.  377] . 

Die  Verbands-  and  Lagernngsverhältnisse 
der  Klinger  Schichten. 

Im  Osten  der  Stadt  Cottbus  beginnt  das  Terrain  ganz  all- 
mählich in  sanftester  Böschung  den  weit  ausgedehnten  Thalboden 
der  Spree  zu  überhöhen ,  fast  unmerklich  hebt  sich  das  flache, 
bei  seiner  Durchkreuzung  beinahe  horizontal  erscheinende  Ge- 
lände, in  etwa  1 0  km  Erstreckung  kaum  16m  emporsteigend  zu 
jener  Hochfläche ,  auf  welcher  die  neuerdings  in  der  Diluvial- 
literatur  so  vielgenannten  Thongruben  von  Klinge  angesetzt 
sind.  Und  auch  auf  ihr  bis  zu  weiter  Entfernung  kein  Hügel, 
keine  Unterbrechung  der  Ebenheit,  nur  hier  und  dort  eine  flache 
haufenförmige  Düne  von  Flugsand  zwischen  den  local  mit  Birken 
gemischten  Kiefernbeständen,  welche  mit  den  Feldflächen  ab- 
wechseln. 
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Die  Aufschlüsse  in  der  Schulz'schen  Thongrube. 

Nur  wenig  nördlich  von  der  Eisenbahnlinie  Cottbus-Sorau 
und  deren  Station  Klinge  liegt  der  ausgedehnte  und  tiefe  Tage- 
bau der  Schulischen  Ziegelei,  dessen  Wunde  die  mehrfach  von 
Nehring  beschriebene  und  jüngst  von  Kbilhack  aufgezahlte 
Schichtenreihe  im  Profile  blosslegen.  Die  Wiederholung  und 
Aufzählung  aller  der  Einzelbänke,  welche  sich  in  dem  dortigen 
Complex  von  Thonmergeln  und  Torf  unterscheiden  lassen,  ist  für 


Figur  4. 

Profil  durch  die  im  südlichen  Theile  der  Schulz'schen  Thongrubc  bei 
Klinge  aufgeschlossenen  Diluvialgehilde. 

gr=  sandiger  Grand;  u.ths=  unterer  Thonmergel;  t  =  Torfflütz,  zu  unterst 
Leberlorf;  o.lh      oberer  Thonmergel,  zu  unterst  mit  dünnen  Lagen  von 
Torf,  im  nördlichen  Theile  des  Tagebaues  zu  oberst  mit  einer  wolkig  be- 
grenzten humosen  bis  f orfigen  Einlagerung;  ds  —  Decksand. 

unsere  Zwecke  überflüssig.  Vom  rein  geologischen  Standpunkte 
aus  repräsentiren  die  von  den  Steilwanden  in  terrassenförmigem 
Abbau  angeschnittenen  und  von  ihnen  freigelegten  Schichten 
(vgl.  Figur  \)  zwei  Stufen,  die  untere  derselben  mit  drei  Hori- 
zonten : 

Math.-pbjs.  Cl»s»e.  1892.  26 
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\    Die  Klinker  Schichten. 

a.  unterer  grünlichgrauer  Thonmergel  (u.  th  des  umstehen- 
den Profils^,  zu  unterst  mit  ausserordentlich  regelmässiger  Än- 
derung und  Biinkung,  2 — 3  m  mächtig  (Nehring's  Schicht  8  : 

b.  ebenfalls  schichtig  gesonderter  Torf  (t  des  Profils  ,  zu 
unterst  sogen.  Lebertorf,  \ — 1,5  m  mächtig  (Nebring  s  Schicht  7 
und  ü) ; 

c.  oberer  graugelber  Thonmergel  (o.th  des  Profils'  ,  etwa 
4  m  mächtig,  zu  unterst  durch  dünne  vegetabilische  Lagen 
schwarz  gebändert  oder  liniirt  Neiiring's  Schicht  5  und  4),  nach 
oben  zu  local  innig  gemengt  mit  pflanzlicher  Masse,  welche  sich 
im  nordlichen  Theile  des  Tagebaues  zu  reinerem  Torfe  anreichert 
und  dann  das  in  seinem  Auftreten  und  seiner  Mächtigkeit  ganz 
unbeständige,  sogenannte  obere  Flötz  derSchulz'schen  Thonerube 
bildet. 

Dieser  einheitliche  Complex  von  drei ,  insgesammt  7 — 8  m 
mächtigen,  coneordant  und  innigst  mit  einander  verknüpften 
Gliedern,  dem  liegenden  und  hangenden  Thonmergel  und  dem 
eingelagerten  Tori,  wird  nach  oben  zu  abgeschnitten  und  dis- 
cordant  überlagert  vom. 

2   Deeksand  ;'//.*  des  Profils!, 

einem  weissen  bis  hellgelben,  dünnschichtigen  Sand  (Nehmkg's 
Schicht  1  und  2-. 

Aus  dem  liegenden  Thonmergel  a  stammt  die  von  Nehrinc. 
beschriebene  Geweihstange  eines  Riesenhirsches  von  altertüm- 
lichem Typus  (Cerv.  megaceros  var.  Ruffii  Nehr.),  ferner  ein  Paar 
Unterkiefer  eines  Fuchses  und  zwar  wahrscheinlich  Eisfuchses, 
sowie  eine  Anzahl  Knochenreste  des  Rhinoceros  und  des  Elches. 
Seiner  obersten  Lage  sind  Skelete  von  Fischen  Schleie)  und 
einer  Sumpfschildkröte  entnommen  worden.  Das  Torfßötz  selbst 
setzt  sich  aus  Resten  der  von  Nehrixg,  Wittmack,  Warnstorf 
und  C.  Weber  untersuchten,  von  erstcrem  zuletzt  im  Botan.  Cen- 
tralbl.  1802  Nr.  :*0  aufgezahlten  Pflanzenarten  zusammen,  welche 
auf  ein  gemässigtes  Klima  hinweisen  und  auch  heute  noch  in 
Deutschland  vorkommen.  Nur  eine  Spccies,  Cratopleura  helve- 
tica  Web.,  ist  sicher  in  Europa  ausgestorben.  Gleiches  gilt  wahr- 
scheinlich von  denjenigen  beiden  Pflanzen,  welche  die  bisher 
unbestimmbaren  »wurst förmigen  Früchte«  sowie  die  kleinen 
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«metallisch  glänzenden  Samen«  im  Klinger  Torfe  geliefert  haben. 
Die  Samen  von  Cratopleura  werden  in  den  interglacialen  Schie- 
ferkohlen von  Dtlrnten  und  in  dem  Torflager  von  Gross-Born- 
holdl  in  Holstein,  die  wurstförmigen  Früchte  in  dem  präglacia- 
len  Cromer  Forest  Bed  sowie  in  einer  jüngeren  Diluvialablagerung 
Suffolks  in  grosser  Zahl  gefunden.  Die  hangenden  Thonmergel  c 
bergen  nach  Nathorst  zu  unterst  Früchte  und  Zapfenschuppen 
von  Betula  adorata  und  Bet.  nana,  weiter  oben  ausschliesslich 
Reste  von  letzterer,  jedoch  sämmllich  angeschwemmt  und  auf 
secundärer  Lagerstätte. 

Von  allen  durch  den  Schulischen  Tagebau  aufgeschlosse- 
nen Schichten  wird  man  sich,  um  die  Altersbestimmung  des 
Thonmergel-Torfcomplexes  auf  stratigraphischem  Wege  zu  er- 
zielen, zunächst  den  obersten,  jenen  discordant  abschneidenden 
Sauden  zuwenden.  Dieselben  heben  sich  in  Folge  ihrer  lichten, 
fast  schneeweissen  Farbe  scharf  von  ihrem  Ließenden,  dem  oberen 
Thonmergel,  ab.  Ihre  Auflagerungsflache  auf  diesem  ist  strecken- 
weise eine  höchst  unregelmässige  (vgl.  Fig.  1),  indem  der  Sand 
graben-  und  sackförmig,  ja  in  flach  geneigten  Auslaufern  apo- 
physenartig  in  die  Thone  eingreift.  Zugleich  zeichnet  er  sich 
durch  eine  ausserordentlich  feine  Schichtung  aus,  deren  horizon- 
tale Ebenflächigkeit  nur  hier  und  dort  durch  zierliche  Undula- 
tionen  unterbrochen  wird.  Ihm  sind  stellenweise  schlank  linsen- 
förmige Nester  und  Schmitzen,  sowie  dünne  Lagen  eines  Grandes 
eingeschaltet,  welcher  fast  ausschliesslich  aus  weissen  Quarz- 
kieseln zusammengesetzt  wird  und  vereinzelte  Splitter  und  kleine 
Stücke  von  Feuerstein  enthüll.  Ich  selbst  habe  innerhalb  des 
anstehenden  feinschichtigen  Decksandes,  obwohl  er  an  den  Wan- 
den des  Tagebaues  für  grosse  Erstreckung  frisch  aufgeschlossen 
war,  kein  einziges  Geschiebe  erblicken  können,  dahingegen  hat 
Nehring  demselben  bei  seinen  früheren  Besuchen  zahlreiche  bis 
faustgrosse  Geschiebe  entnommen1).  E.  Datiie,  der  durch  seine 
frühere  Thatigkeit  als  Geolog  der  Landesuntersuchung  von 
Sachsen  auch  mit  dem  Habitus  der  Lausitzer  Gesteinsvarietaten 
vertraut  ist,  stellte  die  südliche  Herkunft  eines  Theiles  dieser 
Geschiebe  fest,  wahrend  sich  der  Best  als  nordisch  ergab  {1.  c. 
S.  234).  Einzelne  derselben  besassen  typische  Dreikanterform. 

Wenn  Nbhring  glaubt,  diese  Sande  auf  Grund  seiner  ße- 


4)  Naturw.  Wochenschrift  4892.  Nr.  24,  S.  234. 
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obachtungen  als  » Gesch iebe&and«  bezeichnen  zu  dürfen  und  sie 
»als  Producte  des  Schmelzwassers  der  letzten  Eiszeit  betrachtet«, 
so  steht  dem  zunächst  die  Thatsache  entgegen,  dass  dieselben 
nicht  nur  nordische,  sondern  auch  solche  Geschiebe  führen, 
welche  von  Süden  und  zwar  aus  mindestens  75  km  südlicher 
Entfernung  stammen.  Ferner  besitzt  das  Vorkommen  der  im 
Geschiebesande  der  Mark  und  anderer  Gegenden  so  häufigen 
Kantengeschiebe  im  Klinger  Decksandc  keinerlei  Beweiskraft 
für  dessen  Zugehörigkeit  zu  irgend  einem  Formationsgliede,  be- 
kundet vielmehr  nur,  dass  die  betreffenden  Gerölle  und  Ge- 
schiebe längere  Zeit  hindurch  äolischer  Einwirkung  ausgesetzt 
gewesen  sind.  Auch  die  Vermuthung  Neiiring's  (1.  c.  Nr.  25, 
S.  245 ),  dass  die  wellenförmigen  Lagerungsverhaltnisse  des 
unteren  Thones  und  des  Torfflötzes  »durch  den  Druck  des  sieb 
vorschiebenden  Binnenland-Eises  der  zweiten  Eiszeit  verursacht 
worden  seien«  entbehrt  der  Berechtigung:  die  Lagerungsform 
dieser  Schichten  ist  vielmehr  die  ursprüngliche,  durch  die  Con- 
figuralion  des  Untergrundes  bedingte. 

Bei  dem  später  anzustellenden  Vergleiche  der  Diluvialab- 
lagerungen von  Klinge  mit  denen  der  sächsischen  Lausitz  wird 
auf  diesen  Decksand  zurückzukommen  sein. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Untersuchung  des  Liegenden  der 
Klinger  Schichten. 

Da  der  Zweck  des  Tagebaues  mit  der  Gewinnung  des  unte- 
ren Thonmergels  zur  Ziegel fabrikation  erfüllt  ist,  so  reicht  die 
Sohle  der  Grube  fast  nirgends  unter  diejenige  des  abzubauenden 
Thones  hinab.  Das  Liegende  des  letzteren  ist  also  nicht  ange- 
schnitten. Nach  Nehring  wird  dasselbe  zunächst  gebildet  von 
einer  groben,  gelblichen  Kiesschicht,  die  oft  conglomeratartig 
zusammengebacken  ist.  Diejenige  Probe  dieses  Kieses,  welche 
mir  Herr  Prof.  Dr.  Nehring  im  Mai  d.  J.  zur  Beurtheilung  über- 
sandte, bestand  ausschliesslich  aus  kleinen  Quarzgeröllen  und 
enthielt  nicht  einen  einzigen  Splitter  von  Feuerstein  oder  sonsti- 
gem nordischem  Material.  E.  Dathk  hingegen  »fand  in  einigen 
Stücken  des  kiesigen  Conglomerates,  welche  ihm  Prof.  Nehring 
vorlegte,  eine  Anzahl  abgerundeter  Steinchen,  denen  er  mit  Be- 
stimmtheit eine  nordische  Herkunft  zuschrieb«  (1.  c.  S.  245  . 

Die  definitive  Entscheidung,  ob  sich  das  Liegende  der  Klin- 
ger Schichten  als  diluviale  oder  aber  als  präglaciale  Ablagerung 
erweisen  würde,  war  aus  dem  Grunjie  von  besonderer  Trag- 
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weite,  weil  in  ersterem  Falle  alle  wiederholt  ausgesprochenen 
Vermuthungen  einer  Aequivalenz  der  Klinger  Torfflötze  mit  dem 
jungplioeänen  Cromer  Forest  Bed  Norfolks  mit  einem  Schlage 
hinfällig  werden  mussten. 

Durch  gefällige  Vermittlung  des  Verwalters  der  Schulz'schen 
Ziegelei,  des  Herrn  Kayser,  Hess  ich  in  einem  Graben  auf  der 
Sohle  des  Tagebaues  und  zwar  direct  an  der  Basis  der  flach  nach 
W.  einfallenden  Bänke  des  gebänderten,  unteren  Thonmergels 
mehrere  kleine  Schurflöcher  herstellen  (bei  gr  Fig.  1).  Schon 
der  Aushub  der  ersten  Spatenstiehe  war  entscheidend :  der  hier- 
bei angetroffene  sandige,  bald  graue,  bald  intensiv  gelbbraun« 
Grand  erwies  sich  zwar  als  vorwiegend  aus  Körnern  und  Kieseln 
von  Quarz  bestehend,  aber  so  reich  an  Feuersteinen,  sowie  an 
erbsen-  bis  taubeneigrossen  Gerollen  von  rothen  oder  bunten  nordi- 
schen Gesteinen ,  dass  ich  dem  ausgestochenen  Grand  im  Zeit- 
räume von  weniger  als  einer  Viertelstunde  Dutzende  derselben 
entnehmen  konnte.  Dem  nordischen  war  jedoch  auch  zweifellos 
südliches,  namentlich  granitisches  Material  beigemengt. 

Bei  dem  zu  unserer  Schürfung  erforderlichen  Abräumen  der 
das  directe  Hangende  dieser  Diluvialgrande  bildenden  Basis- 
schichten des  unteren  Thonmergels  wurde  diesem  ein  fast  kopf- 
grosses  Geschiebe  eines  dichten  ,  röthlichen  Quarzites  von  aus- 
gezeichneter Dreikanterform  entnommen.  Ks  stimmt  dies  mit 
der  Beobachtung  Neiirings  überein,  nach  welcher  in  diesen  unte- 
ren Thonmergeln  hier  und  da  grössere  Blöcke  vorkommen,  die 
ich  jedoch  auf  Grund  der  mir  Ubersandten  Proben  zum  Theil  für 
lausitzer  Herkunft  halte. 

Nach  Obigem  ergiebt  sich  für  das  Diluvium  des  Schulz  schen 
Tagebaues  folgendes  Profil: 

Decksand  bis  2,5  m  mächtig. 

Discordanz. 

Klinger  Schichten  iThonmergel  mit  eingelagertem  Torf  ,  bis 
etwa  7,5  m  mächtig. 

Diluvialgrand,  reich  an  nordischem,  jedoch  auch  mit  lausitzer 
Material.   In  ihm  local  noch  eine  liefere  Einlagerung  von  Thon. 

Was  nun  die  Lagerungsverhältnisse  der  Klinger 
Schichten  betrifft,  so  sind  dieselben  durchaus  diejenigen  einer 
muldenförmigen  Einlagerung  innerhalb  einer  trogartigen  Vertie- 
fung im  Diluvialgrand,  über  welche  beide  sich  der  Decksand 


Digitized  by  Google 


392 


Hekma.nn  Grkdner, 


discordant  ausbreitet.  Der  derzeitige  Abbau  in  der  Schulz'scben 
Grube  steht  nahe  der  Muldensoble ,  von  welcher  aus  sich  der 
östliche  und  westliche  Muldenflügel,  wie  dies  der  Abbau  auf 
ersterem,  ferner  die  in  systematischer  Vertheilung  zur  Unter- 
suchung der  Thonablagerung  geschlagenen  Bohrlöcher  beweisen, 
mit  25 — 30°  auf  den  unterlagernden  Sanden  und  Granden  her- 
ausheben und  sich  gleichzeitig  auskeilen,  wobei  das  Torfflötz  zu- 
gleich in  einen  humosen,  braunlichen  Thon  übergeht.  Die  Breite 
dieser  Mulde  soll  nach  mir  an  Ort  und  Stelle  gegebener  Auskunft 
nur  4  50 — 160  ra  betragen,  ihre  nord-südliche  Erstreckung  hin- 
gegen viel  beträchtlicher  sein.  In  ihrer  nördlichen  Forlsetzung 
ist  die  sich  an  die  Schulische  anschliessende  alte  Dominial- 
Thongrube  angesetzt.  Sowohl  im  Querschnitte,  als  namentlich 
auch  in  der  Langsachse  dieser  langgestreckten,  schmalen  Mulde 
machen  sich  mehrfache  Undulationen  geltend,  die  von  Unregel- 
mässigkeiten des  Untergrundes  herrühren  und  sich  deshalb  vor- 
zugsweise in  den  liegenden  Muldenschichten  geltend  machen, 
sich  aber  nach  oben  zu  bereits  ausgeglichen  haben.  Mit  Glacial- 
schub  »»wahrend  der  zweiten  Eiszeit a  (siehe  oben  S.  390)  hat 
dieser  flach  wellenförmige  Schichtenverlauf  durchaus  nichts  zu 
schaffen. 

Ganz  anderer  Art  sind  die  zum  Theil  fast  gekrösartig  ver- 
schlungenen Windungen,  welche  der  hangende  dünngebänderte 
Thonmergel  (1,  c  S.  388)  nahe  seiner  vom  Decksand  unregel- 
inässig  abgeschnittenen  Oberfläche  aufweist  (siehe  Fig.  \  \.  Sie 
ähneln  den  mehrfach  aus  dem  norddeutschen  Vereisungsgebiete 
beschriebenen  Glacialslauchuugen  so  sehr,  dass  ich  sie  ohne  Be- 
denken auf  die  gleiche  Ursache  zurückgeführt  haben  würde, 
wenn  ich  nicht  seitdem  an  verschiedenen  Stellen,  welche  zwei- 
fellos keine  Eisbedeckung  getragen  haben,  gesehen  hätte,  wie 
sich  plastische  Thone  uud  Mergel  z.  B.  der  oberen  Kreideforma- 
tion  unter  einer  Bedeckung  von  Flussscholter  in  ganz  ähnlicher 
Weise  aufbäumen  können. 

Die  Aufschlüsse  in  der  neuen  Donrinial-Thongrnbe. 

Wandert  man  vom  Schulz'scben  Tagebau  aus  nach  Osten, 
so  überschreitet  man  zunächst  den  freilich  hier  vom  Decksand 
verhüllten,  aber  durch  Bohrungen  bis  zu  seinem  Auskeilen  ver- 
folgten östlichen  Flügel  der  beschriebenen  Mulde,  überquert 
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den  sich  übrigens  topographisch  kaum  markirenden  Grandrücken 
zwischen  dieser  und  der  nächsten  Thonraulde  und  gelangt  dann 
in  die  auf  dieser  letzteren  angesetzte  neue  Dominial-Thongrube. 
In  diese  führt  ein  mit  Schienengeleis  versehener,  bis  2  m  tiefer 
Einschnitt  hinab  vergl.  Fig.  2'. 


Figur  2. 

Profil  in  dem  zur  neuen  Dominial-Thongrube  bei  Klingo  hinabführenden 

Einschnitt. 

gr  =  sandiger  Grand,  local  mit  Nestern  von  grobem,  kiesigem  (irand;  th  = 
Thonmcrgel;  ds  =  Decksand,  stellenweise  mit  kiesiger  Steinsohle. 

Seh  =  Schienengeleis. 

Derselbe  steht  zunächst  nur  in  den  Sanden  und  Granden 
des  Trennungsrückens.  Der  Sand  und  die  Grundmasse  des  Gran- 
des enthalten  viel  Feldspathfragmente,  die  jedoch  nicht  frisch 
und  glänzend,  sondern  bereits  matt  und  von  der  Kaolinisirung 
ergriffen  erscheinen,  was  an  diejenigen  Sande  erinnert,  zu  denen 
die  leicht  verwitternden  Lausitzer  Granite  Material  beigesteuert 
haben.  Die  Grande  (r/r  des  beistehenden  Profils  2  zeichnen  sich 
durch  grossen  Keichthum  an  gelben  und  schwarzen  Feuersteinen 
aus,  die  als  kleinste  Splitter  und  Scherbchen  auch  den  Sanden 
beigemengt  sind  und  führen  ausser  vielen  weissen  Quarzen 
zahlreiche  wohlgerundetc  Gerolle  doppelter,  nämlich  nordlicher 
und  südliche?'  Herkunft.  Unter  ersteren  machen  sich  Dalaquar- 
zite,  Aalander  Rapakivis,  Halleflinten,  rothe  sogenannte  Klfda- 
lener  Porphyre,  verschiedenartige  Gneisse  bemerklich;  ihnen 
gesellen  sich  in  reichlicher  Beimischung  Lausitzer  Granite  und 
zwar  wohl  meist  aus  den  Königshäuser  Bergen  und  dem  Iser- 
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gebirge),  Phyllitquarze  mit  chloritischen  Flammen,  weissgeäderte 
Kieselschiefer,  sowie  Rollslttcke  von  Quader  bei.  Es  repräsen- 
tiren  somit  diese  Grande  ganz  wie  diejenigen  im  Liegenden  der 
mit  der  Schulz'schen  Grube  abgebauten  Mulde  (S.  394)  keine 
reine  Glacialablagerung,  sondern  ein  ßuviatiles  Mischgebilde. 

Die  zunächst  ziemlich  steile  Neigung  ihrer  Schichten  wird 
nach  Osten  zu  flacher  undhier  schieben  sich  zwischen  letztere  die  sich 
spitz  ausheilenden  Ausläufer  eines  grauen  Thonmergels  ein,  deren 
oberster  und  mächtigster  (///  des  Profils  2),  wie  in  den  continu- 
irlichen  Aufschlüssen  ohne  jede  Unterbrechung  zu  verfolgen  ist, 
ziemlich  rasch  an  Mächtigkeit  zunimmt,  und  in  dem  Tagebau,  zu 
welchem  der  Bahneinschnitt  hinabführt,  ein  Flötz  von  2  m  und 
schliesslich  von  3  m  Stärke  bildet,  um  sich  nach  den  Mittbei- 
lungen des  Verwalters  der  Dominialziegelei,  des  Herrn  Schmidt, 
bald  wieder  auf  einem  zweiten  ostlichen  Kiesrücken  »jählings« 
heraus  zu  heben  und  sich  hierbei  auszukeilen.  In  der  mittleren 
Zone  dieser  Mulde  bildet  der  hangende  Sand,  unter  welchen 
sieb  das  spitz  keilförmige  Ausgehende  des  Thonflötzes  einschiebt, 
nur  noch  isolirte  Kessel  und  schmitzförmige  Nester,  stellt  sich 
aber  nach  Osten  zu  wieder  in  grösserer  Mächtigkeit  Uber  dem 
Thonc  ein.  Durch  mehrere  kleine  bis  jenseits  der  Mitte  der 
Thontirube  von  uns  ausgeführte  Schürfungen  wurde  erwiesen, 
dass  auch  hier  das  Liegende  des  Thonmergels  von  dem  näm- 
lichen feuersteinführenden,  schwach  grandigen  Sande  gebildet 
wird,  ganz  analog  dem  Befunde  in  der  Schulz'schen  Thongrube 
S.  391).  Gleichzeitig  aber  stellen  sich  auch  inmitten  des  grauen, 
ausserordentlich  scharf  und  zierlich  dunkel  gebänderten  Thon- 
flötzes selbst  einzelne  dessen  Bänderung  und  bankartiger 
Absonderung  conforme  Schmitzen  von  feuersteinführendem 
Sand  ein. 

Im  südlichen  Theile  des  Tagebaues  lagert  sich  das  Torfftm 
dem  Thone  auf,  wiederum  stellenweise  von  ihm  getrennt  durch 
eine  dünne  Lage  von  Grand. 

lieber  das  Ganze  zieht  sich  discordant  der  weisse,  fein- 
und  horizontalschichtige  Decksand,  dessen  untere  Grenze  sich 
streckenweise  durch  eine  grandige  Steinsohle  noch  schärfer  mar- 
kirt  <ls  des  Profils  . 

Aus  obigen  Beobachtungen  ergiebt  sich : 

\  dass  der  Thonrnergel-Torf-Complex  jenseits  des  Kies- 
rückens im  Osten  der  Schulz'schen  Mulde  eine  zweite,  von  dieser 
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durch  eben  diese  Grande  getrennte  enge  Mulde  bildet  (wobei 
jedoch  die  Möglichkeit  derer  Vereinigung  in  ihrer  etwaigen  nörd- 
lichen Fortsetzung  nicht  ausgeschlossen  ist) ; 

2)  dass  dieser  Diluvialgrand  neben  Feuerstein  und  Geröllen 
von  echt  nordischen  Gesteinen  auch  noch,  und  zwar  z.  Th.  sogar 
reichlich,  Material  enthält,  welches  von  aus  dem  Süden  kommen- 
den Strömen  zugeführt  sein  muss; 

3)  dass  derselbe  nicht  nur  den  Trennungsrllcken  zwischen 
beiden  Mulden  und  deren  continuirliches  Liegendes  bildet,  son- 
dern auch  Uber  die  Thone  der  östlichen  Dominial-Muldc  tibergreift 
und  sich  hier  sogar  zwischen  sie,  sowie  unter  das  Torfüötz  ein- 
schiebt; 

4)  dass  nach  diesen  Thatsachen  die  Klinger  Schichten  durch 
üuskeilende  Wechsellagerung  mit  den  fluviatilen  Diluvialsanden 
und  -granden  in  engster  Verknüpfung  stehen  und  deshalb  mit 
dein  obersten  Horizonte  derselben  gleichalterig  sein  müssen. 

Beim  Versuche  der  Fixirung  des  speciellen  geologischen  Alters 
dieser  Flussablagerungen  sehen  wir  uns  durch  deren  südliches 
Geröllmaterial  darauf  hingewiesen,  im  Süden  nach  einem  Aus- 
gangspunkte und  nach  Anknüpfungen  zu  suchen. 

Das  Lausitzer  Schotter-  und  Decksand-Gebiet l). 

Zwischen  den  ausgedehnten  Gebieten  des  unteren  Ge- 
schiebemergels im  Westen  und  im  äussersten  Osten  Sachsens, 
die  sich  einerseits  von  Leipzig-Grimma,  anderseits  von  Görlitz 
aus  noch  weit  nach  Süden  erstrecken ,  schiebt  sich  östlich  der 
Elbe  und  zwar  von  der  nördlichen  Abdachung  des  Lausitzer 
Granitgebirges  aus  eine  70  bis  80  km  breite  Zunge  diluvialer 
Gebilde  nach  Norden  vor,  an  derem  Aufbau  sich  die  lehmig-mer- 
gelige nordische  Grundmoräne  in  nur  verschwindendem  Maasse 
betheiligt.    Dem  gegenüber  gelangen  die  Ablagerungen  der 

Schmelzwässer  des  Eisrandes  und  der  diesen  von  Süden  her  an- 

  _  • 

<j  Das  Lausitzer  Schotter-  und  Decksand-Gebiet  ist  zur  kartogra- 
phischen und  textlichen  Darstellung  gelangt  auf  folgenden  Bliittern  der 
geologischen  Specialkarte  des  Königr.  Sachsen,  sowie  in  den  zugehörigen 
Erläuterungen:  Section  Stolpen  von  E.  Geinitz  und  G.  Klkmm  ;  Sect.  Neu- 
stadt, Sect.  Pillnitz  von  G.  Klemm;  Sect.  Schirgiswaldc,  Sect.  Bischofswcrda, 
Sect.  Radeburg,  Sect.  Pulsnitz,  Sect.  Königsbrück,  Sect.  Marienstern,  Sect. 
Schönfeld  von  0.  Herrmann;  Sect.  Radeberg,  Sect.  Kamenz,  Sect.  Strass- 
grä beben  und  Sect.  Schwepnitz  von  E.  Weber. 
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fänglich  gleichzeitig  zufliessenden,  dann  auf  dem  eisfrei  gewor- 
denen Abschmelzfelde  ihren  Weg  suchenden  Ströme  fast  zur 
Alleinherrschaft.  Das  dorlige  Diluvium  aus  der  Zeit  der  am  wei- 
testen nach  Süden  reichenden  Invasion  des  Inlandeises  und  der 
folgenden  Abschmelz-  und  UeberQulhungsperiode  setzt  sich  des- 
halb fast  ausschliesslich  aus  mächtigen  Complexen  von  mit  ein- 
ander innig  verwobenen  Sauden,  Granden,  Kiesen  und  grobem 
Hollschutt  altdiluvialen  Schottern)  zusammen,  wahrend  der  nor- 
male Geschiebelehm  und  mehr  noch  der  Geschiebemergel  nur  ganz 
sporadisch  und  dann  meist  in  höchst  geringfügiger  Ausdehnuni:, 
zuweilen  in  Form  von  Nestern,  Schmilzen  und  plumpen  bank- 
arligen  Einlagerungen  zwischen  oder  unter  den  Schottern  zur 
Entwicklung  gelangt  oder  erhalten  geblieben  ist.  Unter  den  letzt- 
genannten Ablagerungen  spielen  solche  von  ausschliesslich  nor- 
dischem oder  rein  nördlichem  Materiale,  also  von  echter,  durch  die 
Schmelzwasser  ihrer  thonigen  und  feinsandigen  Theile  beraubter 
Grundmorüne,  nur  eine  zurücktretende  Rolle.  Die  Structur  der- 
selben ist  dann  z.  Th.  eine  chaotische,  z.  Th.  eine  regellos  ge- 
schichtete. Geschliffene  und  geschrammte  Geschiebe  selbst  von 
erst  in  Nordsachsen  aufgenommenen  Gesteinen  sind  in  ihnen  nicht 
selten.  Durch  Uebergünge  ist  dieser  Glacialschutt  einerseits  mit 
einer  stark  sandig-grandigen,  bankartig  geschichteten,  also  eben- 
falls stark  durchwasserten  Facies  des  Geschiebelehmes,  —  an- 
derseits und  zwar  durch  reichliche  Aufnahme  von  Geröllen  ein- 
heimischen und  südlichen  Materials  mit  den  wohlgeschichteten 
benachbarten  und  z.  Th.  gleichalterigen  Schottern  verknüpft. 
Letztere  sind  es ,  welche  der  Hauptmasse  nach  das  ganze  Dilu- 
vialgebiet der  Nordlausitz  mit  den  Städten  Bautzen,  Bischofs- 
werda,  Stolpen,  Pulsnitz,  Radeberg,  Radeburg,  Königsbrück, 
Orlrand,  Kamenz.  Wiltichenau  und  Königswartha  zusammen- 
setzen. 

Das  Charakteristische  aller  dieser  in  ihrer  innigen  Verge- 
sellschaftung als  alldiluviale  Schotter  bezeichneten  Sande,  Grande 
und  croben  Kiese  ist  ihre  Zusammensetzung  aus  einem  Gemische 
von  nordischem  oder  nördlichem  also  glacialem)  mit  einhei- 
mischem, sowie  aus  dem  Süden  stammendem  (also  fluviatilem) 
Materini.  Die  Gerolle  dieser  zum  grössten  Theile  wohlgeschich- 
teten, auf  weite  Filichen  vollkommen  horizontal  gelagerten 
Schotler  sind  fast  durchweg  ausgezeichnet ,  z.  Th.  geradezu 
kugelig  gerundet.   Das  in  seiner  Menge  sehr  schwankende,  oft 
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sehr  zurücktretende,  zuweilen  aber  auch  reichliche  nordische 
Material  wird  in  erster  Linie  von  Feuerstein,  ferner  von  den 
unverkennbaren  Dalaquarziten,  Scolithussandsteinen,  Rapakivis, 
Elfdalener  Porphyren,  bunten  Gneissen  und  Graniten  sowie  von 
Amphiboliten  gebildet.  Dem  Felsuntergrunde  der  Nachbarschaft, 
z.  Th.  auch  dem  sttdlich  angrenzenden  Lausitzer  Gebirge  ent- 
stammen die  monotonen  Varietäten  des  Lausitzer  Hauptgranites, 
Diabase,  untersilurische  Grauwacken  und  die  charakteristischen 
Conlactgesteine  der  letzteren.  Zu  beiden  gesellen  sich  und  zwar 
namentlich  im  westlichen  Theile  dieses  Gebietes,  durch  die 
Flüsse  der  ältesten  Glacialzeit  aus  Süden  oder  Südosten  herbei- 
geführt :  silurische  Kieselschiefer,  porphyrische  Basalte,  Phono- 
lithe  und  Quadersandsteine  Nordböhmens  oder  der  Südlausitz, 
deren  Geschiebe  sich  selbst  noch  an  der  Nordgrenze  Sachsens 
einen  Durchmesser  von  0,3  bis  0,5  m  bewahrt  haben  können. 
Hierzu  treten  überall,  z.  Th.  vorwiegend  weisse  Quarzkiesel  aus 
der  Braunkohlenformation. 

Das  Mischungsverhältniss  aller  dieser  Gerolle  von  verschie- 
dener Herkunft  ist  je  nach  der  Reichlichkeit  des  nordischen 
Maleriales  und  je  nach  der  Zugehörigkeit  der  Schotterablage- 
rungen zu  einem  der  zahlreichen  von  Süden  her  eingreifenden 
altdiluvialen  Flussgebiete  [der Elbe,  Pulsnitz,  Elster,  des  Schwarz- 
wassers, der  Spree,  Neisse)  ein  sehr  schwankendes,  im  Allgemeinen 
aber  herrschen  neben  Tertiärquarzen  jedenfalls  Lausitzer  Gra- 
nite, in  gewissen  Arealen  auch  Lausitzer  Grauwacken  und  deren 
Contactproducte  vor  und  ihre  Mischuug  mit  dem  nordischen 
Materiale  ist  es,  welche  in  erster  Linie  den  Gesammthabitus  dieser 
Schotter  kennzeichnet. 

Nach  Norden  zu  wird  das  Lausitzer  Schotterareal  von  einein 
bis  über  10  km  breiten,  fast  vollkommen  horizontalen,  von  Thal- 
sanden und  -lehmen  ausgekleideten  jungdiluvialen  Strombette 
abgeschnitten,  welches  sich  ungefähr  die  nördliche  Grenze 
Sachsens  entlang  von  Osten  bis  zu  der  bei  Strehla  sogar  1 4  km 
breiten  Fläche  einer  gleichalterigen  Elbthalebene  zieht  und  sich 
mit  dieser  nordöstlich  von  letztgenannter  Stadt  (bei  Frauenhain 
auf  Section  Collmnitz)  vereint.  Dass  aber  die  nämlichen  alt- 
diluvialen Schotter  auch  jenseits  dieser  jungdiluvialen  Thalfläche 
noch  weiter  nach  NW.  und  N.  fortsetzen ,  dass  sich  also  letztere 
in  das  nordlausitzer  Schotlerfeld  eingeschnitten  hat,  beweist  der 
Umstand,  dass  die  Kiese  und  Grande  des  nördlichen  Steilufers 
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dieses  weiten  Thaies  z.  B.  bei  Plessa,  Elsterwcrda  und  Lieben- 
werda  ebenfalls  noch  Gerolle  und  grössere  Geschiebe  von  Grau- 
wackc,  Granit,  Basalt,  Phonolith  und  Quader  führen. 

Eine  ähnliche,  nur  durch  die  mehr  nordwestliche  Richtung 
der  Materialzuführung  in  ihrer  Art  modificirte  Beimischung  von 
südlichen  Flussgeröllen  ist  es,  welche  den  kiesigen  Sanden  im 
Liegenden  und  Hangenden  der  Klinger  Schichten  ihren  gegen- 
über den  rein  nordischen  Granden  eigenartigen  Habitus  auf- 
prägt. Dieser  sowie  die  Thatsache,  dass  dorlselbst  ein  Geschiebe- 
incrgel  nirgends  beobachtet  worden  ist1),  macht  es  in  hohem 
Grade  wahrscheinlich,  dass  die  Grande  der  Hochfläche  zwischen 
Spree  und  Neisse  bei  Cottbus  die  nördliche  Fortsetzung  der  Lau- 
sitzer Uandfacies  des  Altdiluviums  vorstellen,  also  dem  durch 
(luviatile  Beisteuer  und  Umlagerung  modificirten  Abschmelz- 
felde der  ersten  und  ausgedehntesten  Eisinvasion  Norddeutschlands 
angehören.  Die  mit  dem  obersten  Horizonte  dieser  Sand-  und 
Grandablagerungen  durch  auskeilendcn  Wechsel  verknüpften 
klinger  Schichten  besitzen  das  gleiche  Alter  wie  jene.  Die  von 
ihnen  ausgefüllten,  langgestreckten  Mulden  mögen  todtey  ver- 
sumpfte Flussarme  repräsentiren ,  in  denen  sich  vegetabilische 
Massen  anhäuften  und  Trübtheile  der  Hochwasser  absetzten*). 


4)  Nach  Analogie  mit  dem  Lausitzer  Diluvium  ist  jedoch  die  Mög- 
lichkeit seines  localen  Auftretens  zwischen  den  Granden  durchaus  nicht 
ausgeschlossen. 

2)  Darüber,  dass  das  Pflanzenmaterial  der  z.  Th.  nur  papierdünnen 
Torflagen,  welche  den  Thonmergeln  im  Hangenden  des  To rffl Otzes  der 
Schulz'schen  Thongrube  eine  haarscharfe  schwarze  Bänderung  und  Linii- 
rung  verleihen  (Seite  388 ;  4  c),  ferner  dasjenige  des  humosen  Thones, 
welches  sich  local  im  obersten  Niveau  der  hangenden  Thonmergel  ein- 
stellt und  bei  besonderer  Anreicherung  mit  pflanzlicher  Substanz  als 
oberes  Torftlötz  bezeichnet  wird  (1.  c),  —  darüber,  dass  dieses  Pflanzen- 
malerial  nicht  an  Ort  und  Stolle  gewachsen,  sondern  durch  Strömungen 
angeschwemmt  ist,  herrscht  kein  Zweifel. 

Gleiches  aber  scheint  mir  auch  von  den  Fragmenten  und  Früchten  der 
Holzgewachse  im  unteren  {eigentlichen)  Torf/lotse  von  Klinge  (S.  388;  4  b)  zu 
gelten. 

C.  Weber  entwirft  in  der  Nnturw.  Wochenschrift  4  892  Nr.  4,  S.  33 
von  der  Bildungsstätte  des  Klinger  Torfflötzes  folgendes  Vegetationsbild : 
«Es  war  dort  ein  Sumpf,  vielleicht  ein  See  mit  flachen,  sumpfigen  Ufern. 
Letztere  waren  bedockt  von  einem  Gebüsch  von  Birken,  Weiden,  Hain- 
buchen und  verkümmerten  Fichten;  dazwischen  standen  einzelne  statt- 
lichere Baume  der  letzten  Art,  ferner  spärliche  Haseln  und  Espen.« 
Einer  ahnlichen  Vorstellung  verleiht  Neuking  im  Ausland  4892,  Nr.  20, 
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Der  hohe  Kalkgehalt  der  auf  letztere  Weise  entstehenden,  die 
Pflanzenaccumulate  hermetisch  abschliessenden  Thone  dürfte 
auf  den  Kalkreichthum  des  durch  die  Gewässer  zerstörten  und 
ausgeschlämmten  Geschiebemergels  zurückzuführen  sein. 

Uebrigens  fehlen  auch  dem  Lausitzer  Abschmelz-  und 
Schotterareale  ganz  analoge  Einlagerungen  von  Thonsand ,  Thon 
und  kalkhaltigem  Banderthon  nicht  gänzlich,  wenn  auch  in  ihnen 
bis  jetzt  nirgends  pflanzliche  Reste  beobachtet  worden  sind. 

Ausser  dem,  wie  sich  gezeigt  hat,  altdiluvialen  Complex 
von  Sanden  und  Granden  mit  muldenförmig  eingelagerten  Thon- 
mergeln nebst  Torfflötz  kommt  jedoch  behufs  specieller  Fixirung 
der  dort  herrschenden  Altersverhältnisse  noch  eine  zweite  Ab- 
lagerung des  bei  Klinge  aufgeschlossenen  Diluviums  in  Betracht : 
der  dünn-  und  ebenschichtige  Sandy  welcher  die  beschriebene  all- 
diluviale  Schichtenreihe  discordant  bedeckt  (siehe  S.  389  und  ds 
des  Profiles  \  und  2).  Wenden  wir  uns  auch  behufs  seiner  geo- 
logischen Erörterung  nach  Süden. 

S.  5  Ausdruck,  indem  er  schreibt:  »Unter  den  Baumen,  welche  unmittelbar 
am  Ufer  des  Sumpfes  wuchsen,  spielen  Birke,  Fichte  und  Weiden  die 
Hauptrolle.  Die  Kiefer  trat  mohr  zurück.  ...  In  einiger  Entfernung 
vom  Wasser  scheint  die  Hainbuche  zahlreich  vorhanden  gewesen  zu  sein.« 

Mit  derartigen  Anschauungen  steht  jedoch  der  thatsächlichc  Befund 
durchaus  in  Widerspruch!  Die  Klinger  Lagerstatten  füllen  kein  See- 
becken mit  flachen  Ufern  aus,  sondern  schmale,  verhaltnissmössig  steil- 
randige,  trogartige  Rinnen.  Von  früher  an  sie  angrenzendem  Waldboden 
keine  Andeutung,  —  nirgends  eine  noch  so  gering  mächtige  Schicht 
von  humosem  Lehm  zwischen  den  Granden  und  dem  Decksand  der  »Kies- 
rücken«, welche  auf  eine  ehemalige  Pflanzendecke  in  der  Nachbarschaft 
der  Torfmulden  hinwiese,  —  nirgends  die  Spur  eines  einstmaligen  Be- 
standes mit  jenen  Bäumen  und  Sträuchern,  deren  Stämme,  Aeste  und 
Früchte  sich  in  dem  Torfflotze  in  solcher  Masse  aufgespeichert  finden, 
dass  an  ihr  Wachsthum  auf  so  schmalem  Striche  gar  nicht  gedacht 
werden  darf. 

Auch  die  Vermischung  von  Stämmen  der  kümmerlichen  Moorfichte, 
•die  bei  einem  Alter  von  20  und  mehr  Jahren  kaum  die  Dicke  eines 
Daumens  besitzen«  mit  Aesten  stattlicher  Fichten  von  flottem  Wachslhum 
weist  auf  deren  Zusammengeschwemmtsein  aus  dein  oberen  Flussgebiete, 
vielleicht  aus  dem  lausitzer-sudetischen  Randgebirge  hin,  welches,  ebenso 
wie  heute  das  obere  Erzgebirge,  an  besonders  nasskalten  Stellen  die 
Zwergbirke  und  krüppelhafte  Nadelhölzer  getragen  haben  mag. 

Uebrigens  gilt  ja  auch  das  Cromer  Forest  Bed,  auf  die  Aehnlichkeit 
dessen  pflanzlichen  Charakters  Nebring  und  Nathorst  wiederholt  aufmerk- 
sam machen,  als  ein  fluviatiles  Anschwemmung sproduet  und  zwar  als  ein 
solches  nahe  der  damaligen  Mündung  des  Rheines  in  die  Nordsee. 


Digitized  by  Google 


400 


Herhann  Crkdnkr, 


Bis  weit  hinein  in  das  Lausitzer  Gebirge  werden  die  alt- 
diluvialen  Schotter  und  die  sich  aus  ihnen  erhebenden  Kuppen 
und  Rücken  von  Granit,  Grauwacke  und  Tertiär  überzogen 
durch  eine  höchst  wechselvoll  ausgebildete  Deckschicht.  Bald  er- 
scheint dieseals  eine  wenig  machtige  Hülle  von  ungeschiebte- 
tem,  schwach  lehmigem  Sand,  bald  als  eine  solche  von  reinem 
oder  grandigem  Sand ,  dann  zuweilen  geschichtet.  Für  weile 
Strecken  gehen  diese  Decksande  ganz  allmählich  in  einen  ge- 
schiebefreien Decklehm  oder  aber  in  Lösssand  und  durch  diesen 
in  kalkhaltigen  normalen  Löss  über.  Ersteren  ist  die  Führung 
kleinerer  oder  grösserer  Geschiebe  gemeinsam,  welche  entweder 
unregelmässig  in  der  sandigen  Grundmasse  vertheilt  oder  an  der 
Basis  des  Decksandes  zu  einer  Steinsohle  Concentrin  sind.  Viele, 
maucherorts  die  Mehrzahl  dieser  Gerölle  sind  als  Dreikunler  aus- 
gebildet, grössere  Geschiebe  wenigstens  stellenweise  mit  Kanten, 
aber  rundum  narbig  mit  ausgeätzter  Sculptur  versehen.  Auch 
in  der  Masse  des  Lösssandes  und  Lösslehmes  sind  einzelne  kleine 
Gerölle  verlheilt,  im  Löss  zuweilen  schmilzenartig  angehäuft 
oder  lagenförmig  angeordnet,  meist  aber  ruhen  auch  diese  Ge- 
bilde auf  einer  Steinsohle  mit  Kantengcröllen. 

Discordant,  oft  topfartig  eingreifend,  schneidet  diese  Deck- 
schicht die  Bünke  der  Diluvialkiese  und  -sande  ab,  meist  sebarf 
von  ihnen  durch  die  Steinsohle  getrennt,  wo  aber  diese  fehlt, 
ist  der  Decksand  mit  deren  Oberfläche  verwachsen.  Wie  eine 
dicht  sich  anschmiegende,  local  sogar  auf  eine  blosse  Sleinbe- 
streuung  reducirte  Hülle  Überzieht  die  Deckschicht  das  gesamintc 
bereits  fertige  Relief  des  Hügellandes  und  der  Hochflächen  bis 
hinab  zu  den  Thalsanden  und  -lehmen  des  grossen  jungdiluvia- 
len Flussthaies  im  äussersten  Norden  Sachsens. 

Was  aber  dieser  Deckschicht  ihren  ganz  absonderlichen 
Charakter  verleiht ,  ist  der  Umstand ,  dass  nur  ein  Theil  der  in 
ihr  enthaltenen  Geschiebe  und  Blöcke  nordischen  Ursprunges 
ist,  während  ein  reichlicher,  ja  flächenweise  ein  vorwiegender 
Procentsatz  derselben  südliche  Herkunft  besitzt.  Unter  letzteren 
verdienen  neben  Lausitzer  Graniten,  Grauwacken  und  deren 
Conlaclgcsteiuen,  Quarzporphyren,  Kieselhölzern  und  Quarziton 
besonders  die  südlausitzer  und  böhmischen  Basalte,  Phonolitbe, 
Quader  und  silurischen  Kieselschiefer  um  so  grössere  Beachtung, 
als  deren  Blöcke  wenigstens  im  westlichen  Theile  des  Lausitzer 
Scholtcrfeldes,  hier  aber  noch  in  75  km  Entfernung  von  der 
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sächsisch-böhmischen  Grenze,  nicht  selten  einen  Durchmesser 
von  0,3  bis  0,5  m  erreichen. 

Als  Product  eines  zweiten  Vorstosses  des  Inlandeises  lässt 
sich  dieser  Decksand  nicht  erklären.  Hiergegen  spricht  zunächst 
seine  Ausdehnung  über  die  gesaminte  Randzone  des  nordlausitzer 
Diluviums  bis  zu  dessen  Uusserster  Stidgrenze,  namentlich  aber 
seine  Führung  reichlichen  südlichen  Materiales,  das  sich  nicht 
allein  durch  Aufnahme  aus  den  liegenden  Flussschottern  er- 
klären lässt.  Je  genauer  die  Kenntniss  ist,  welche  man  durch 
das  Studium  dieser  Deckschicht  und  aller  ihrer  Einzelzüge  inner- 
halb ihres  sächsischen  Verbreitungsgebietes  erlanet,  desto  mehr 
häufen  sich  die  Wahrscheinlichkeitsgründe  dafür,  dass  die 
Deckschicht  hierselbst  einer  Reihe  von  Folgeerscheinungen  der 
nämlichen  Abschmelz-,  Ueberfluthungs-  und  Thalbildungsperiode 
ihre  Entstehung  verdankt,  aus  der  die  sie  unterlagernden 
Glacial-  und  Flussschotter,  nebst  den  ihnen  untergeordneten 
Thonen  und  Thonsanden  hervorgegangen  sind. 

Ein  den  rein  sandigen  Modifikationen  Nordsachsens  ganz 
ähnlicher  Decksand  ist  es,  der  auch  bei  Klinge  die  älteren  Dilu- 
vialschichten Uberlagert.  Auch  er  schneidet  dieselben  discor- 
dant  ab,  bildet  Töpfe  und  Zähne  in  deren  Oberfläche  und  führt 
(nach  Dathe  und  Nbhring)  isolirte  nordische  und  südliche  Ge- 
schiebe, beide  zum  Theil  in  Dreikanter  umgestaltet  und  local  zu 
einer  Steinsohle  an  seiner  Rasis  concentrirt,  —  ist  ausserdem  in 
seinem  ganzen  dortigen  Aufschlussgebietc,  an  den  Wänden  aller 
dortigen  Tagebaue  scharf  horizontal  geschichtet. 

Das  geologische  Alter  der  Kliuger  Schichten. 

Ist  einerseits  das  präyluciale  Alter  der  Klinger  Schichten 
und  deren  geologische  Aequivalenz  mit  dem  Cromer  Forest  Red 
Norfolks  auf  das  Restimmleste  ausgeschlossen ,  so  sind  nach  Obi- 
gem anderseits  in  den  Verbandsverhältnissen  der  Klinger  Schich- 
ten keinerlei  Anhaltspunkte  gegeben,  vermittelst  deren  sich  auf 
stratigraphischem  Wege  die  mterylaciale  Stellung  dieses  Schich- 
tcncomplexes  beweisen  Hesse.  Den  einzigen  und  zwar  palä- 
ontologischen Hinweis  auf  diese  letztere  könnte  man  mit  Nathorst 
darin  erblicken,  dass  sich  in  den  das  Torftlötz  überlagernden 
Thonen  und  in  deren  torfigen  Zwischcnlagen  siehe  S.  388),  frei- 
lich eingeschwemmte,  durch  Wasserflutben  herbeigeführte  Reste 
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von  Betula  nana  vorfinden,  während  die  Gewächse  in  dem  Torf- 
lager selbst  auf  ein  wärmeres  Klima  hinweisen.  Das  Erscheinen 
dieser  an  kältere  klimatische  Verhältnisse  gebundenen  Pflanze 
scheint  Nathorst';  auf  eine  Temperaturerniedrigung  hinzuweisen, 
welche  dann  mit  einem  erneuten  Vordringen  des  Inlandeises  in 
Zusammenhang  gestanden  haben  könnte.  DafUr  aber,  dass  dieses 
die  Ablagerungsstätte  der  Klinger  Schichten  erreicht  und  über- 
schritten hatte,  liegen  keinerlei  geologische  Anzeigen  vor.  Nur  so 
viel  dürfte  aus  den  dortigen  Verhältnissen  hervorgeben,  dass  die 
Klinger  Schichten  ebenso  wie  die  mit  ihnen  durch  Wechsellage- 
rung verknüpften  Grande  und  Sande  demjenigen  Abschnitte  der 
Glacialzeit  entstammen,  in  welchem  sich  das  Inlandeis  bereits 
weit  von  der  äussersten  Südgrenze  seiner  ersten  und  intensivsten 
Ausbreitung  zurückgezogen  hatte.  —  einer  Zeit,  während  deren 
sich  mächtige  Ströme  aus  dem  lausitzer-sudetischen  Randgebirge 
nach  Norden  ergossen,  —  während  deren  sich  endlich  in  dem 
nördlich  anstossenden  Ländergebiete  bereits  wieder  neue  oscilla- 
torische  Vorstösse  des  Eisrandes  vollzogen  haben  mögen,  ohne 
dass  es  jedoch  bis  zur  Ueberschreitung  der  bei  Klinge  abgelager- 
ten Schichten  gelangt  wäre. 

Will  man  etwa  die  randlichen  Ablagerungen  aus  dieser  eben 
skizzirlen  altdiluvialen  Aera  als  hinter  ylaciah  bezeichnen,  so 
dürfte  auch  den  Klinger  Schichten  diese  Benennung  zukommen. 
Jedoch  nur  in  diesem  Sinne,  —  denn  ein  sogenanntes  »Intergla- 
ciulprofil«  liefert  das  Diluvium  von  Klinge  nicht.  Sieht  man  viel- 
mehr von  den  gleichzeitigen  Ereignissen  auf  nördlicheren  Land- 
strichen ab  und  fasst  ausschliesslich  die  Gegend  von  Klinge  und 
das  Lausitzer  Schotterareal  in's  Auge,  bis  wohin  nach  Ausfüllung 
der  Torfmulden  das  nordische  Inlandeis  nicht  wieder  vorge- 
drungen ist,  so  muss  man  die  Ablagerungen  von  Klinge  als 
postyiaciul  betrachten. 


1)  Nalurw.  Woohenschr.  4892.  Nr.  25,  8.247.  Jedoch  macht  Nathorst 
selbst  darauf  aufmerksam,  dass  aus  den  eingeschwemmten  Resten  von  Betula 
nana  »keine  bestimmten  Schlussfolgerungen «t  gezogen  werden  dürften. 
(Vgl.  auch  oben  S.  398,  Anmerkung  2.) 
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SITZUNG  VOM  5.  DECEMBER  1802. 


W.  Ostwald,  lieber  die  Leitung  der  Eleldricilüt  durch  Metalle. 

Für  die  Fortleilung  der  elektrischen  Energie  durch  Metalle 
sind  die  allgemeinen,  von  den  Factoren  dieser  und  der  Form  des 
Leiters  abhangigen  Beziehungen  wohl  bekannt;  was  den  von  der 
Natur  des  Stoffes  abhangigen  Coefficienten  des  specifischen 
Widerstandes  anlangt,  so  weiss  man  über  ihn,  dass  er  bei  reinen 
Metallen  annähernd  proportional  der  absoluten  Temperatur  zu- 
nimmt, und  mit  der  Wärmeleitfähigkeit  annähernd  in  umgekehrtem 
Verhültniss  steht.  Kleine  Mengen  fremder  Metalle  haben  einen 
sehr  grossen  Einfluss,  indem  sie  den  specifischen  Widerstand 
der  Metalle  Uber  den  berechneten  Mittel werlh  vergrosscrn,  und 
zwar  häufig  in  ganz  ausserordentlich  hohem  Maasse. 

Während  man  nun  über  den  Vorgang  der  Elektricitätsleitung 
bei  Elektrolyten  sich  vermittelst  die  Theorie  der  freien  Jonen 
von  Arrhenus  ein  nach  allen  Seiten  zutreffendes  Bild  machen 
kann,  nach  welchem  der  Widerstand  elektrolytischer  Leiter  auf 
einen  der  Reibung  ähnlichen  Energieverbrauch  bei  der  Fort- 
bewegung der  Jonen  durch  das  Lösungsmittel  zurückzuführen 
ist,  sind  die  Versuche,  diese  Anschauungen  auf  die  metallische 
Leitung  zu  übertragen,  von  keinem  Erfolge  begleitet  gewesen. 
Eine  solche  Uebertragung  ist  in  der  That  von  vornherein  als 
hoffnungslos  zu  bezeichnen,  da  bei  der  metallischen  Leitung 
die  charakteristische  Erscheinung  der  elektrolytischen  Leitung, 
die  Bewegung  ponderabler  Materie  im  positiven  und  negativen 
Sinne  des  Stromes  ganz  sicher  nicht  staltfindet. 

Eine  Theorie  des  Leitungswiderstandes  metallischer  Korper 
hat  vor  allen  Dingen  eine  Antwort  auf  die  Frage  zu  geben,  durch 
welchen  Umstand  der  Verlust  elektrischer  Energie  und  ihre 

Math.-phyi.  Claise.  ISV'i.  35 
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Umwandlung  in  Wärme  bedingt  ist.  Nun  können  wir  im  vor- 
liegenden Falle  chemische,  mechanische  und  ähnliche  Vorgänge, 
durch  welche  die  elektrische  Energie  verbraucht  werden  könnte, 
ausschliessen  und  es  bleiben  uns  daher  nur  elektrische  Ursachen 
anzunehmen  übrig,  die  in  der  Beschaffenheit  der  metallischen 
Leiter  selbst  liegen  müssen,  und  die  die  fragliche  Umwandlung 
bewirken. 

Es  geht  aus  den  älteren  Versuchen  von  Wroblbwski  und  den 
neueren  von  Flfming  und  Dewah,  durch  welche  wir  die  Leitfähig- 
keit  von  Metallen  bei  sehr  tiefen  Temperaturen  kennen  gelernt 
haben,  hervor,  dass  in  der  That  der  Widerstand  der  reinen  Metalle 
bei  der  Annäherung  an  den  absoluten  Nullpunkt  sich  dem  Null- 
werth nähert;  die  Eigenschaft  des  Widerstandes  erscheint  dem- 
gemäss  als  eine,  die  dem  Leiter  als  solchem  nicht  nothwendiß 
zukommt,  sondern  in  ihm  dadurch  hervorgerufen  wird,  dass  er 
eine  gewisse  Temperatur  besitzt.  Es  ist  mit  anderen  Worten  in 
dem  metallischen  Leiter  eine  von  der  Temperatur  abhängige  und 
derselben  proportionale  Ursache  des  Energieverbrauches  vor- 
handen ,  welche  in  dem  Sinne  wirkt ,  dass  elektrische  Energie 
in  Wärme  verwandelt  wird. 

Solche  Umwandlungen  von  elektrischer  Energie  in  Wärme  sind 
uns  nur  in  Gestalt  der  von  Peltibr  entdeckten  elektrothermischen 
Vorgänge  bekannt,  welche  an  der  Grenzfläche  zweier  Metalle 
beim  Durchleiten  eines  elektrischen  Stromes  entstehen.  Die  all- 
gemeinen Gesetze  dieser  Erscheinungen ,  und  der  mit  ihnen  im 
engsten  Zusammenhange  stehenden  thermoelektrischen  sind 
wohlbekannt.  Ich  benutze  aber  gern  die  Gelegenheit ,  um  auch 
an  diesem  Beispiele  die  grosse  Unmittelbarkeit  und  Anschaulich- 
keit zu  zeigen ,  mit  welcher  das  von  mir  aufgestellte  Princip  der 
virtuellen  Energien  derartige  Beziehungen  abzuleiten  gestattet. 

Es  sei  an  der  Berührungstelle  zweier  Metalle  ein  Potential- 
sprung von  dem  Betrage  tt  vorhanden.  Dann  wird ,  wenn  die 
Elektricitätsmenge  e  durch  diese  Stelle  geführt  wird,  eineAende- 
rung  der  elektrischen  Energie  im  Betrage  von  ctt  entstehen, 
und  eine  entsprechende  Wärmemenge  w  aufgenommen,  resp. 
entwickelt  werden,  so  dass  wir  zunächst  haben 

w  =  €  jc  . 

Nun  ist  7t  eine  Function  der  Temperatur,  aber  keine  der 
Elektricitätsmenge.  Eine  virtuelle  Aenderung  der  elektrischen 
Energie  in  unserem  Gebilde  muss  von  einer  Aenderung  der 
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Warraeenergie  hegleitet  sein ,  und  beide  müssen  nach  dem  er- 
wähnten Princip  einander  gleich  sein.   Wir  haben  demgemäss 

tiht  =  sd  7\ 

wo  s  die  Aenderung  der  Entropie  und  T  die  absolute  Tempe- 
ratur ist.   Ersetzen  w  ir  ersteren  Werth  durch  den  ihm  gleichen 

w 


s  =  — ,  so  folgt 


und,  da  "   =  it , 

* 


T  —  = 

d  f  £ 


d  ;r  n 
~dT~~~f' 

Dies  sind  die  Fundamentalformeln  der  thermoelektrischcn 
und  der  elektrothermischen  Wirkungen :  ihre  Anwendung  hangt 
davon  ab.  welche  Beziehung  zwischen  T  und  it  angenommen 
wird.  In  erster  Annäherung  wird  man  erfahrungsmassig  inner- 

d  7C 

halb  nicht  allzu  weiter  Gebiete  und  bei  reinen  Metallen  — - 

als  constant.  und  daher  ;r  als  proportional  der  absoluten  Tem- 
peratur betrachten  dürfen.  Dementsprechend  ist  auch  die 
elektrothermische  Wirkung  w  als  proportional  der  absoluten 
Temperatur  anzusehen. 

Denken  wir  uns  nun  einen  Leiter  aus  an  sich  widerstands- 
losem Material  in  der  Weise  aufgebaut,  dass  er  aus  abwechseln- 
den Platten  von  zwei  verschiedenen  StolTen  besteht,  zwischen 
denen  Potentialunterschiede  +  >t  und  —  it  vorhanden  sind,  die 
dem  oben  erwähnten  idealen  Falle  der  Proportionalitat  zur  ab- 
soluten Temperatur  entsprechen.  Beim  absoluten  Nullpunkte 
würde  ein  solcher  Leiter  keinen  elektrischen  Widerstand  be- 
sitzen ,  wie  dies  für  die  reinen  Metalle  wahrscheinlich  gemacht 
worden  ist. 

Bringen  wir  das  Gebilde  auf  die  Temperatur  T  und 
leiten  einen  Strom  hindurch,  dessen  Betrag  in  der  Zeileinheit  / 
sei.  Alsdann  werden  an  den  Berührungsstellen  abwechselnd 
Erwärmungen  und  Abkühlungen  eintreten  und  es  werden  sich 
die  Temperaturen  T — J  und  T J  an  ihnen  ausbilden,  die 
nach  einiger  Zeit  stationär  sein  werden.  Hierdurch  wird 
die  Wärmeentwicklung  an  der  einen  Berührungsstello  u\  = 

35* 
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ik  (T-{-J),  wo  k  der  oben  erwähnte  Proportional itätscoefficient 
zwischen  dem  Potentialunterschiede  n  und  der  absoluten  Tempe- 
ratur ist ,  ;i  =  kT  und  i  die  Stromstärke  ist.  Der  Wärme- 
verbrauch an  der  anderen  Berllhrungsstelle  beträgt  —  trs  = 
ik(T —  ./)  und  ist  wegen  der  niedrigeren  Temperatur  kleiner, 
als  die  Wärmeentwicklung.  Der  Gesarnmleflect  ist  somit  eine 
Wärmeentwicklung  vom  Betrage  w  =  u\  —  wt  =  tikd ,  und 
ein  entsprechender  Verlust  an  elektrischer  Energie,  d.  h.  ein 
Widerstand  in  gewöhnlichem  Sinne. 

Die  Gesetze  dieses  Widerslandes  ergeben  sich  nun  folgender- 
massen.  Zunächst  ist  der  Temperaturunterschied  J  bei  gege- 
bener Stromstärke  von  der  Natur  des  Materials  abhängig,  wel- 
ches den  Coeflicienlen  k  bestimmt.  Sodann  muss  er  bei  Leiter- 
gebilden aus  Platten  von  constanter  Dicke ,  aber  verschiedenem 
Querschnitt  dem  Querschnitt  umgekehrt  proportional  sein,  da 
die  gleiche  Stromstärke  eine  gleiche  Wärmeentwicklung  ergiebt, 
diese  aber  sich  auf  eine  dem  Querschnitt  proportionale  Substanz- 
menge vertheilt,  also  eine  dem  Querschnitt  umgekehrt  propor- 
tionale Temperaturänderung  ergiebt.  Dementsprechend  ist  auch 
der  Widerstand  umgekehrt  proportional  dem  Querschnitt.  End- 
lich muss  der  Energieverbrauch  und  demgemäss  der  Wider- 
stand bei  gleicher  Stromstärke  der  Anzahl  der  Berührungsstellen, 
also  unter  der  oben  gemachten  Annahme  constanter  Plattendicke 
der  Länge  des  Leiters  proportional  sein.  Dies  sind  aber  die 
gleichen  Gesetze,  welche  bei  gewöhnlichen  metallischen  Leitern 
ihre  Gestalt  mit  dem  Widerstande  in  Beziehung  setzen. 

Leitet  man  Slröme  verschiedener  SUirke  durch  unser  Ge- 
bilde, so  nimmt  zunächst  die  Wärmeentwicklung  und  -absorption 
an  den  Berllhrungsstellen  proportional  der  Stromstärke,  d.  h. 
proportional  der  in  der  Zeiteinheit  durchgeleiteten  Elektriciläts- 
menge  zu.  In  gleichem  Maasse  wachsen  aber  auch  hierdurch  die 
Temperaturunterschiede  J,  wodurch  eine  zweite  der  Strom- 
stärke proportionale  Ursache  der  Wärmewirkung  gegeben  wird, 
so  dass  schliesslich  die  Wärmeentwicklung  proportional  dem 
Vitadral  der  Stromstärke  sich  ergiebt.  Denn  es  ist  tv  =  2ikJ, 
J  wächst  aber  proportional  der  Stromstärke  /,  J=  ei,  so  dass 
wir  haben  w  =  2/-/.-P.  Dies  ist  das  Jouijfsche  Gesetz,  welches 
für  gewöhnliche  Leiter  als  gültig  nachgewiesen  ist.  Ferner  ist 
bekannt,  dass  aus  dem  Joi  lo  schen  Gesetz  mittelst  des  ersten 
Energiesatzes  sich  unmittelbar  das  OiiM'sche  Gesetz  ergiebt;  für 
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unser  Gebilde  ist  somit  auch  das  Ohm  sehe  Gesetz  als  gültig  er- 
wiesen. 

Der  Temperaturunterschied  .  /  ist  weiter  bei  verschiedenen 
Anfangstemperaturen  des  Leiters  proportional  der  Wärmeent- 
wicklung w,  die  ihrerseits  dem  Potentialunterschied  71  und  mit 
diesem  der  absoluten  Temperatur  proportional  ist.  Somit  nimmt 
auch  der  Widerstand  des  Gebildes  proportional  der  absoluten 
Temperatur  zu,  wie  dies  auch  für  Leiter  aus  reinen  Metallen 
gültig  ist,  und  zwar  ungefähr  in  derselben  Annäherung,  in 
welcher  die  elektrothermische  Wirkung  der  absoluten  Temperatur 
proportional  ist.  Es  ist  dies  meines  Wissens  das  erste  Mal,  dass 
eine  rationelle  Begründung  des  von  Clausius  gefundenen  an- 
nähernden Gesetzes  gegeben  wird. 

Endlich  ist  der  stationäre  Temperaturunterschied  J  der 
Wärmeleitfähigkeit  der  Platten,  an  deren  Endflüchen  die  Wärme- 
entwicklung stattfindet,  umgekehrt  proportional.  Dement- 
sprechend wird  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  der  elektrische 
Widerstand  unseres  Gebildes  im  umgekehrten  Verhältniss  zur 
Wärmeleitfähigkeit  der  Platten  stehen.  Bekanntlich  ist  ein  an- 
näherndes Gesetz  dieser  Art  von  G.  Wiedbmann  und  Franz  für  ge- 
wöhnliche metallische  Leiter  gefunden  worden,  und  auch  in 
dieser  Beziehung  stimmen  beide  mit  einander  überein.  Auch 
für  diese  Beziehung  war  eine  rationelle  Begründung  bisher  nicht 
bekannt. 

Es  fragt  sich  natürlich  zum  Schluss,  wie  weit  es  möglich  ist, 
die  Metalle  als  analog  unserem  Gebilde  eonstituirt  aufzufassen. 
Die  zu  machende  Voraussetzung  besteht  darin,  dass  in  einem 
Metall  Unstetigkeiten  in  der  Raumerfüllung  angenommen  werden 
müssen,  welche  zur  Bildung  von  Grenzflächen  Anlass  geben,  an 
denen  elektrothermische  Wirkungen  bei  der  Stromleitung  auf- 
treten können.  Es  ist  ersichtlicherweise  nicht  nothwendig,  dass 
das  Bild  auch  soweit  festgehalten  wird,  dass  diese  Unstetigkeiten 
als  ebene  Flächen  den  ganzen  Querschnitt  des  Leiters  durch- 
setzen; vielmehr  erlangt  man  das  gleiche  Ergebniss,  wenn  man 
eine  irgendwie  beschaffene  körnige  Structur  voraussetzt. 

Nun  ist  uns  durch  die  Molekularhypothese  die  Annahme 
einer  körnigen  Structur  der  Materie  vollkommen  geläufig.  Aus 
der  Thatsachc,  dass  die  Metalle  die  Elektricität  überhaupt  leiten, 
geht  hervor,  dass  sowohl  die  Körner  oder  Molekeln  wie  auch 
das  Zwischenmedium  leitend  sein  müssen,  wobei  wir  von  der 
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Ausbildung  weiterer  Vorstellungen,  worin  die  Leitung  '  eigentlich« 
besteht,  zunächst  absehen  können,  und  wahrscheinlich  noch  für 
lange  Zeit  werden  absehen  müssen.  Ferner  wissen  wir,  dassim 
Allgemeinen  immer  und  überall,  wenn  und  wo  heterogene  Dinge 
sich  berühren,  ihre  Grenzflache  der  Sitz  von  Unterschieden  des 
elektrischen  Potentials  wird;  es  ist  also  nicht  widersinnig  anzu- 
nehmen, dass  auch  die  Molekeln  gegen  den  Raum,  in  welchem 
sie  sich  befinden ,  durch  elektrische  Doppelschichten  abgegrenzt 
sind.  Damit  sind  aber  die  Voraussetzungen  erfüllt,  welche  zu 
machen  sind,  dass  man  das  oben  beschriebene  Gebilde  für  ein 
vereinfachtes  Modell  eines  metallischen  Leiters  nehmen  kann, 
und  aus  der  Uebereinstimmung  der  Eigenschaften  jenes  Gebildes 
mit  den  erfahrungsmässig  festgestellten  der  metallischen  Leiter 
ergiebt  sich  die  theoretische  Ableitung  der  letzteren.  Ich  habe 
schon  erwähnt,  dass  eine  solche  Theorie  bisher  in  diesem  l  m- 
fange  nicht  vorhanden  gewesen  ist. 

Die  eben  entwickelten  Gesetze  gelten .  wie  noch  besonders 
erwähnt  werden  mag ,  nur  für  den  stationären  Zustand ,  wie  er 
sich  bei  constanter  oder  langsam  veränderlicher  Stromstürke 
ergiebt.  Bei  sehr  schnellen,  namentlich  oscillatorischen  Potential- 
änderungen werden  andere  Erscheinungen  auftreten,  die  sieb  im 
Alicemeinen  als  eine  scheinbare  Vermehrung  des  Widerstandes 
in  Folge  des  Umstandes,  dass  die  entstehenden  Temperatur- 
Verschiedenheiten  sich  nicht  durch  Leitung  ausgleichen  können 
zeigen  werden.  Auch  in  dieser  Hinsicht  zeigt,  soviel  ich  jetzt 
schon  übersehen  kaun,  unser  Modell  die  grosste  Aehnlichkeit  mit 
den  metallischen  Leitern. 

Es  bleiben  zum  Schluss  noch  einige  Worte  über  die  Wider- 
slände von  Legirungen  zu  sagen.  Bei  solchen  kommen  zu  den 
elektrothermischen  Wirkungen  der  molekularen  Unstetigkeitnoch 
die  der  heterogenen  Metalltheilchen,  wodurch  eine  Steigerung 
des  gemeinsamen  Widerstandes  über  die  Einzelbeträge  hinaus 
zu  erwarten  ist,  wie  dies  auch  die  Erfahrung  lehrt.  Ferner  ist 
zu  erwarten,  dass  Metallpaare,  deren  thermoclektrischc  Wirkung 
gering  ist,  auch  Legirungen  geben  werden,  deren  Widerstand 
nur  wenig  grösser  ist,  als  der  aus  den  Antheilen  berechnete, 
während  weit  von  einander  in  der  thermoelektrischen  Reihe  ab- 
stehende Metalle  eine  bedeutende  Wirkung  zeigen  sollen.  Auch 
dies  trifft  häufig  zu.  Nach  Matthiessex  ändern  Blei,  Zinn,  Cadmium, 
Zink  gegenseitig  ihren  Widersland  nur  wenig;  ihre  thermoelek- 
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trischen  Constanten  gegen  Silber  sind  1,03,  1,00,  — 0,2,  — 0,3 
(Wismuth-Antimon  =  36  bis  45),  während  Legirungen  dieser 
Metalle  mit  Wismuth  beispielsweise  sehr  grosse  Zunahmen  des 
Widerstandes  ergeben.  Ebenso  steht  Nickel,  dessen  Legirungen 
mit  Kupfer  und  Zink  grosse  Widerstünde  aufweisen,  in  der 
Nähe  des  Wrismuths  bezüglich  seiner  thennoeleklrischen  Con- 
stanten und  ist  weit  vom  Kupfer  und  Zink  entfernt.  Ein  durch- 
gehender Vergleich  ist  hier  leider  nicht  möglich,  da  Legirungen 
sich  hüufig  thermoelektrisch  ganz  anders  verhalten ,  als  ihre  Be- 
standteile ,  und  wir  gegenwärtig  zu  geringe  Kenntniss  darüber 
besitzen,  in  welchem  Zustande  sich  die  verschiedenen  Metalle 
innerhalb  einer  erstarrten  Legirung  befinden. 
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Pfeffer,  Ueber  Anwendung  des  Gipsverbänden  für  pflanzen- 
physiologische Studien . 

Um  Wachsthum  und  Bewegungen  von  Pflanzen  oderPflanien- 
sliedern  mechanisch  zu  hemmen,  habe  ich  schon  seit  längerer 
Zeit  mit  Erfolg  die  Umkleidung  mit  einem  Gipsverhand  in  An- 
wendung gebracht1).  In  Folgendem  soll  ein  kurzer  Hinweis  auf 
diese  Methode  gegeben  werden,  die  in  der  That  in  sehr  mannig- 
facher Weise  physiologischen  Studien  dienstbar  gemacht  werden 
kann.  Denn  es  hat  ja  ein  vielseitiges  Interesse,  die  Reactionen 
der  Pflanzen  gegen  feste  Widerlagen  ihren  Wirkungen  und  ihren 
Ursachen  nach  zu  studiren  und  thatsächlich  kann,  wie  gezeigt 
werden  soll,  die  mechanische  Aussenleistung  mit  Hilfe  der  Gips- 
methode gemessen  werden. 

Eine  Umhüllung  der  Pflanzen  mit  Gips  ist  durch  Umgiessen 
mit  Gipsbrei  leicht  zu  erreichen,  der  mit  dem  baldigen  Erstarren 
eine  allseitig  anschliessende  feste  Widerlage  bildet.  Je  nach  dem 
erwünschten  Härtegrade  dieser  letzteren  hat  man  den  gebrannten 
Gips  mit  Wasser  zu  einem  dickflüssigeren  oder  dünnflüssigeren 
Brei  anzurühren.  Die  Herstellung  einer  äusseren  Form  für  den 
flüssigen  Gipsbrei  ist  gewöhnlich  mit  Hilfe  von  Papier,  plas- 
tischem Thon,  gespaltenen  Korken  u.s.  w.  unschwer  zu  erreichen. 
Wird  z.  B.  der  Basaltheil  der  Wurzel  umhüllt,  so  wächst  die 
Spitze  dieser  ganz  gut  weiter  und  bei  gänzlicher  Einbettung  der 
Keimwurzel  in  Gips  kann  der  oberirdische  Theil  der  Keim- 
pflanze zu  weitgehender  Fortbildung  gebracht  werden.  Sogar 
im  Ganzen  empfindliche  Pflanzen ,  wie  Nitella  und  Spirogyra, 

1)  Vgl.  z.  B.  Pfeffer,  Studien  zur  Energetik  4  892,  p.  78. 
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hielten  sich  einige  Monate  lebendig  in  der  starren  Gipshülle. 
Objecte  dieser  Art  bringe  ich  in  etwas  Gipsbrei  zwischen  zwei 
kleine  oder  grössere  Glasplatten,  die  durch  Pressung  so  weit  ge- 
nähert werden,  dass  die  Pflanzen  beiderseitig  durchscheinen  und 
nölhigenfalls  mit  einer  Längslinic  dem  Glase  angepresst  sind. 
Nach  dem  Erstarren  des  Gipses  werden  die  Glasplatten  mit 
starken  Gummiringen  umgeben  und  in  einer  verdünnten  Nähr- 
lösung in  geigneter  Beleuchtung  aufgestellt.  In  solchem  Gips- 
verband lässt  sich  bei  Nitella,  an  geeigneten  Stellen,  die  normale 
Fortdauer  der  Plasmaströmung  direct  beobachten  und  bei  Spiro- 
gyra  u.  s.  w.  kann  man  sich  wenigstens  von  dem  gesunden  Aus- 
sehen der  Zellen  Uberzeugen.  Für  solche  Objecte  empfiehlt  sich 
die  Anwendung  des  feinsten  Stuckgipses,  während  für  Wurzeln 
u.  s.  w.  der  gewöhnliche  gebrannte  Gips  des  Handels  ausreicht 
und  zumeist  sogar  vorzuziehen  ist. 

Zumeist  gelingt  es  leicht,  die  eingegipste  Pflanze  ohne  Be- 
schädigung von  ihrer  Gipshülle  zu  befreien.  Handelt  es  sich  z.  B. 
ura  einen  beiderseitig  aus  dem  Gips  hervorsehenden  Stengel,  so 
schneidet  man  parallel  mit  letzterem  von  zwei  Seiten  den  Gips 
so  hinweg,  dass  eine  Gipsplatte  entsteht.  Nachdem  in  dieser 
dann  noch  derartig  eine  Rinne  beiderseitig  eingekerbt  ist,  dass 
längs  dieser  eine  dünnere  deckende  Gipsschicht  über  dem 
Stengel  bleibt,  gelingt  es  leicht,  durch  vorsichtiges  Zerbrechen 
der  Gipsplatte  den  Stengel  zu  befreien. 

Kommt  aber  der  Spitzentheil,  wie  z.B.  beim  gänzlichen  Ein- 
betten der  Wurzeln,  in  Gips  zu  liegen,  so  verfährt  man  zweck- 
mässig folgendermassen.  Zunächst  wird  die  Wurzel  in  der  bei 
Spirogyra  angegebenen  Weise  in  eine  Gipsplatte  eingebettet. 
Diese  wird  nach  dem  Erstarren  und  Abnehmen  der  Glasplatten 
auf  entsprechende  Breite  und  Form  geschnitten  und  dann  mit 
weiterer  Gipsmasse  umgössen,  die  ich  mit  etwas  Frankfurter 
Schwarz  grau  zu  färben  pflege.  Beim  Abtragen  dieses  Hüllgipses 
von  der  Spitze  des  Gipscylinders  aus  stösst  man  dann  zunächst 
auf  die  sich  gut  roarkirende  weisse  Gipsplatte.  Legt  man  darauf 
die  beiden  Schmalseiten  dieser  frei,  so  gelingt  es  nach  dem  Ein- 
legen in  Wasser  leicht,  den  grauen  Hüllgips  ganz  zu  entfernen, 
worauf  die  Befreiung  der  Pflanze  aus  einer  genügend  dünnen 
Gipsplatte  durch  directes  Brechen  dieser  erfolgen  kann. 

Selbst  bei  Herstellung  eines  stark  erhärtenden  Gipses  darf 
doch  die  Hülle  nicht  zu  schwach  gewählt  werden,  um  einer 
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Sprengung  vorzubeugen.  Diese  tritt  z.  B.  bei  kräftigen  Keim- 
wurzeln zuweilen  noch  ein,  wenn  der  umhüllende  Gipscylinder 
2  cm  Durchmesser  hat.  Durch  genügende  Gipsdicke,  durch  Um- 
wickeln mit  Bindfaden,  durch  Einlegen  von  Metallringen  in  den 
Gipsguss  u.s.w.  kann  natürlich  eine  ausreichende  Widerstands- 
kraft immer  erreicht  werden.  Hin  Gemenge  aus  Gips  \  Th.  und 
Portlandcemcnt  (3  Th.)  erstarrt  zwar  auch  schnell,  gewinnt  aber 
erst  in  längerer  Zeil  die  dann  freilich  ansehnlichere  Widerstands- 
kraft und  dürfte  nur  in  besonderen  Fällen  vorzuziehen  sein. 

Die  schon  mitgetheilten  Thalsachen  beweisen ,  dass  die 
Pflanzen  im  Gips  lebendig  und  lebenslustig  bleiben,  und  die 
mechanischen  Druckleistungen  gegen  die  starre  Hülle  geben  von 
der  Fortdauer  der  Wachsthumsbestrcbungen  Kcnntniss.  Hier- 
durch, sowie  durch  das  Anhalten  der  Plasmaströmungen  wird 
auch  eine  ausreichende  Versorgung  mit  Sauerstoff  verrathen. 
die  übrigens  auch  noch  in  anderer  Weise  controlirt  wurde.  Die 
Sättigung  des  zugeführten  Wassers  mit  dem  nur  sehr  wenig  lös- 
lichen Gips  führte  an  den  benutzten  Objecten  keine  merklichen 
Nachtheile  herbei.  Für  die  auf  Beleuchtung  angewiesenen 
Pflanzentheilo  fallt  freilich,  sobald  eine  dickere  Gipshülle  not- 
wendig ist,  die  partielle  oder  totale  l.ichtentziehung  als  ein  in 
Hechnung  zu  ziehender  Factor  ins  Gewicht.  Dagegen  ist  die 
Verdunklung  z.B.  ohne  Bedeutung  für  Wurzeln,  die  ohnehin  bei 
ihrem  Leben  im  Boden  gelegentlich  gegen  hohe  oder  unüber- 
windliche Widerstände  zu  reagiren  haben. 

Wie  u.  a.  mittelst  der  Gipshülle  der  von  Pflanzen  gegen  eine 
feste  Widerlage  ausgeübte  Druck  bestimmt  werden  kann,  mag 
hier  speciell  mit  Bücksicht  auf  Wurzeln  angedeutet  werden. 

Eine  Keimpflanze  wird  derartig  in  einen  mit  feuchten  Säge- 
spänen oder  mit  Erde  gefüllten  Blumentopf  gebracht,  dass  die 
Wurzel  eine  genügende  Strecke  aus  dem  Loche  des  Topfes  her- 
vorsieht. Nunmehr  wird  dieser  freie  Wurzeltheil,  nach  Um- 
drehung des  Topfes,  mit  Gipsbrei  umgössen,  dann  sogleich  über 
die  Spitze  ein  durchlochtes  Wachspapierehen  geschoben  und 
dieses  mit  einer  durchlochten  ebenen  Platte  derart  gegen  den 
Brei  gepresst,  dass  die  gewünschte  Strecke  der  Wurzelspilze 
frei  von  dem  mit  dem  Topfe  verbundenen  Gipse  bleibt. 

Nach  dem  Krhärten  des  Gipses  wird  an  Stelle  des  Wachs- 
papiers sehr  dünnes  nasses  Seidenpapier  der  oberen  Gipsfläche 
angeschmiegt  und  nun  die  Wurzelspitze  ebenfalls  mit  Gips  nm- 
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gössen.  Das  nasse  Seidenpapier  bedingt  eine  nur  geringe  Ad- 
häsion der  in  kleinen  Dimensionen  zu  haltenden  Gipskappe,  die 
demgemäss  durch  die  fortwachsende  Wurzel  forteeschoben 
wird.  Die  zur  Aequilibrirung  dieser  Fortschiebung  nöthige  Gegen- 
wirkung ist  aber  ein  Maass  für  die  Kraft .  mit  welcher  die 
Wurzel  in  einem  widerstandsfähigen  Medium,  also  auch  im 
Boden,  vorwärts  zu  dringen  vermag. 

Zur  Messung  dieser  Gegenwirkung  verwende  ich  elliptisch 
geformte  Stahlfedern,  deren  Spannkraft  mit  der  Compression 
schnell  ansteigt.  Mit  den  hier  nicht  naher  zu  beschreibenden 
Apparaten  ist  es  ferner  möglich,  die  Feder  sogleich  und  jederzeit 
mit  gewünschter  Energie  gegen  die  Gipskappe  zu  spannen.  So  ist 
es  erreichbar,  dass  bei  Herstellung  des  Gleichgewichts  zwischen 
Federspannung  und  Wurzelkraft  nur  ein  sehr  geringes  Ausein- 
anderröcken der  Contactfläche  von  Gipskappe  und  der  die  übrige 
Wurzel  fixirenden  Gipsmasse  eingetreten  ist.  Die  an  sich  pla- 
stische Wurzel  vermag  somit  nicht  auszubiegen  und  kann  nun 
ihre  volle  Energie  entwickeln.  Diese  Knergie,  mit  welcher  also 
die  Wurzel  vorwärts  zu  dringen  strebt,  wurde,  beiläufig  bemerkt, 
zu  7  bis  1 0  Atmosphären  bestimmt. 

Die  Compression  der  Mess federn  wurde  durch  mikro- 
metrische Bestimmung  des  Abstands  zweier  Nadelspitzen  con- 
trolirt,  eine  Methode,  die  grosse  Genauigkeit  gewährt  und  in 
diesem  Falle,  was  Einfachheit  und  Präcision  betrifft,  einer 
Messung  mittelst  Hebelvergrösscrung  vorzuziehen  ist.  Näher 
wird  diese  Methode,  sowie  die  Technik  der  Versuche  überhaupt 
an  anderer  Stelle  behandelt  werden.  Bemerkt  sei  nur  noch,  dass 
bei  richtiger  Ausführung  die  Wurzeln,  sowohl  während  des  Ein- 
gipsens, als  während  der  Versuchszeiten  sich  völlig  gesund  und 
wachsthumskräftig  erhalten.  In  der  ausführlichen  Publication 
soll  auch  roitgetheilt  werden,  wie  und  warum  theil weise  in  etwas 
anderer  Weise  verfahren  wurde.  Auch  soll  dann  eine  andere 
Methode  beschrieben  werden,  in  welcher  die  Wurzel  in  einem 
Kautschuckschlauche  wirkte  und  aus  der  Ausdehnung  dieses  die 
Knergie  des  Wurzeldruckes  ermittelt  wurde. 

Mit  Hilfe  der  Gipshüllen  und  geeigneter  Federapparate  lässt 
sich  auch  der  Querdruck,  d.  h.  die  Knergie  bestimmen,  mit 
welcher  WTurzeIp ,  Stengel  u.  s.  w.  in  einer  zu  ihrer  Längsachse 
senkrechten  Richtung  gegen  eine  Widerlage  wirken.  Zu  diesem 
Zwecke  muss  beim  Fixiren  in  Gips  in  dieser  Hülle  ein  einseitiges 
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Fensterchen  ausgespart  werden  (ich  verwende  dazu  eine  Form 
aus  Plastilina  des  Handels),  in  welchem  das  rückseitig  gegen  den 
Gips  gestützte  Pflanzenorgan  mit  der  anderen  Längshälfte  hervor- 
steht. Dieser  letzteren  dient  dann  als  Widerlage  ein  durch  An- 
giessen  hergestellter,  enganschliessender  Gipsdeckel,  dessen 
Fortbewegung  wiederum  durch  die  Spannung  der  messenden 
Feder  in  engsten  Grenzen  gehalten  wird. 

Näheres  über  die  Methodik  bringt  die  ausführliche  Publi- 
cation.  In  dieser  werden  auch  die  in  der  That  nicht  immer 
gleichen  Mittel  und  Wege  gekennzeichnet,  durch  welche  die 
theilweise  sehr  hohen  Aussenleistungen  erreicht  werden.  Dabei 
wird  sich  ferner  ergeben,  wie  aus  diesen  und  anschliessenden 
Erscheinungen  gewisse,  die  Wachsthumsmechanik  betreffende 
Fragen  definitiv  zu  beantworten  sind '). 

i)  Eine  allgemein  gehaltene  Discussion  findet  sich  über  gewisse 
Theile  dieser  Fragen  in  Pfeffer,  Studien  zur  Energetik.  <898,  p.76  u.  s.w. 
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J.  Thomae.  Lineare  Construction  einer  Flüche  zweiter  Ord- 
nung aus  neun  Punkten. 

Die  Methode,  nach  welcher  Hessb  im  24.  Bande  des  Crellk- 
schen  Journals  eine  Fläche  F  zweiter  Ordnung  linear  construirt, 
indem  er  zu  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  die  ihm  für  die 
gesuchte  Flüche  zugehörige  Polarebene  finden  lehrt,  zeichnet  sich 
aus  durch  die  Einfachheit  der  angewandten  Principien,  hat  aber 
den  Mangel,  dass  sie  für  die  wirkliche  Ausführung  die  Construc- 
tion einer  Heine  von  Hyperboloiden,  d.h.  je  dreier  Erzeugender 
derselben  erfordert,  wodurch  sie  übermässig  umständlich  wird. 
Dieser  Mangel  lässt  sich  dadurch  beseitigen,  dass  man  die  Polar- 
ebene eines  besonderen  Punktes  sucht,  zu  deren  Auffindung  jene 
Hülfshyperboloide  nicht  nothig  sind.  Eine  solche  Vereinfachung 
will  ich  hier  mittheilen.  Dabei  sehe  ich  die  Aufgabe  als  gelöst 
an,  wenn  in  zwei  Ebenen  je  fünf  Punkte  der  Fläche,  also  die 
Elemente  von  zwei  Kegelschnitten  gefunden  sind.  Bekanntlich 
ist  dann  die  Construction  des  Schnittpunktes  der  Flüche  mit 
einer  beliebigen  Geraden  y,  welche  durch  einen  weiteren  ausser- 
halb jener  Ebenen  gegebenen,  die  Fläche  nun  völlig  bestim- 
menden Punkt  M  geht,  eine  durchaus  einfache  lineare.  Denn 
eine  Ebene  durch  jene  Gerade  y  schneidet  die  Ebene  der  beiden 
Kegelschnitte  in  Geraden,  auf  denen  die  Paare  für  diese  Kegel- 
schnitte conjugirter  Punkte  je  eine  Involution  bestimmen.  Die 
beiden  Involutionen  und  der  Punkt  M  bestimmen  den  gesuchten 
Punkt  auf  y  als  Punkt  eines  Kegelschnittes  in  bekannter  Weise 
linear. 

Zuerst  erweisen  wir  den  Satz: 
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I.  Liegen  die  hinkte  3/M  Mi<tMKi  in  der  Ebene  e{,  die  Punkte 
Mit  A/4ä  Mi3  in  der  Ebene  et ,  so  giebt  es  zu  jedem  Punkte  P  auf 
der  Schnittlinie  a  der  Ebenen  e{  e%  einen  Punkt  (),  der  P  in  Bezuff 
auf  jede  durch  die  sechs  Punkte  MilMli  •  Mu  gehende  Fläche 
zweiter  Ordnung  conjugirt  ist. 

Dieser  Punkt  soll  der  Kürze  halber  der  dem  Punkte  /'  in 
Bezug  auf  die  sechs  Punkte  Mu  M{i  •  Mi%  conjugirte  Punkt 
heissen. 

Analytisch  erweist  sich  der  Satz  so.  Es  seien  F=0,  F=0t 
/•"  —  0  drei  Flüchen  zweiter  Ordnung  durch  die  sechs  Punkte 
M,  die  sich  in  acht  und  nur  acht  nicht  alle  in  den  Ebenen 
^=0,  e,  =  0  liegenden  Punkten  schneiden.  Alsdann  sind  die 
Gleichungen  aller  durch  die  sechs  Punkte  M  gehenden  Flüchen 
zweiter  Ordnung  in  der  Form  enthalten 

A  F  +  //  F'  -f  C  /•"  +  I)ex  ei  =  0  , 

wenn  die  Verhältnisse  der  Parameter  AB  CD  alle  möglichen 
Werthe  annehmen.  Erinnert  man  sich  des  Algorithmus  der 
Polarenbildung,  so  bemerkt  man ,  dass  die  Polare  eines  Punktes 
P  auf  a  in  Bezug  auf  eine  Flüche  dieses  Systems  von  e.  e4  unah- 
hüngig  ist,  dass  sie  die  Polare  desselben  Punktes  in  Bezug  auf 
die  Flüche 

AF+  BF'  +  CF"  =  Q 

ist.  Die  Polare  von  gebildet  in  Bezug  auf  jede  beliebige  Flüche 
des  Systems,  enthält  daher  den  Punkt  (?,  der  /*  in  Bezug  auf  die 
drei  Flüchen  /<==  0,  F'  =  0,  F"  =  0  conjugirt  ist,  den  Schnitt- 
punkt der  drei  Polarebenen  von  P  für  diese  Flüchen. 

In  besonderen  Füllen  kann  es  unendlich  viele  P  conjugirte 
Punkte  Q  geben,  z.  B.  wenn  in  i\  sowohl,  als  auch  in  f.  zwei 
der  gegebenen  Punkte  mit  P  in  einer  Geraden  liegen  In  diesem 
Falle  enthüll  die  Verbindungslinie  der  Punkte,  welche  von  /' 
bez.  durch  die  beiden  betreffenden  Punkte  in  et  und  ei  harmo- 
nisch getrennt  sind,  alle  P  für  die  sechs  Punkten  conjugirten 
Punkte  Q. 

Auf  rein  geometrischem ,  synthetischem  Wege  beweist  man 
den  Satz  I.  folgendermassen.  —  Nimmt  man  auf  a  eine  Involu- 
tion Js  an,  die  keine  doppelten  Elemente  hat,  so  bestimmt  sie  in 
i\  mit  3/,,  J/It  j)/ia  einen  Kegelschnittbüschel,  dessen  Individuen 
durch  die  drei  Punkte  und  ein  Paar  der  Involution  gehen.  Einem 
Punkt  P  auf  «  ist  für  diesen  Büschel  (d.  h.  für  jedes  Individuum 
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desselben}  ein  Punkt  S,  conjugirt.  Dieselbe  Involution  bestimmt 
in  gleicher  Weise  in  f  4  mit  3/s,  Mti  37i3  einen  Büschel ,  für  den 
dem  Punkte  P  ein  Punkt  S4  conjugirt  ist.  Die  Polarebene  des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  jede  Flüche  zweiten  Grades,  die  die 
Punkte  3/n  Al{i  •  •  3/43  und  ein  Paar  der  Involution  Js  enthält, 
geht  durch  die  Gerade  ys ,  welche  .S,  mit  S4  verbindet.  Nehmen 
wir  nun  auf  a  eine  zweite  Involution  ohne  doppelte  Punkte  Jt 
an ,  so  gehen  die  Polarebenen  von  P  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
zweiter  Ordnung  durch  3/M  MK%-  -3/j3  und  ein  Paar  dieser  In- 
volution durch  eine  Gerade  yt ,  welche  die  P  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnittbüschel  Mu  MtiMnJt  und  3/4,  3/l4  3/43  Jt  bez.  con- 
jugirten  Punkte  T{  und  r4  verbindet.  Die  Geraden  ys  und  /, 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  Q.  Die  Involutionen  JsJt  be- 
sitzen nämlich  ein  gemeinsames  weil  sie  ohne  doppelte  Punkte 
sind  reelles)  Paar.  Die  Geraden  ysyt  liegen  beide  in  der  Ebene, 
welche  die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  durch  die  sechs  Punkte  3/  und  das  besprochene  gemein- 
same Paar  der  Involutionen  JtJt  ist,  und  schneiden  sich  also. 

Nehmen  wir  weiter  einen  Punkt  17,  in  <\  an,  der  nicht  auf 
der  Geraden  SiTi  liegt,  so  bestimmen  3/H3/„3/,3  und  das 
Paar  oonjugirler  Punkte  PUX  einen  mit  37H3/I43/13  {Pl>\)  zu  be- 
zeichnenden Kegelschnittbüschel ,  dieser  bestimmt  auf  a  eine 
Involution  Ju  und  diese  bestimmt  in  t'4  mit  3/4,  Mtt  3/S3  einen 
Büschel ,  für  welchen  der  P  conjugirte  Punkt  Ua  sein  mag.  Die 
Polarebenen  von  P  in  Bezug  auf  die  Flächen,  die  durch  die  sechs 
Punkte  3/  und  ein  Paar  von  Ju  gehen,  schneiden  sich  in  der 
r,  f/4  verbindenden  Geraden  yu.  Diese  Gerade  yu  trifft  die 
Gerade  ys,  denn  die  Involutionen  JSJU  haben  ein  gemeinsames 
weil  wenigstens  eine  der  Involutionen  ohne  doppelte  Punkte  ist, 
reelles)  Paar.  In  der  zu  diesem  gemeinsamen  Paare  gehörenden 
Polarebene  des  Punktes  P  liegt  sowohl  ys  als  auch  yu.  Aus  dem- 
selben Grunde  schneidet  die  Gerade  yu  die  Gerade  yt.  Da  aber 
Yu'/s'/t  "ach  unseren  Annahmen  über  die  Lage  der  Punkte  Ui's>{Tl 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  muss  yu  durch  den  Schnittpunkt 
von  ys  yt  durch  den  Punkt  ()  hindurch  gehen.  Lüsst  man  den 
Punkt  L\  die  ganze  Ebene  i\  durchwandern ,  so  erkennt  man, 
dass  alle  durch  die  sechs  Punkte  3/  gehenden  Flächen  zweiter 
Ordnung  PQ  zu  conjugirten  Punkten  haben.  Nur  wenn  l\  auf 
die  Gerade  St  7't  fällt,  ist  der  Beweis  unvollständig.  Dass  aber 
auch  dann  der  Satz  richtig  bleibt,  ist  daraus  ersichtlich,  dass  St 
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auf  unendlich  viele  Weisen  angenommen  werden  kann,  folgt 
aber  auch  aus  Stetigkeitsbetrachtungen. 

Als  Lemma  ziehen  wir  hieraus  den  folgenden,  nach  den  an- 
gestellten Betrachtungen  unmittelbar  klaren  Satz: 

II.  Ist  in  einer  Ebene  t\  ein  Tripel  von  Punkten  Mit  JVi4Jfu 
gegeben,  in  der  Ebene  et  ein  Tripel  3/it  3/4l 3/t3,  und  ist  P  ein  Punkt 
auf  der  Schnittlinie  a  der  beiden  Ebenen  ,  nimmt  man  in  e,  einen 
Punkt  S{  an  ,  der  mit  P  als  Paar  conjugirter  Punkte,  und  mit 
3/H3/143f,3  einen  Kegelschnittbüschel  A/u3/143/l3  (PSA)  bestimmt, 
so  bestimmt  dieser  Büschel  auf  a  eine  Involution  Js  und  diese  in  et 
mit  3/41  3/a4  3/43  einen  Büschel  (JJ  3/4l  3/44  3/43 .  Der  P  in  Bezug  auf 
diesen  Büschel  zugeordnete  Punkt  S4  ist  im  Allgemeinen  eindeutig 
bestimmt.  Die  Punkte  S{  und  St  sind  einander  perspeclivisrh 
zugeordnet. 

Fallen  die  Ebenen  etet  zusammen,  so  kann  a  darin  willkür- 
lich angenommen  werden. 

Der  Satz  II.  wird  hinfällig,  wenn  von  den  Punkten  3/,,.Wl4jtfl3 
oder  3/41  Mit  3/M)  zwei,  etwa  3/,4J/l3  mit  P  in  einer  Geraden 
liegen,  weil  dann  der  P  für  die  sechs  Punkte  MiK  jV14  •  •  3/S3  con- 
jugirte  Punkt  Q  in  der  Ebene  e{  auf  den  von  P  durch  3/(4J/l3 
harmonisch  getrennten  Punkt  füllt.  Nimmt  man  in  diesem  Falle 
einen  Punkt  Nt  in  e,  auf  einer  durch  Q  gehenden  Geraden  y  an. 
und  lüsst  6',  auf  y  wandern,  so  ändert  sich  dabei  der  Kegel- 
schnittbuscbel  3/,,  3/l4  3/13  PN,  nicht,  denn  er  ist  derjenige 
Büschel  3/u  3/,  4  3/, 3  3/,  4 ,  dessen  vierter  Grundpunkt  3fu  der  von 
3/,,  durch  P  und  y  harmonisch  getrennte  Punkt  ist.  Demnach 
entspricht  allen  Punkten  S,  auf  y  ein  und  derselbe  Punkt  S,. 
und  zwar  der  Schnittpunkt  «;\  weil  er  der  P  für  den  Büschel 
(Js  Mi%  Mit  MiS  conjugirte  Punkt  ist.  Füllt  aber  S,  auf  Q,  so 
entspricht  diesem  Punkte  jeder  Punkt  der  Ebene  et.  Den  Punkten 
.S'4  in  t'4  entspricht  also  in  eK  im  Allgemeinen  der  Punkt  nur 
wenn  der  Punkt  ,S4  auf  «  füllt,  so  entspricht  ihm  jeder  Punkt 
der  durch  .S4  und  Q  gelegten  Geraden. 

Liegen  nicht  blos  3/ia3/13,  sondern  auch  noch  3/44  3/43  mit  P 
auf  einer  Geraden,  und  ist  /?  der  von  P  durch  J/44  3/43  harmo- 
nisch getrennte  Punkt,  so  entspricht  jedem  Punkte  *S\  in  et  jeder 
Punkt  N4  der  Geraden,  welche  den  Schnittpunkt  der  Geraden 
SXQ  und  u  mit  dem  Punkte  Ii  verbindet,  und  jedem  Punkte  St 
entspricht  in  eK  jeder  Punkt  der  Geraden,  welche  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  S4ß  und  a  mit  dem  Punkte  Q  verbindet. 
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Dem  Punkte  Q  aber  entspricht  jeder  Funkt  in  eiy  dem  Funkte  H 
jeder  Funkt  in  er 

Man  konnte  nun  den  P  für  die  sechs  Funkte  3/  conjugirlen 
Funkt  Q  in  folgender  Weise  construiren : 

III.  Man  nimmt  in  der  Ebene  e{  die  Gerade  pK  beliebig  an. 
Sic  bestimmt  als  Polare  von  P  mit  den  gegebenen  Punkten  3/n3/lt3/l3 
einen  Kegelschnitt  k\  linear.  Die  Paare  für  KK  conjugirter  Punkte 
auf  a  bestimmen  linear  mit  Mu  3/,4  3/43  einen  Kegelschnitt  h\,  für 
den  dieselben  Paare  auf  a  conjugirte  Punkte  sind,  und  man  findet 
in  bekannter  Weise  die  Polare  />,  von  P  für  K\  linear.  Die  Geraden 
ptpt  schneiden  sich  auf  «,  liegen  also  in  einer  Ebene.  Wiederholt 
man  diese  Construction  .  indem  man  p[ ,  p"  für  px  setzt ,  welche 
Geraden  sich  nicht  in  einem  Punkte  schneiden ,  und  die  zugehörigen 
Geraden  />4.//4  sucht,  so  bestimmen  die  drei  Ebenen  fpif  pj  . 

(Pl*        (P"\-  P'V  (ltm  gwchten  Punkt  Q. 

Das  Verfahren  wird  hinfallig,  wenn  zwei  Funkte,  etwa 
3/l4  3/l3  mit  P  in  einer  Geraden  liegen,  dann  ist  aber  der  von  P 
durch  3/!4  J/,3  harmonisch  getrennte  Punkt  der  gesuchte.  Es  ist 
leicht  zu  erkennen .  dass  der  Punkt  Q  nur  dann  in  einer  der 
Ebenen  et  ei  liegen  kann,  wenn  zwei  der  Funkte  3/  mit  P  in  einer 
Geraden  liegen.  Zu  dieser  immerhin  etwas  complicirten  Con- 
struction braucht  man  aber  nur  dann  seine  Zuflucht  zu  nehmen, 
wenn  von  den  sechs  Funkten  ein  oder  zwei  Paare  nicht  unmittel- 
bar, sondern  als  Doppelpunkte  von  Involutionen,  als  welche  sie 
auch  imaginär  sein  können ,  gegeben  sind.  Liegen  aber  sechs 
reelle  Punkte  vor,  so  findet  man  Q  mittels  des  evidenten  Satzes : 

IV.  Der  P  in  Bezug  auf  die  sechs  Punkte  MilMliMnMilMi,iMii 
conjugirte  Punkt  Q  ist  der  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen ,  -welche 
von  P  durch  die  Ebenenpaare 

3/l4  J/,3  3/4,  3/,,  3/443/JS' , 
3/133/,,3/44  3/,,3/,,3/j,  , 
3/H3/l43/43    3f133/4l3/44  , 

harmonisch  getrennt  sind. 

Wir  geben  hier  der  Bemerkung  Raum,  dass,  wenn  man  zwei 
sich  in  zwei  Punkten  schneidende  Kegelschnitte  in  verschiedenen 
Ebenen  durch  eine  dritte  Ebene  r  schneidet,  im  Allgemeinen 
jeder  durch  die  vier  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  den  Kegel- 
schnitten gehende  Kegelschnitt  mit  den  beiden  ersten  in  einer 
Flache  zweiter  Ordnung  liegt.   Denn  nimmt  man  in  der  dritten 
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Ebene  einen  Punkt  3/  an  ,  so  ist  durch  ihn  und  die  beiden  gege- 
benen Kegelschnitte  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmt. 
Der  Schnitt  derselben  mit  der  Ebene  e  ist  ein  Kegelschnitt,  und 
dieser  ist  durch  den  Punkt  M  und  die  Schnittpunkte  von  e  mit 
den  Kegelschnitten  im  Allgemeinen  völlig  bestimmt.  Wird  aber 
die  Ebene  c  durch  einen  Schnittpunkt  der  beiden  Kegelschnitte 
gelegt,  so  sind  von  dem  durch  e  aus  der  Flache  zweiter  Ordnung 
geschnittenen  Kegelschnitte  mit  3/  nur  vier  Punkte  gegeben. 
Nicht  jeder  durch  die  vier  Punkte  gehende  Kegelschnitt  liegt  mit 
den  beiden  ersten  auf  einer  Flache  zweiter  Ordnung ,  sondern 
nur  der,  dessen  Tangente  in  dorn  den  drei  Kegelschnitten  ge- 
meinsamen Punkte  mit  den  Tangenten  an  die  ersten  Kegelschnitte 
in  einer  Ebene  liegt. 

Nun  sollen  neun  Punkte  gegeben  sein.  Die  Punkte  3/u  3/143/l3 
sollen  in  der  Ebene  e, ,  3/<t  3/,4  3/13  in  der  Ebene  ct ,  3/31  3/3t  3/33 
in  der  Ebene  e3  liegen.  Die  Ebenen  e4es  schneiden  sich  in 
e3e,  in  at,  exei  in  cr3  und  <\<'tc3  in  P.  In  nicht  singularen  Fallen 
construirt  man  die  durch  die  neun  Punkte  gehende  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  folgender  Weise: 

V.  Man  construire  nach  der  Anweisung  IV  (oder  wenn 
Paare  von  Punkten  nicht  unmittelbar,  sondern  nur  als  Doppel' 
punkte  von  Involutionen  auf  Geraden  gegeben  sind,  nach  III),  die 
drei  Punkte  Q{  Qt  ()3,  die  dem  Punkte  P  bez.  für  die  drei  Gruppen 
von  je  sechs  Punkten 

Mu  Mit  3/43  i/31  3/3S  3f33 
3/3l  3/313/33  J/M  3/4.i/13 
3/, ,  3/4 ,  3/, 3  3/4 ,  3/M  3/J3 

cunjugirt  sind.  Sie  bestimmen  die  Polarebene  p  von  P  für  die  ge- 
suchte Flüche.  Ihre  Schnitte  ;r,  7tt7tt  mit  den  Ebenen  eieAel  sind 
die  Polaren  von  P  für  die  aus  derselben  Fläche  durch  dieselben 
Ebenen  ausgeschnittenen  Kegelschnitte.  Durch  ein  Paar  Pol  und 
Polare  und  drei  Punkte,  von  denen  nicht  zwei  mit  dem  Pol  in  einer 
Geraden  liegen,  ist  ein  Kegelschnitt,  d.  h.  es  sind  fünf  Punkte  des- 
selben linear  bestimmt.  Folglich  sind  von  der  Flüche  drei  Kegel- 
schnitte linear,  und  damit  ist  die  Flüche  linear  bestimmt. 

Diese  Construction  wird  unausführbar,  wenn  QtQtQt  auf 
einer  Geraden  liegen.  —  Wir  sehen  zunächst  von  dem  Falle  ab. 
dass  zwei  der  Punkte  3/  mit  /*  in  einer  Geraden  liegen ,  in  wel- 
chem zwei  von  den  Punkten  (J  in  den  von  /'  durch  jene  beiden 
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Punkte  harmonisch  getrennten  zusammenfallen.  —  Die  Gerade/, 
in  der  Q{QtQ3  liegen,  möge  'VV'3  *>ez'  ,n  ('en  Punkten  NtStSs 
treffen.  Dann  liegen  die  vierten  Doppelpunkte  3/u3/443/34  der 
Büschel  3/H  3/„3/,3  PA,],  3/4l  .!/„.!/„  'PXt  ,  3/3,  3/343/33  fPJV,) 
auf  der  gesuchten  Fläche.  Bestimmt  nun  der  Kegelschnitt  A', 
des  Büschels  3/,,  3/l4  Mi9  3/n  durch  seine  Schnittpunkte  mit  a3 
den  Kegelschnitt  A4  des  Büschels  l/4,  3/44 3/43  3/44  und  dieser 
durch  seine  Schnittpunkte  mit  ai  den  Kegelschnitt  A'3  des 
Büschels  3/3l  3/34  3/333/3,  und  dieser  durch  seine  Schnittpunkte 
mit  «4  den  Kegelschnitt  A',  des  Büschels  J/u  3/14  3/13  3/14 ,  und 
fällt  dann  bei  jeder  Wahl  von  A',  A[  mit  A,  zusammen,  so  giebt 
es  durch  die  neun  Punkte  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ord- 
nung und  es  kann  noch  ein  Punkt  etwa  3/l5  in  <\  willkürlich  an- 
genommen werden.  Dieser  bestimmt  dann  mit  Mtl  3/143/ls3/14 
einen  Kegelschnitt  und  damit  die  Flache.  Fallen  A,  und  K\  für 
zwei  Wahlen  von  A",  zusammen,  so  fallen  sie  jedesmal  zu- 
sammen. 

Die  Polaren  jrxit%n%  des  Punktes  P  für  die  Kegelschnitte 
Ä',  A'4  A3  liegen  in  einer  Ebene,  denn  r,  ;r4  liegen  in  einer  Ebene, 
in  der  auch  y  liegt,  /i's/rs  in  einer  Ebene,  in  der  wiederum  y 
liegt,  also  liegen  /r,  /r3  in  der  Ebene  n%y.  Wählen  wir  den 
Kegelschnitt  A',  so,  dass  er  a4  berührt,  etwa  im  Punkte  Iii  oder 
/fj  die  Berührung  ist  auf  zweierlei  Weise  möglich  und  berührt 
A",  nicht  ebenfalls  r<4  bez.  in  lit  oder  ft4 ,  so  ist  die  durch  den 
Büschel  3/n  3/,43/I33/l4  auf  «4  bestimmte  Involution  J{  von  der 
durch  3/3i  3/34  3/33  3/31  auf  a%  bestimmten  Involution  ./3  ver- 
schieden. Denn  die  erste  Involution  hat  ihre  Doppelpunkte  in 
ft,  Hi.  Die  Polaren  von  V  in  Bezug  auf  die  berührenden  Kegel- 
schnitte Ä",  gehen  durch  /{,  bez.  /f4.  Die  Polaren  /rs  von  /*  in 
Bezug  auf  die  berührenden  Kegelschnitte  A3,  weil  sie  sich  mit 
>r,  auf  cr4  treffen ,  und  der  Treffpunkt  auf  u.A  mit  dem  Kegel- 
schnitt A',  veränderlich  ist,  gehen  im  Allgemeinen  nicht  durch 
/{,  und  lii ,  wenn  nicht  etwa  dem  in  H{  berührenden  Kegel- 
schnitte A',  ein  in  /f4  berührender  Kegelschnitt  A'3  entspricht. 
Dies  ist  jedoch  unmöglich,  denn  der  Kegelschnitt  As  der  dem  in 
Bi  berührenden  A',  entspricht,  muss  «4  in  Punkten  treffen,  die 
durch  li{  P  harmonisch  getrennt  sind,  diese  können  deshalb  nicht 
beide  in  /f4  zusammenfallen.  Demnach  muss  die  Involution,  die 
der  Büschel  Ml{  3/143/l3  3/,4  auf  ai  bestimmt,  von  der,  die  der 
Büschel  3/3,  3/34  Jf33  3f31  auf  cr4  bestimmt,  verschieden  sein.  Der 
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dem  Punkte  A.,  entsprechende  Punkt  in  ex  kann  nicht  auf  Sx 
fallen,  d.  h.  es  Ist  nicht  möglich,  dass  QtQtQ3  in  eine  Gerade 
lallen  ,  wenn  die  neun  Punkte  nicht  in  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung erster  Species  liegen. 

Geht  die  Gerade  y  durch  eine  Kante,  etwa  «3,  so  ist  nicht 
so  unmittelbar  klar,  dass  die  Geraden  ;i ,  ;rt  mit  y  in  einer  Ebene 
liegen,  weil  sich  die  Geraden  ;rt  ;r%  in  demselben  Punkte  der 
Geraden  y  schneiden,  nümlich  in  dem  Schnittpunkte  A',,  von  y 
mit  cf3.  Dass  der  Punkt  (J3,  durch  den  y  geht,  nicht  in  et  oder  et 
liegen  kann,  wenn  nicht  zwei  Punkte  M  mit  P  in  einer  Geraden 
liegen,  also  auch  nicht  auf  \ii  fallen  kann,  ist  unschwer  zu  er- 
weisen.  Nehmen  wir  nun  einen  Punkt  St  in  e{  als  P  für  einen 
Kegelschnitt  A',  des  Büschels  J/n  Mxi  Ml3  [PXlt)  conjugirt  an,  so 
dass  die  Gerade  >r,  durch  S{i\\i  die  Polare  von  P  ist,  so  geht  die 
Polare  ;vi  von  P  für  den  durch  A',  bestimmten  Kegelschnitt  A, 
des  Büschels  MiK  Mit  3/43  Mu  durch  einen  Punkt  84 ,  der  mit  S, 
und  Q3  in  einer  Geraden  liegt.   Die  Polare  ;r4  liegt  also  in  der 
Ebene  nK  Qv  die  die  Gerade    enthalt,  und  es  liegen  r,  .t4  in 
einer  Ebene.    Die  weitere  Schlussfolgerung  ist  wie  im  Falle  der 
allgemeinen  Lage  von  y,  und  es  giebt  demnach ,  wenn  QK  Qt  (>3 
auf  einer  Geraden  liegen,  auch  wenn  y  eine  Kante  a  trifft .  un- 
endlich viele  Flüchen  zweiter  Ordnung  durch  die  neun  Punkte, 
die  genau  wie  oben  construirt  werden  können. 

Geht  die  Gerade  y  durch  den  Punkt  />,  so  ist  dieser  für  die 
gesuchte  Flüche  sich  selbst  conjugirt,  er  liegt  auf  ihr.  Um  in 
diesem  Falle  die  Fläche  zu  construiren ,  ordne  man  die  neun 
Punkte  in  drei  Ebenen  i\  <\J  e3  so  an ,  dass  t\  die  Punkte 
PMll}fiiMl3,  die  Ebenen  cs',  e3  von  den  übrigen  sechs  Punkten 
je  drei  enthalten,  sich  aber  in  einem  von  P  verschiedenen  Punkte 
P'  schneiden.  Verführt  man  nun  wie  früher,  so  gelingt  entweder 
die  Construclion  der  Flüchen  unmittelbar,  oder  führt  auf  den- 
delben  singulüren  Fall.  Dann  sind  aber  in  der  Ebene  e,  fünf 
Punkte  PP'  Mtl  M{i  Ml3  von  der  Flüche  bekannt.  Der  durch  sie 
bestimmte  Kegelschnitt  bestimmt  durch  die  Paare  conjugirter 
Punkte  auf  der  Schnittlinie  r4  oder  auch  cKe'i  mit  den  in  <», 
bez.  ('t  gegebenen  Punkten  einen  weiteren  Kegelschnitt  der 
Flüche,  und  damit  diese  selbst  linear.  —  Wir  haben  somit  den 
Satz  gefunden: 

VI.  Heyen  die  drei  Punkte  Qx{)^)^  welche  dem  Schnittpunkte 
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P  der  die  neun  Punkte  enthaltenden  Kbenen  c,  <>,  e3  für  die  drei 
Kruppen  von  je  sechs  Punkten 

3/4l  3/M  J/J3  3/„  3/3,  J/33  in  *4  cs 
J/3I  J/„  3/„  3/u  3/„  in  e:i  e, 
}fl{  i/, 4  MXiMiK  MtiMiZ  in  e,  r4 

ftcs.  conjugirt  sind,  in  einer  Geraden,  so  gicbt  es  durch  sie  unend- 
lich viele  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  linear  construirbar  sind. 
Die  Punkte  liegen  auf  einer  Curve  vierter  Ordnung  erster  Species. 

Nur  für  den  Fall,  dass  die  Gerade  (?,(>4(>3  durch  den  Schnitt- 
punkt P  der  Ebenen  e{  et  e,  geht,  ist  dieser  Satz  nicht  erwiesen, 
die  Fläche  aber  ist  ebenfalls  linear  constmirl. 

Es  kann  nun  noch  der  Fall  eintreten,  dass  die  drei  Punkte 
QiQtQ3  in  einen  Q  zusammenfallen.  Dann  denken  wir  uns  durch 
den  Punkt  Q  in  der  Polarebene  von  P  für  die,  oder  wenn  es  deren 
mehrere  geben  sollte,  für  eine  durch  die  neun  Punkte  gehende 
Flache  eine  Gerade  y  gelegt,  welche  et  ete3  bez.  in  den  Punkten 
-Vi-Vt«V3 triffl-  Ein  Kegelschnitt  A',  des  Büschels  3/, ,  MitM{i  (PA,) 
bestimmt  einen  Kegelschnitt  Kt  des  Büschels  J/tl  Mti  4/,3  {PNJ 
und  dieser  einen  Kegelschnitt  A',  des  Büschels  .V3I  M3i  J/33  (PA 3). 
Die  Kegelschnitte  A 3  A',  müssen  sich  aus  den  auf  Seite  549  dar- 
gelegten Gründen  in  denselben  Punkten  auf  et,  schneiden. 

Es  giebt  demnach  unendlich  viele  Flachen  durch  die  neun 
Punkte,  woraus  wiederum  nachtraglich  folgt,  dass  die  Gerade  / 
durch  Q  beliebig  gewählt  werden  kann.  Bei  jeder  Wahl  von  y 
drehen  sich  die  Polarebenen  von  P  für  die  zugehörigen  Flächen 
zweiter  Ordnung  durch  die  neun  Punkte  um  diese  Gerade,  die 
Polarebenen  von  P  für  alle  möglichen  Flächen  bilden  einen 
Bündel  und  die  Mannigfaltigkeit  der  Flächen  ist  eine  zweifach 
unendliche.  Dies  ist  nur  möglich,  wenn  von  den  neun  Punkten 
sieben  in  einem  Kegelschnitt  liegen,  oder  wenn  acht  in  zwei 
Geraden  oder  in  einer  Ebene,  oder  wenn  alle  in  einer  Curve 
dritter  Ordnung  liegen. 

Ist  Pdie  Spitze  eines  Kegels,  in  dein  die  neun  Punkte  liegen, 
so  kann  die  Polarebene  nicht  zur  Construction  dienen,  indessen 
ist  in  diesem  Falle  die  Fläche  unmittelbar  gegeben. 

Liegen  zwei  der  neun  Punkte,  etwa  V31.V,3  mit  P  in  einer 
Geraden,  so  ändere  man  M, .  in  M'..  ab  und  con<truire  die 
Polarebene  p  von  P  in  Bezug  auf  die  durch  die  neun  Punkte 
.!/,,  J/,,  .  .  .V,,  .1/,,        sehende  Flüche  zueiler  Ordnung.  Dann 
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ersetze  man  M'i3  durch  .1/33  und  construire  die  Polarebene  //'  von 
P  ftlr  die  Fläche  durch  J/n  l/lä  .  .  M3iM„.  Die  Polarebene  p  von 
P  in  Bezug  auf  die  Fläche  durch  3/,,  . .  M3t  J/33  geht  durch  die 
Schnittlinie  y  <ler  Ebenen  />'//'.  Die  Gerade  y  treffe  die  Kbenen 
'  ^^'3  '>ez- in  den  Punkten  .V,  A4A3.  Ist  A3  von  dem  Punkte  V. 
der  von  P  durch  3/3.  J/31  harmonisch  getrennt  ist.  verschieden, 
so  ist  die  Kbene  Ny  die  Polarebene  von  P  für  die  durch  die 
Punkte  M{{  Mit  . .  3/„  J/33  gehende  Fläche  zweiter  Ordnung  und 
die  Fläche  ist  linear  conslruirbar.  Man  kann  aber,  abgesehen 
von  dem  leicht  zu  erledigenden  Falle,  dass  die  gesuchte  Fläche 
die  Gerade  PJ/343/33  enthält,  i/3'3-V;s  immer  so  wählen,  dass  die 
Polarebenen  ///>"  nicht  durch  AT  gehen ,  und  dass  also  auch  y 
nicht  durch  X  geht. 

Liegen  dreimal  zwei  Punkte  mit  P  in  einer  Geraden,  so  ist 
damit  die  Polarebene  des  Punktes  P  unmittelbar  gegeben ,  und 
damit  je  ein  vierter  Punkt  der  Fläche  in  jeder  der  Ebenen  cKe,ey 
Liegen  nur  zweimal  7.wei  Punkte  mit  P  in  einer  Ebene,  so  liegen 
diese  vier  Punkte  in  einer  Ebene.  Dieser  Fall,  dass  vier  der  ge- 
gebenen Punkte  in  einer  Ebene  liegen ,  soll  noch  allgemein  hier 
besprochen  werden. 

Liegen  in  der  Ebene  c{  die  vier  Punkte  Mu  J/,4  .Vl3  JfM,  so 
legen  wir  durch  drei  weitere  Punkte  Mix  Mit  Mi3  die  Ebene  et 
und  durch  die  Punkte  V3,  3/3i  3/4,  die  Ebene  e3.  Der  Kegel- 
schnittbttschel  J/(l  3/143/,3  Aftt  bestimmt  in  et  mit  3/4,  3/443/43 
einen  Büschel  und  durch  den  vierten  Grundpunkt  dieses  Büschels 
einen  vierten  Punkt  3/44  der  Fläche,  in  e3  bestimmt  derselbe 
Büschel  3/H..3/M  mit  3/3i  3/34  3/43  einen  Büschel  und  somit 
einen  vierten  Punkt  3/33  als  vierten  Grundpunkt  des  Büschels. 
Dem  Punkte  P  sei  für  den  in  r,  gelegenen  Büschel  der  Punkt  A, , 
für  den  in  der  Ebene  et  gelegenen  Büschel  der  Punkt  A4,  für 
den  in  der  Ebene  e3  gelegenen  Büschel  der  Punkt  A3  conjugirt. 
Dann  ist  die  Ebene  Xt  A4  A3  die  Polarebene  von  P  für  die  ge- 
suchte Fläche,  und  diese  ist  dadurch  bestimmt.  Liegen  jedoch 
:V,  Ar4  A3  in  einer  Geraden,  so  ist  die  Polarebene  nicht  bestimmt. 
Dann  bestimmt  ein  Kegelschnitt  k\  des  Büschels  in  eK  einen 
Kegelschnitt  Af  des  Büschels  in  f,  und  einen  Kegelschnitt  Ä3  des 
Büschels  in  ey  k\k\  schneiden  sich  in  3/„.  M  sei  der  zweite 
Schnittpunkt  von  k\  mit  3/'  der  zweite  Schnittpunkt  von  Ä'a 
rait«t,  so  sind  3/3/'  einander  projectivisch  angeordnet.  Ein  sich 
selbst  entsprechender  Punkt  der  projectiven  Reihen  ist  P,  er 
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gehört  im  Allgemeinen  nicht  zur  Fläche.  Der  zweite  sich  seihst 
entsprechende  linear  eonstruirbare  Punkt  ist  ein  Punkt  der 
Fläche  und  bestimmt  von  ihr  drei  Kegelschnitte.  Fällt  M  stets 
mit  M'  zusammen,  so  giebt  es  unendlich  viele  Flächen  zweiter 
Ordnung  durch  die  neun  Punkte,  sie  liegen  auf  einer  Gurve 
vierter  Ordnung  erster  Species. 

Die  Einfachheit  der  im  Satz  V  gegebenen  Construction  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  aus  neun  Punkten  legt  die  Vermuthung 
nahe,  dass  auch  andere  Geometer,  die  sich  mit  dieser  Aufgabe 
beschäftigt  haben,  auf  diese  Auflösung  gekommen  seien.  Doch 
ist  mir  eine  Publication  dieser  Lösung  nicht  zu  Gesicht  ge- 
kommen. Die  mir  bekannten  Arbeiten  Uber  diesen  Gegenstand, 
welche  alle  diese  Construction  nicht  enthalten,  stelle  ich  hier 
zusammen. 

Im  Jahre  1881  hat  R.  Heger  in  einer  Monographie:  Die  Con- 
struction der  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  neun  gegebenen 
Punkten  und  verwandte  Constnictionen.  Leipzig  bei  Fues«  die 
wichtigsten  Lösungen  der  Aufgabe  zusammengestellt.  Dort  sind 
angeführt  zuerst  die  HEssB'sche  Construction  in  Crbllb's  Journal, 
die  schon  im  Eingang  dieser  Abhandlung  erwähnt  wurde.  Dann 
die  Construction  von  Sbydbwitz  mittels  reeiproker  Bündel  (Sbyde- 
witz  in  Gri  nbrt's  Archiv  für  Math,  und  Phys.  Theil  9.  1847). 
Ferner  eine  Construction  von  Ciiai.es  (Comptes  rendus  des 
seances  de  Tac.  d.  sciences  24.  Dec.  1855).  Dass  diese  Con- 
struction linear  ist,  hat  Heger  in  Schlömilcb's  Zeitschrift  25.  Jahr- 
gang gezeigt.  Weiter  ist  eine  Lösung  des  Problems  durch 
v.  Staidt  (Geometrie  der  Lage.  Nürnberg  1850,  1857,  1860)  an- 
geführt, und  eine  Lösung  von  Rete  (Geometrie  der  Lage! ,  die  die 
Raumcurven  dritter  Ordnung  benutzt.  Endlich  wird  eine  Con- 
struction von  Schröter  (Crbllb's  Journal  B.  62.  1863)  gebracht. 

Von  späteren  Bearbeitungen  des  Problems  sind  mir  bekannt 
geworden  die  Arbeiten  von  Piqiet  im  73.  und  79.  Bande  des 
Crblle sehen  Journals,  von  Hossfbld  »Construction  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  aus  neun  Punkten,  von  denen  acht  imaginär 
sind«,  Schlömilch's  Zeitschrift  Jahrgang  XXXIII  1888  und  eine 
Dissertation  von  Diesing,  Jena  1 887. 

Nachträgliche  Bemerkung.  Die  Schlussweise  auf  den  Seiten 
549,  550  lassen  sich  erheblich  vereinfachen,  und  es  giebt  auch 
dann  unendlich  viele  Flächen  durch  die  neun  Punkte,  wenn  y 
durch  P  geht. 
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Ms  mag  gestattet  sein .  hier  noch  eine  Bemerkung  aus  der 
Geometrie  der  Kegelschnitte  anzuschliessen.  —  Auf  einer  Geraden 
s  liegen  zwei  projective  Punktreihen.  ABC...,  V  B' C . . . 
Projicirt  man  die  Reihe  ABC. . .  von  einem  Punkte  l\  durch  den 
Strahlenbüschel  P^ABC...),  die  zweite  von  einem  Punkte  V 
der  Geraden  7.  welche  s  in  /.'  schneidet  durch  den  BOschel 
X  Ä  B'  C  . .  :  ,  so  schneiden  sich  dio  entsprechenden  Strahlen 
dieser  Büschel  in  einem  Kegelschnitte  Är.  LHsst  man  A'  auf  der 
Geraden  rj  laufen,  so  erhalt  man  eine  Reihe  von  Kegelschnitten. 


welche  durch  zwei  feste  Punkte  gehen .  nämlich  durch  P,  imd 
den  Punkt  i\  auf  y ,  welcher  durch  den  Strahl  P{L  bestimmt 
wird,  wenn  /.  der  deui  Punkte  L!  der  Reihe  ABC ...  ent- 
sprechende Punkt  der  Iteihe  ABC.  .  .  ist.  Besitzen  die  projec- 
tiven  Punktreihen  reelle  sich  selbst  entsprechende  Punkte,  etwa 
l\  P4)  so  ist  es  selbstverständlich,  dass  auch  diese  auf  dem 
Kegelschnitt  A',.  liegen ,  und  dass  die  Reihe  einen  Büschel  mit 
den  Grundpunkten  PK  l\  P^  l\  bildet.  Giebt  es  aber  keine  (reellen) 
sich  selbst  entsprechenden  Punkte,  so  ist  es  vom  Standpunkt 
der  reinen  synthetischen  Geometrie  nicht  ohne  Weiteres  klar. 
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dass  die  Kegelschnittreihe  einen  Büschel  bildet,  für  den  die  Ge- 
rade s  eine  allen  Individuen  des  Büschels  gemeinsame  ideale 
Sehne  ist,  die  mit  der  Px  Pt  verbindenden  Geraden  s'  zusammen 
ein  Paar  bildet.  Es  lässt  sich  dies  aber  wie  folgt  erweisen : 

Dem  Punkte  T  der  Reihe  ABC. . .  entspreche  der  Punkt  T 
der  Reihe  A'  B' C  .  . .,  als  Punkt  der  ersten  Reihe  werde  V  mit 
S  bezeichnet,  und  ihm  entspreche  in  der  zweiten  Reihe  der 
Punkt  S'.  Die  Punkte  .S  und  t  fallen  zusammen.  Der  Strahl 
S  und  A  S"  schneiden  sich  in  U  auf  A \  .,  />,  T  und  X  V  \\S)  in 
V  auf  A7  ,  P,  V  und  XV  schneiden  sich  in  Q,  P,  X  und  U  V  in  /<, 
QR  gehe  durch  den  Punkt  2"  auf  .v.  Dann  sind  die  Strahlen 
Q2R,  QUS't  (KS,  QVT  und  also  die  Punkte  S  T  harmo- 
nische, nach  bekannten  VierecksHtzen.  Die  Polare  von  S  in  Be- 
zug auf  A'r  ist  QR  und  also  sind  S 2  für  diesen  Kegelschnitt  con- 
jugirte  Punkte.  Aendert  man  die  Lage  von  V  auf  r/,  so  bleiben 
TS  8'  fest  und  also  bleibt  auch  2f  fest  als  vierter  harmonischer 
Punkt  zu  den  dreien.  S2*  sind  deshalb  für  alle  Kegelschnitte  h'x 
conjugirte  Punkte.  Da  .S  auf  s  willkürlich  gewählt  wurde ,  so 
folgt  daraus,  dass  auf  s  ein  Paar  von  Punkten,  die  für  einen 
Kegelschnitt  A',.  conjugirt  sind,  es  für  alle  Kegelschnitte  der  Reihe 
sind,  dass  s  eine  ideale  gemeinsame  Sehne  der  Reihe  ist.  Eine 
zweite  gemeinsame  Sehne  ist  s',  und  da  sich  ss'  nicht  in  einem 
gemeinsamen  Punkte  der  Curven  A",  schneiden,  so  bilden  sie  ein 
Paar,  die  Kegelschnitte  bilden  einen  Büschel.  —  Hieraus  schliesst 
man  noch ,  dass  man  eine  Punktinvolution  erhält ,  wenn  man  in 
zwei  projectiven  Reihen  auf  einer  Geraden  zu  einem  Punkte  S  als 
Punkt  der  ersten  Reihe  den  entsprechenden  Punkt  8'  der  zweiten 
Reihe  bestimmt,  dann  zum  Punkte  .S  als  Punkt  der  zweiten  Reihe 
den  entsprechenden  Punkt  T  der  ersten  Reihe ,  und  endlich  den 
Punkt  2?  so  bestimmt,  dass  T88'2  vier  harmonische  Punkte 
sind.  S  und  2  bilden  ein  Paar  der  Involution,  und  diese  ist 
durch  die  gegebene  Projcctivitüt  völlig  bestimmt. 

Jena  1892. 


Digitized  by  Google 


Leuckart,  Ueber  die  Speicheldrüsen  der  llirudineen. 

Durch  Leydigs  Untersuchungen  ist  der  Nachweis  geliefert, 
dass  der  von  Bramit  bei  dem  medicinischen  Blutegel  entdeckte 
Speichelapparat  aus  einzelligen  Drüsen  besteht  und  unter  den 
llirudineen  eine  weite  Verbreitung  hat.  Ueber  das  Verhalten  der 
Ausführungsgänge  und  die  Ausmündung  derselben  besonders 
bei  den  Kieferegeln  ist  aber  bis  jetzt  erst  Weniges  bekannt  ge- 
worden. Und  auch  dieses  Wenige  stützt  sich  mehr  auf  Ver- 
muthungen, als  auf  dirccte  Beobachtung. 

Die  Lücke,dic  unsere  Kenntnisse  in  dieser  Hinsicht  aufweisen, 
ist  um  so  fühlbarer,  als  es  für  den  Zootomen  kaum  zweifelhaft 
sein  konnte,  dass  der  durch  Haykrafs  Experimentalunter- 
suchungen  im  Vorderkörper  unseres  medicinischen  Blutegels  nach- 
gewiesene Extractivstoff,  welcher  die  Gerinnbarkeit  des  Blutes 
aufhebt  und  das  lange  Nachbluten  der  Blutegelbisse  erklärt,  nur 
das  Secret  der  Speicheldrüsen  sei . 

Dass  diese  Annahme  völlig  berechtigt  ist,  geht  aus  den 
Beobachtungen  hervor,  die  der  Vortragende  über  die  Aus- 
mündung  der  Speicheldrüsen  bei  dem  medicinischen  Blutegel 
nicht  bloss,  sondern  auch  bei  Hacmadipsa  und  Aulastomum  an- 
gestellt hat  und  in  Kürze  ausführlich  veröffentlichen  wird. 

Die  Ausführungsgiinge  der  einzelligen  Speicheldrüsen  laufen 
bei  diesen  Würmern  sümmtlich  nach  vorn  und  sammeln  sich 
allmählich  in  drei  dicke  Stränge,  die  der  Innenseite  der  drei 
langen  Abductoren  der  Kiefer  sich  anlegen,  so  dass  sie  leicht  für 
Theile  der  Muskeln  gehalten  werden  könnten  —  wie  das  in  der 
Thal  auch  geschehen  ist  — ,  wenn  sie  nicht  durch  ihr  körniges 
Aussehen  und  ihre  histologische  Beschaffenheil  ihre  wahre  Natur 
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zu  erkennen  gäben.  Mit  den  Abductoren  nun  treten  diese  Stränge 
je  in  die  Substanz  der  Kiefer  ein,  um  dann  alsbald  fächerförmig 
in  eine  mehr  oder  minder  grosse  Zahl  von  Zügen  sich  aufzulösen, 
die  einzeln  durch  Quermuskelfasern  von  einander  getrennt,  auf 
die  Zähne  der  Kieferfirste  zulaufen.  Die  Zahl  dieser  Züge  ent- 
spricht der  Menge  der  Zähne ;  sie  beträgt  also  bei  Hirudo  nahezu 
hundert,  bei  Aulastomum  dagegen  kaum  ein  Dutzend.  Von 
früheren  Forschern  sind  diese  Züge  gelegentlich  für  Muskelfasern 
gehalten,  die  zur  Bewegung  der  Zähne  dienen  sollten,  obwohl 
letztere  doch  fest  in  eine  helle  Cuticularschicht  eingelagert  sind 
und  nur  mit  den  Spitzen  hervorragen. 

Bevor  die  einzelnen  Stränge  nun  aber  die  Wurzeln  der 
Zähne  berühren,  spalten  sich  dieselben  in  zwei  divergirende 
Hälften,  die  sich  den  Zwischenräumen  der  Zähne  zuwenden,  hier 
aber  paarweise  von  vorn  und  von  hinten  zusammenstossen  und 
dann  durch  eine  gemeinschaftliehe  Oeffnung  auf  der  Firste  aus- 
münden. Die  Mündung  geschieht  durch  Hilfe  eines  besonderen 
kurzen  und  engen  Ganges,  dessen  hinteres  blindes  Ende  die 
pinselförmig  einstrahlenden  Drtisenröhrchen  aufnimmt.  Ist  der 
Gang  leer,  dann  hält  es  schwer,  ihn  durch  die  Guticulardecke 
der  Kieferfirste  hindurch  zu  verfolgen,  während  sein  blindes,  in 
die  Substanzmasse  der  Kiefer  eingesenktes  Ende  meist  deutlich 
hervortritt. 

Die  vorstehend  geschilderten  Organisationsverhältnisse  er- 
lauben es  also,  die  von  den  Kiefern  geschnittene  Wunde  alsbald 
auch  mit  dem  Secrete  der  Speicheldrüsen  zu  befeuchten. 

Wo  die  Kiefer  fehlen .  wie  bei  Nephelis ,  da  wird  der 
Speicheldrüsenapparat  völlig  vermisst,  während  der  sog.  Pfcrde- 
egel  (Aulastomum)  ihn,  wenn  auch  in  schwächerer  Entwickclung 
als  Hirudo  oder  gar  Haemadipsa,  deren  Speicheldrüsen  sich  nach 
hinten  weit  Uber  den  Gardiacaltheil  des  Magens  hinaus  fort- 
setzen, besitzt.  Da  Aulastomum  nicht  Blut  saugt,  sondern  Begen- 
wttrmer  und  dergleichen  Thiere  in  toto  verschlingt,  liegt  die 
Vermuthung  nahe,  dass  die  Function  der  Speicheldrüsen  nicht 
bloss  und  ausschliesslich  darin  bestehe,  das  aufgenommene 
Blut  flüssig  zu  erhalten. 

Diese  Vermuthung  wird  noch  dadurch  gestützt,  dass  auch 
die  Büsselegel,  die  doch  zum  grossen  Theile  gleichfalls  eine 
räuberische  Lebensweise  fuhren,  mit  einem  mächtigen  Speichel- 
apparate versehen  sind,  wie  das  schon  früher  von  Leydig  für 
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Clepsine  und  Piscicola  bemerkt  ist.  Der  Vortragende  kennt  den- 
selben namentlich  vom  Clepsine.  bei  der  die  röhrigen  Aus- 
führungsgänge der  Drüsen,  wiederum  zu  Strängen  vereinigt,  den 
Rüssel  seiner  ganzen  Lange  nach  durchziehen,  um  schliesslich 
gruppenweise  auf  der  Spitze  desselben  auszumünden.  In  Folge 
dessen  wird  also  auch  hier  das  Secret  beim  Einsenken  des 
Rüssels  direct  in  die  Wunde  übertragen.  Der  Rüssel  dieser 
Würmer  hat  somit  eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit  dem  Giftzahn 
der  Schlangen,  eine  Aehnlichkeit,  die  noch  dadurch  erhöht  wird, 
dass  die  Ausführungsgänge  der  Speicheldrüsen,  die  vor  ihrem 
Eintritt  in  die  Rüsselwurzel  strangartig  zur  Rechten  und  Linken 
des  Oesophagus  hinziehen,  von  einer  Lage  mächtiger  Muskel- 
fasern überzogen  werden,  die  offenbar  dazu  bestimmt  sind,  den 
Inhalt  der  Ausführungsgänge  nach  aussen  in  derselben  Weise 
hervorzupressen,  wie  das  der  Muskelüberzug  der  Giftdrüsen  hei 
den  Schlangen  thut. 

Zum  Schlüsse  erwähnt  der  Vortragende  noch  die  Thatsache, 
dass  die  Hirudineen  in  grosser,  ja  wahrscheinlich  allgemeiner 
Verbreitung  ausser  den  Speicheldrüsen  noch  Lippendrüsen  be- 
sitzen, die  gleichfalls  eine  ansehnliche  Entwicklung  zeigen 
und  wie  die  Speicheldrüsen  aus  einzelnen  Zellen  bestehen, 
die  ihr  Secret  durch  mehr  oder  minder  lange  Röhren  entweder 
direct  in  den  vordem  Theil  der  Mundhöhle  (Kieferegel)  oder  in 
die  nächste  Umgebung  der  Mundöffnung  (Rüsselegel)  entleeren. 
Histologisch  sind  übrigens  diese  einzelligen  Drüsen  —  und 
Gleiches  gilt  von  den  optischen,  wie  chemischen  Eigenschaften 
ihres  Secretes  —  von  den  Speicheldrüsen  verschieden,  dafür 
aber  den  in  der  Tiefe  des  Körpers  sehr  allgemein  (besonders  bei 
den  Kieferegeln  i  vorhandenen  Unterhautdrtisen  nahezu  identisch. 
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Die  nachstehende  Arbeit  zerfallt  in  drei  Theile,  unter  denen 
der  erste  sich  mit  einer  speciellen  Ciasse  von  Translationsflächcn 
beschäftigt,  die  beiden  andern  Theile  behandeln  verwandte 
wenn  auch  allgemeinere  Probleme. 

Unter  den  Ergebnissen  dieser  Arbeit  sind  mehrere  schon 
früher  in  norwegischen  Arbeiten  veröffentlicht  worden.  Diese 
meine  älteren  Untersuchungen,  die  in  schwer  zugänglichen 
Schriften  und  grösslentheils  in  sehr  knapper  Form  dargestellt 
sind,  haben  bis  jetzt  nicht  die  Beachtung  gefunden,  die  sie  ver- 
dienen. Indem  ich  sie  im  Folgenden  in  etwas  ausführlicherer  Re- 
daction  zusammenstelle,  fUge  ich  viele  neue  Bemerkungen  hinzu. 


Erster  Theil. 

Wir  beschäftigen  uns  hier  mit  der  Gleichung 

ty  - 

(1)  Ä==<>  =  ^ 

und  ihren  Integralflachen 

(2)  + 

deren  jede  in  zwei  Weisen  durch  Translationsbeiregung  einer 
ebenen  Curve  erzeugt  werden  kann. 

Unter  diesen  Translalionsflachen  giebt  es  unbegrenzt  viele 
algebraische.  Sind  nämlich  F(:r)  und  </>(>/)  beliebige  algebraische 
Functionen  ihrer  Argumente,  so  stellt  z  =  F(.v)  -\-  (D(y\  immer 
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eine  algebraische  Fläche  dar,  und  iu  dieser  Weise  erhält  man 
alle  algebraischen  Integral  flächen  von  .s  =  0;  denn  eine  solche 
Fläche  schneidet  jede  Ebene  x  =  Const.  oder  y  =  Const.  nach 
einer  algebraischen  Curve. 

Die  Frage  nach  allen  algebraischen  Integral  flächen  der  Glei- 
chung s  =  0  ist  somit  ein  triviales  Problem. 

Ist  eine  gewundene  Curve  vorgelegt  und  in  jedem  Punkte 
derselben  eine  berührende  Ebene,  so  giebt  es  immer  eine  gani 
bestimmte  Integralfläche,  welche  die  von  diesen  Ebenen  erzeugte 
Developpable  längs  dieser  Curve  berührt.  Um  dieselbe  zu  finden, 
denkt  man  sich  am  besten  die  laufenden  Coordinaten  x.  t>,  ] 
eines  Punktes  unserer  Curve  als  gegebene  Functionen  eines 
Parameters  /  und  dementsprechend  die  Richtungscosinus  A,  ) ,  l 
der  betreffenden  Ebenen  ebenfalls  als  bekannte  Functionen  von/. 
Ist  nun  z  =  F(x)  +  (D  g  die  gesuchte  Fläche  und  sind  dem- 
entsprechend F  (x),  0  (g)und  —  j  Richtungscoefficienten  der 
zugehörigen  Normale  .  so  bestehen  längs  der  Curve  r,  ü,  ^  die 
Gleichungen 

(l>'\))  =  -\ 
V  )  /  ' 

woraus  folgt 

-''(*  =  7,  =  } 

Diese  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  die  unbe- 
kannten Grössen  F'(x)  und  <l>'(\j}  als  Functionen  von  x  bez.  i>. 
Zwei  Quadraturen : 

geben  uns  sodann  die  Werthe  von  F(x)  und  0[y)  längs  der  ge- 
gegebenen Curve  \),  5,  und  da  sowohl  /•'  wie  (D  nur  von  einem 
Argumente  abhängen,  sind  diese  Functionen  jetzt  als  bekannt 
zu  betrachten. 

Wünscht  man  daher  die  Integral  flache  der  Gleichung  s  —  0 
zu  finden,  die  eine  gegebene  Curve 

enthält  und  längs  derselben  diejenigen  Ebenen  berühren,  deren 
Hichtungscosinus  die  Werthe 
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cos  a  =  X[t)  ,    cos  ß  =  )'(/) ,    cos  y  =  7M) 
besitzen,  so  berechnet  man  zuerst  die  Integrale 

fX(t)  ,         PY[t)  . 

und  drückt  sodann  das  erste  Integral  mit  Benutzung  der  Gleichung 
n'  =  r(f)  o/s  Function  von  x  aus: 

und  dementsprechend  das  zweite  Integral  mit  Benutzung  der 
Gleichung  y  =  \)  (t)  als  Function  von  y  aus  : 

alsdann  ist 

-z  =  F(x)  +  0[y) 

die  gesuchte  Flüche1}. 

Das  Problem :  diejenige  Integralfläche  zu  finden ,  die  eine 
gegebene  Developpable  längs  einer  gegebenen  Curve  berührt, 
bietet  somit  gar  keine  Schwierigkeit. 

Sind  insbesondere  sowohl  die  vorgelegte  Developpable  wie 
die  gegebene  Curve  algebraisch ,  so  sind  die  Grössen  F{x)  und 
0  [y  AßEL'sche  Integrale  und  somit  im  Allgemeinen  transcendent. 

Es  stellt  sich  daher  naturgemüss  die  Aufgabe:  Alle  alge- 
braischen Integralflachen  von  s  =  0  zu  finden,  die  in  eine  vorge- 
legte Developpable  eingeschrieben  sind. 


1  j  Setzen  w  ir 

x  =  u  -+-  i  v  ,    y  =  u  —  iv  , 
so  geht  die  Gleichung  s  =  0  über  in  die  Gleichung  der  Functionenlheorie 

Die  von  Cauchy  geschaffene  und  von  Riemann  und  seinen  Nachfolgern  ins- 
besondere C.  Nkumann  und  Schwarz  ausgebildete  Kunctionontheorie  be- 
handelt Fragen,  die  von  den  im  Folgenden  erledigten  Problem  grundver- 
schieden sind,  wenn  sie  auch  für  eine  oberflächliche  Betrachtung  mit  ihnen 
verwandt  sind.  In  der  Functionenthoorie  handelt  es  sich  um  die  Auffindung 
einer  Function  U+i\  des  imaginären  Argumentes  u  +  iv,  deren  reelle 
Theile  U,  V  eo  ipso  die  Gleichung  (Sj  erfüllen  und  dabei  längs  einer  Curve 
der  uv-  Ebene  gegebene  Werthe  haben. 
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Die  allgemeine  Erledigung  dieses  schwierigen  Probleines 
gab  ich  im  norwegischen  Archiv  Bd.  4,  1879.  Ich  erlaube  mir 
im  Folgenden  meine  elegante  Lösung,  die  bis  jetzt,  als  erschienen 
in  einer  wenig  verbreiteten  Schrift  den  Mathematikern  schwer  zu- 
gänglich war.  zu  reproduciren. 

t. 

Ich  werde  zunächst  zeigen,  dass  das  Problem  alle  in  eine  alge- 
braische Developpable  eingeschriebenen  algebraischen  Flächen 
2  =  /*'(.;•)  -\-  (J)  (//';  zu  finden,  sich,  sobald  eine  derartige  Fläche 
gefunden  ist,  unmittelbar  auf  das  einfachere  Problem  reducirt. 
alle  algebraischen  Flächen  -  =  F(.r;  -f-  <b[y)  zu  finden,  welche 
in  einen  vorgelegten  algebraischen  h'eyel  eingeschrieben  sind. 
Die  Tangentenebenen  dieses  Kegels  sind  dabei  parallel  mit  den 
Ebenen  der  gegebenen  Developpablen. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  erkannt  man  am  schnell- 
sten durch  die  folgende  Betrachtung,  die  allerdings  die  ersten 
Elemente  meiner  Theorie  der  Bertthrungstransformationen  als 
bekannt  voraussetzt. 

Es  giebt  eine  ganz  bestimmte  Berührungstransformation, 
welche  die  Gleichung  a r  =  0  invariant  lässt,  die  Form 

/*'  =  />,    </'=7>     3'  — //.r  —  q'y'  =  /«'/>,  q,  z—pr  —  qy) 

besitzt  und  überdies  eine  beliebig  gegebene  Integralfläche  von 
s  =  0  in  einen  gegebenen  Punkt  des  Raumes  transformirt. 

Wenden  wir  nun  eine  solche  Berührungstransformalion  auf 
eine  vorgelegte  algebraische  Developpable  und  eine  einge- 
schriebene algebraische  Integralfläche  an,  so  verwandelt  sich 
diese  Integralfläche  in  einen  Punkt,  die  algebraische  Developpable 
in  einen  algebraischen  Regel  und  alle  anderen  eingeschriebenen 
algebraischen  Integralflächen  in  algebraische  Integralflächen, 
welche  in  den  besprochenen  Kegel  eingeschrieben  sind. 

In  mehr  elementarer  Weise  erkennt  man  die  Richtigkeit 
meiner  Behauptung  folgendermassen. 

.Es  möge  eine  algebraische  Developpable  vorgelegt  sein  und 
die  Richtungscosinus  A  .  )  .  Z  ihrer  Ebenen  als  algebraische 
Functionen  eines  Parameters  dargestellt  sein.  Es  seien  ferner 
X,  ty,  j  die  Coordinalen  der  Punkte  auf  der  Berührungscurve 
einer  vorgelegten  eingeschriebenen  Integralfläche,  und  dement- 
sprechend r,,  i>4,      die  entsprechenden  Grössen  für  irgeud  eine 
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andere  eingeschriebene  algebraische  Integralflache.  Wir  be- 
trachten r,  \),  j,  r4,  \fv  jt  als  Functionen  von  /. 

Die  bekannte  algebraische  Integralfluche  wird  dargestellt 
durch 

und  dementsprechend  die  gesuchte  Flache  durch 

Unsere  Annahme,  dass  die  erste  Flache  algebraisch  ist 
kommt  darauf  hinaus,  dass  die  beiden  Integrale 

algebraische  Functionen  von  t  sind.  Unsere  Forderung,  dass 
auch  die  neue  Integralflache  algebraisch  sein  soll .  lauft  darauf 
hinaus,  dass  auch  die  beiden  Integrale 

/!</!>, 

algebraische  Functionen  von  /  sein  sollen. 
Setzen  wir  nun 

=     v-vi  =  »;i  ^  —  =  f , 

so  deckt  sieh  diese  Forderung  damit,  dass  die  Integrale 

/4rf»'  J  \ 

algebraische  Functionen  von  l  sein  sollen. 
Nun  ist 

A  d  r.  +  y<l\)  +Zd\  =0 
und  in  Folge  dessen: 

A'rff  +  ></,/  + =  0  . 

Ferner  ist 
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indem  jede  Tangentialebenen  unserer  Developpable  die  zugehörige 
Gerade  derselben  enthält, 

Endlich  erfüllen  die  Richtungscoefficienten : 

r  -  y,  =  $  ,    )  -  i\  =  »/ ,    j  -  *,  r 

der  Geraden  unserer  Developpablen  eine  gewisse  Relation : 

-"(**)■ 

Berücksichtigen  wir  daher,  dass  die  Gleichungen 
V         _         >         _  / 

bestehen,  so  können  wir  unserem  Probleme  die  folgende  Gestalt 
geben : 

Man  soll  drei  Krassen  i(,  trc/c/ie  c/wc  gegebene  homogene 
(ilgebruische  Relation  erfüllen,  in  allgemeinster  Weise  als  solche 
Functionen  des  Parameters  I  bestimmen ,  dass  die  beiden  Integrale 

J  irft/  -  i(</i"s  - ./    -  .,«/?  - 

algebraische  Functionen  von  l  werden. 

Unsre  früheren  Enlwickclungen  zeigen,  dass  dieses  Problem 
darauf  hinauskommt,  alle  algebraischen  Flüchen :  z  =  F(x)  y] 
zu  finden,  welche  in  einen  vorgelegten  algebraischen  Kegel 

«(vv)- 

eingeschrieben  sind. 

2. 

Wir  zeigen  jetzt,  dass  sobald  eine  algebraische  Develop- 
pable vorgelegt  ist,  sich  sogleich  mindestens  eine  (bez.  oo'J)  ein- 
geschriebene algebraische  Integralflächen  angeben  lassen.  Gleich- 
zeilig  erkennen  wir  mit  Berücksichtigung  der  Entwickelungen 
der  vorhergehenden  Nummer,  dass  sich  unser  ursprüngliches 
Problem  erledigen  lUssl.  sobald  es  für  einen  Kogel  gelöst  ist, 
dessen  Tangentialebenen  mit  den  Ebenen  der  gegebenen  Deve- 
loppablen parallel  sind. 
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Die  gegebene  Developpable  .schneidet  eine  Ebene  //  =  h 
=  Gonst.  nach  einer  Curve,  deren  Gleichungen  wir  uns  auf  die 
Form 

(i;  :v  =  /1,(/),    //=  Ä,  (/)  =  />  . 

gebracht  denken.  Unsere  Dcveloppable  schneidet  dementspre- 
chend eine  Kbene  r  =  a  nach  einer  Curve.  deren  Gleichungen 
sein  mögen 

Wir  können  dabei  ohne  Beschränkung  annehmen,  dass  die 
Tangente  im  Punkte  /  der  ersten  Curve,  die  Tangente  im  Punkte 
r  =  l  der  zweiten  Curve  schneidet.  Dieser  Schnittpunkt  liegt 
selbstverständlich  auf  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  .r  —  <t 
und  y  =  h.  Die  hier  eingeführte  Annahme  kommt  darauf  hinaus 
dass  die  Determinante 


(6) 


A.f'-'M'  r,  (/)-(;,{/) 

tlAx(()  dBx{t)  <iCJt) 

<M,(/)  f/Ä4(/)  r/C4(/j 


=  0 


für  jeden  Werth  von  /  verschwindet.  Der  Leser  Ubersieht,  dass 
die  Ebenen  unsrer  Developpablen  die  beiden  ebenen  Curvcn 
;i)  und  (ö)  jedesmal  in  Punkten  berührt,  für  welche  /  =  r  ist. 
Jeder  Verbindungsgerade  von  zwei  solchen  zusammengehörenden 
Berührungspunkten  ist  daher  eine  geradlinige  Erzeugende  un- 
serer Developpablen. 

Ich  behaupte  nun.  dass  die  Gleichungen 

f       =  KV' +  V)  =  HV  +  «■ 

eine  algebraische  Integralflache  darstellen,  welche  in  unsre 
Developpable  eingeschrieben  ist. 

Da  die  beiden  ersten  Gleichungen  /  als  algebraische  Function 
von  ./•,  r  als  algebraische  Function  von  y  bestimmen,  so  leuchtet 
unmittelbar  ein,  dass  unsre  Gleichungen  eine  algebraische  Inte- 
gralfläche von  s  =  0  darstellen.  Nun  aber  wird  die  Tangential- 
ebene dieser  Fläche  in  einem  Punkte  /  =  r  dargestellt  durch 
die  Gleichung 

37' 
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x 


AKl  +Att         BK  t  -f-  Btt 


(8) 


dAKt  dBkt 
dAtt  dBtt 


d  C,t 


=  0  , 


dCtt 


die  wegen  der  Gleichung  (6)  sowohl  durch  die  Substitution 


identisch  befriedigt  wird.  Diese  Tangentialebene  enthält  somit 
diejenige  Gerade  unsrer  Dcveloppablen,  welche  dem  Parameter 
t  entspricht.  Unsre  Tangentialebene  trifft  andrerseits  die  beiden 
ebenen  Curven  (4)  und  J5)  in  zwei  Punkten,  deren  Parameter  /, 
r  jedesmal  denselben  Zahlenwerth  haben.  Da  nun  aber  die 
zugehörige  Tangente  der  ersten  Curve  die  Richtungscoefficienten 


und  die  Tangenten  der  zweiten  Curve  im  Punkte  t  =  /  die 
Richtungscoefficienten 


besitzen,  so  leuchtet  ein,  dass  diese  beiden  Tangenten  mit  der 
Tangentialebene  (8)  parallel  sind,  ja  sogar  in  ihr  enthalten  sind. 

Unsre  Tangentialebene  (8)  der  Integralfläche  (7)  berührt 
somit  die  beiden  Curven  (4)  und  (5)  und  fällt  somit  zusammen 
mit  der  Ebene  t  der  gegebenen  Developpablen. 

Hiermit  ist  eine  in  die  vorgelegte  Developpable  eingeschriebene 
algebraische  Integral  fläche  gefunden.  Da  diese  Fläche  von  den 
beiden  Parametern  a  und  b  abhängt,  so  liefern  die  vorhergehen- 
den Retrachtungen  im  Allgemeinen  oo*  verschiedene  Flächen. 

Es  ist  Überdies  leicht,  noch  weitere  eingeschriebene  alge- 
braische Integralflächcn  zu  finden.  Durch  eine  selbstverständ- 
liche Verallgemeinerung  der  vorangehenden  Betrachtungen  er- 
giebt  sich  nämlich,  dass  die  Formeln: 


x  =  Aj  ,    y  =  Bxt  ,    z=C{t  , 


wie  durch  die  Substitution 


x  —  AilJ    y  ^=  Bit  ,    z  =  Ctt 


dA^t     dBxt  dC{t 


dAtt     dBtt  dCtt 


[in  -f-  n)  x  =  m  A{  t  +  n  At  t 
(m  -f-  n)  y  =  in  Bt  t  -f-  n Btx 
(m  -f-  n\  z  —  m  C{t  -\-  n  Ct  r 
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jedenfalls  im  Allgemeinen  oo3  verschiedene  eingeschriebene  alge- 
braische Integralflachen  darstellen,  welche  von  den  drei  Para- 
metern «,  b,  m  :  n  abhängen. 

3. 

Unser  allgemeines  Problem  führten  wir  darauf  zurück,  alle 
algebraischen  Integralflüchen  zu  bestimmen,  die  in  einen  vorge- 
legten algebraischen  Kegel  eingeschrieben  sind.  Ks  ist  nun  sehr 
merkwürdig,  dass  es  uns,  sogar  durch  sehr  durchsichtige  Be- 
trachtungen gelingen  wird,  dieses  reducirte  Problem  vollständig 
zu  erledigen. 

Wir  denken  uns  also  jetzt  einen  algebraischen  Kegel  (A) 
vorgelegt,  dessen  Ebenen  mit  den  Ebenen  der  vorgelegten  De- 
veloppablen  [D)  parallel  sind.  Um  nun  algebraische  Integral- 
flächen zu  finden,  welche  in  A'  eingeschrieben  sind,  benutze  ich 
eine  andere  algebraische  Developpable  D\  deren  Ebenen  eben- 
falls mit  den  Ebenen  von  I)  parallel  sind.  Sodann  construire 
ich  nach  den  Regeln  der  Nummer  2  eine  in  D'  eingeschriebene 
algebraische  Integralflache 

*  =  J(C;/-hCs'r)  . 
Sodann  betrachte  ich  die  Flache 


!«■>) 


|  x  =  A[t  —  A'%r  =  A[t  —  u 
|  y  =B[l  —  B^r^h  —  Bit 
\    z  =  C[l  -  c;z , 


die  offenbar  wiederum  eine  algebraische  lutegral fläche  ist.  Die 
Tangentialebenen  dieser  Fläche  längs  der  Curve  /  ==/  /  r 


0  = 


x  —  [A{t  —  Alt)    y  —  [B[t  —  B^t     z  —  {C[l  —  C^t 
dA[t  dB[t  dC[t 

dA'J  dB'^t  dCil 


gehen  offenbar  sämmtlich  durch  den  Coordinatenanfung,  denn 
durch  die  Substitution  x  —  //  =  z  =  0  in  die  vorangehende 
Gleichung  kommt  die  Relation 
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0  = 


\;t-AU    Bit-B^    c.[t  —  rtt 

dA[l  dll[l  dC[l 

<i.\:t        (UKt  dctt 


die' (vgl.  6);  identisch  besteht.  Ueberdies  leuchtet  ein.  das* 
unsre  oo'  Tangentialebenen  mit  den  oo1  Tangentialebenen 


0  = 


dA\t  f!B[t  dC[t 

dA;t  dB^t  dc;t 


der  Flüche  (7)  längs  ihrer  Curve  /  =  i  parallel  sind.  Also  sind 
sie  auch  parallel  mit  den  Ebenen  der  Devcloppablen  //  oder  Ii . 

Es  liefern  daher  die  Gleichungen  .'«.»)  eine  algebraische  Inte- 
gralflache, welche  eingeschrieben  ist  in  den  Kegel  A'.  Und  in- 
dem man  alle  algebraischen  Developpablen  D'  nimmt,  deren 
Ebenen  mit  />'s  Ebenen  parallel  sind,  erhält  man  jedenfalls  oo'' 
algebraische  Integralflächen,  welche  in  den  Kegel  A'  einge- 
schrieben sind. 

Es  stellt  sich  jetzt  mit  Notwendigkeit  die  Frage,  ob  wir 
in  dieser  Weise  alle  in  A  eingeschriebenen  algebraischen  Inte- 
gralflächcn  erhalten. 

Diese  Frage  beantworten  wir  folgcndermassen.  Seien 

II  =  Bxt-  Bxv 

z  =  r,/  -  \\  i 

die  Gleichungen  einer  ganz  beliebigen  algebraischen  in  A'  lanj;s 
der  Curve  /  =  /  eingeschriebenen  Integralfläche.  Dann  stellen 
die  Gleichungen 

•'■  =  1  (-  /4 '  +   U  rK: 

eine  Intcgrallläche  dar,  welche  algebraisch  ist  und  längs  ihrer 
Curve  /  =  i  eine  algebraische  Developpable  berührt,  deren 
F)benen  mit  den  Ebenen  unseres  Kegels  parallel  sind. 

Die  Operationen  dieser  Nummer  geben  daher  alle  in  einen 
algebraischen  Kegel  eingeschriebenen  algebraischen  Integral  flächen. 
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Durch  Verbindung  von  den  Ergebnissen  der  drei  voran- 
gehenden Nummern  erhalten  wir  das  folgende  merkwürdige 

Theorem.  Ist  eine  beliebige  algebraische  Deueloppuble  D  vor- 
gelegt, so  ist  es  möglich,  alle  in  sie  eingeschriebenen  Integral- 
flachen  der  Gleichung  5  =  0  zu  finden.  Zu  diesem  Zwecke  con- 
struirt  man  zuerst  nach  den  Hegeln  der  Summer  1.  eine  in  I)  ein- 
geschriebene algebraische  Integralflüche,  sodann  eine  algebraische 
Integralfläche  F',  welche  in  einen  algebraischen  Kegel  A"  mit  paral- 
lelen Ebenen  eingeschrieben  ist.  Indem  man  sodann  die  Flächen  F 
und  F'  nach  den  früher  angegebenen  Hegeln  verbindet,  erhält  man 
eine  und  zwar  die  allgemeinste  Inlegralfläche,  welche  die  gestellten 
Forderungen  erfüllt. 

4. 

Die  vorhergehenden  Entwicklungen  beruhen  im  Grunde 
auf  meinen  Untersuchungen  über  Berührungstransformationen. 

Da  ich  gefunden  habe,  dass  jede  MoNGE-AMPfcRt'sche  Glei- 
chung, mit  zwei  intermediären  Integralen  für  jede  Charakteristik, 
durch  Herührungstransformation  die  Form  s  =  0  erhalten  kann, 
so  dehnt  sich  die  vorhergehende  Theorie  ohne  weiteres  auf  eine 
grosse  Kategorie  von  partiellen  Differentialgleichungen  aus. 

Hierauf  gehe  ich  bei  dieser  Gelegenheit  nicht  näher  ein. 
Dagegen  dürfte  es  nothwendig  sein  ausdrücklich  hervorzuheben, 
dass  meine  Theorie  der  Functionengruppen  wirklich  alle  Be- 
rtthrungstransformationen  liefert,  welche  eine  vorgelegte  Monge- 
Ampere'scüc  Gleichung  mit  vollständigen  intermediären  Inte- 
gralen invariant  lassen. 

Liegt  insbesondere  die  Gleichung  s  =  0  vor,  so  sind 

p  —  f(x)  =  0    und    q  —  <p  \g\  =  0 
die  zugehörigen  intermediären  Integrale.  Setzen  wir  nun 

X  =  il',  .      //  =  X*  ,      Z  =  X3  , 
__  [\y  _  l>j 

so  gehören  uusre  intermediären  Integrale  zu  den  Functionen- 
gruppen 

Pi  x{  p,    und    />,  ;ra  v,  . 
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Die  gesuchten  Bertthrungstransformationen  bilden  eine 
unendliche  Gruppe,  welche  alle  BerUhrungstransformalionen  um- 
fasst,  die  entweder  unsre  beiden  Funclionengruppen  invariant 
lassen  oder  diese  Gruppen  vertauschen. 

Diese  unendliche  Gruppe  enthUlt  eine  continuirliche  Unter- 
gruppe, die  man  findet,  indem  man  canonische  Formen 

A4  Pt  A3       As  Ps  A3 

unsrer  reeiproken  Gruppen  sucht  und  sodann 

xk  =  xk    Pk  =  pk 

setzt.  Hierzu  kommt 

/',=/';.  p.=pi*  /'3=/'3  • 

Besitzt  eine  MoNGE-ÄMPtRE'sche  Gleichung  zwei  intermediäre 
Integrale  A',,  A,,  die  in  Involution  liegen  und  zu  derselben  Cha- 
rakteristik gehören,  so  giebt  es  ein  drittes  derartiges  Integral  A3. 
Dann  bestimmen  Gleichungen  von  der  Form 

•T,/  ==  W  A,  A3) 

die  allgemeinste  BerUhrungstransformation,  welche  unsre  Glei- 
chung invariant  lassen. 

Die  von  Herrn  Yivanti  in  neuerer  Zeit  angestellten  Unter- 
suchungen über  BerUhrungslransformationen  subsurairen  sich 
als  ganz  specielle  Falle  unter  meinen  alteren  allgemeinen 
Theorien. 


Theil  II. 

Unter  den  partiellen  Differentialgleichungen  giebt  es  gewiss 
keine,  die  ein  grosseres  Interesse  darbietet,  als  die  Gleichung 
der  Functionentheorie 

ö2  z     ö4  z 

Es  ist  längst  bemerkt  worden,  dass  diese  Gleichung  durch  Ein- 
führung der  unabhängigen  Veränderlichen 

x  =  //  -j-  /  v  ,    //  =  */  —  /  v 

die  Form 
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erhall  und  somit  die  Integralgleichung 

z  =  Fix)  +  ®{y)  =  F{u  -f  iv)  +  (D{u  —  iv) 

besitzt. 

Die  vielseitigen  Untersuchungen  der  Funclionentheoretiker 
Uber  diese  Gleichung  sind  jetzt  allgemein  bekannt  und  haben 
in  neuerer  Zeit  merkwürdige  Untersuchungsrichtungen  ge- 
schaffen, die  sich  überhaupt  auf  Laplace's  lineare  Differential- 
gleichungen beziehen :  ich  denke  hier  einerseits  an  Dabboix's 
andrerseits  an  Picard's  schöne  Untersuchungen. 

In  norwegischen  Zeitschriften  habe  ich  selbst  im  Laufe  der 
Jahre  einige  originale  Untersuchungen  über  lineare  partielle 
Differentialgleichungen  veröffentlicht,  welche  gewiss  mehr  Auf- 
merksamkeit verdienen,  als  sie  bis  jetzt  gefunden  haben. 

So  veröffentlichte  ich  /..  B.  im  Jahre  1881  im  sechsten  Bande 
des  norwegischen  Archivs  eine  Transformationstheorie  der  line- 
aren partiellen  Differentialgleichungen 

A  yxy)  r+B[xy)s+Cl  +  Dp  +  k'q  +  h  z  =  0  , 

prüciser  gesagt,  ich  bestimmte  alle  derartigen  Gleichungen,  die 
eine  continuirliche  Gruppe  gestalten,  und  reducirle  gleichzeitig 
alle  diese  Gleichungen  auf  canonische  Formen.  Diese  meine 
Arbeiten  lieferten  u.  A.  den  Ausgangspunkt  für  Darboix's  und 
Appbl's  bemerkenswerthe  Untersuchungen  über  die  beiden  Glei- 
chungen 

A        _i        H  n 


X  —  IJ    *       (x  — 

und 

r+  q  =  0  . 

Darboi  x  s  und  Appel  s  Arbeiten  Über  diese  Gleichungen  er- 
schienen in  den  Jahren  1882,  1883  und  18921!. 


4)  Herr  Appkl  hal  neuerdigs  darauf  hingewiesen,  dass  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen 

i/'>-f-.Yr-.1W^-"  +  ...A-!/=0, 

die  eine  infinitesimale  Transformation 

gestatten,  in  lineare  Gleichungen  mit  constanten  Coefficienten  transformirt 
werden  können.  Ich  erlaube  mir  hervorzuheben,  dass  diese  interessante 
Bemerkung  von  mir  herrührt. 
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Meine  Theorie  der  Funclioncngruppen  gab  mir  ferner  eine 
ganz  neue  und  vollsliindnje  Classification  aller  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen 

rt  —  s4  +  A  r  +  Bs  +  Ct  +  D  =  0  , 

die  ein  oder  mehrere  intermediäre  Integrale  erster  Ordnung  be- 
sitzen. Hierdurch  wurden  einerseits  bekannte  Untersuchungen 
von  AMrfeRK  und  Imschenbtsky  nicht  allein  vereinfacht ,  sondern 
auch  vervollständigt  und  verallgemeinert.  Auf  diese  meine 
Classification,  die  sich  übrigens  auf  n  Dimensionen  ausdehnt, 
begründete  ich  bemerkenswerthe  neue  Integrationsmethoden 
für  partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  die  inter- 
mediäre Integrale  erster  Ordnung  besitzen  -  .  Besonders  wichtig 
ist  meine  Theorie  derjenigen  MoNGK-AMi»kRE'schen  Gleichungen 
zweiter  Ordnung  mit  zwei  verschiedenen  Charakteristiken,  welche 
für  jede  Charakteristik  zwei  intermediäre  Integrale  besitzen.  Es 
ergab  sich,  dass  es  zur  Integralion  einer  solchen  Gleichung 
zweiter  Ordnung  hinreicht,  für  jede  Charakteristik  ein  interme- 
diäres Integral  erster  Ordnung  zu  finden;  sind  solche  Integrale 
gefunden,  so  genügt  es,  eine  Anzahl  Quadraturen  auszuführen. 

Ich  habe  dieses  Beispiel  herangezogen,  um  die  Unrichtigkeit 
einer  Ansicht  zu  illustriren,  die  neuerdings  in  einer  Schrift  eines 
sehr  hervorragenden  Mathematikers  hervorgetreten  ist.  In  dieser 
Schrift  wird  u.  A.  etwa  gesagt,  dass  auf  Transformalionstheorien 
sich  keine  wesentlich  neuen  Integrat  ionsmethoden  gründen  lassen. 
Ich  habe  eine  entgegengesetzte  Ansicht.  Meine  Integrationstheorie 
der  Mongk-AmpI  RE'schen  Gleichung  mit  zwei  intermediären  In- 
tegralen für  jede  Charakteristik  beruht  auf  meiner  Theorie  der 
Berührungstransformationen,  und  Niemand  wird  leugnen,  dass 
diese  meine  Integrationstheorie  neu  ist  und  wesentlich  mehr 
leistet  als  die  iilteren  Theorien  leisten  konnten. 

Ich  behalte  mir  vor,  auf  diesen  Punkt  bei  einer  anderen 
Gelegenheit  tiefer  einzugehen.    Nach  meiner  Ansicht  liegt  die 


<)  Meine  Seile  571,  besprochene  Arbeit  aus  dem  Jahre  188 1  giebt  ver- 
einigt mit  ineinen  Untersuchungen  über  Diflerentialin  Varianten  die  lirund- 
Inge  für  eine  vollstündiye  T rmtsformationstheorir  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen. Beitrage  zu  dieser  Theorie  hat  besonders  Darbocx  pe- 
liefert.  Mit  einigen  hierher  gehörigen  fragen  beschäftigte  sieh  Pf  wsknstif.i 
im  Jahre  <88i. 

i.  Diese  Untersuchungen  sind  bis  jetzt  nur  theilweise  veröffentlicht. 
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fundamentale  Bedeutung  meiner  Gruppentheorie  in  erster  Linie 
durin,  dass  sich  auf  sie  neue  Integrationstheorien  y runden  lassen. 
Nicht  allein  meine  eigenen  Untersuchungen,  sondern  auch  die 
schönen  Arbeiten  von  Halpüex,  Picard  und  Vessiot  geben  Bei- 
spiele für  die  Richtigkeit  meiner  Auffassung. 

Hoffentlich  wird  es  mir  einmal  gelingen,  eine  vollständige 
Classification  aller  Monge- Ampere7 sehen  Gleichungen  durchzu- 
führen, welche  eine  endliche  oder  unendliche  Gruppe  von  Bc- 
rührungstransformationen  gestatten.  Dieses  Problem  ist  schwer : 
ich  glaube  indess  Methoden  zu  besitzen,  die  mir  gestatten  wer- 
den, es  vollständig  zu  erledigen.  Eine  Reihe  speeieller  Unter- 
suchungen in  dieser  Richtung  habe  ich  schon  hingst  durchge- 
führt und  auch  theil weise  veröffentlicht.  Ist  dieses  Problem 
erledigt,  so  wird  es  möglich  sein,  eine  vollständige  Invarianten- 
theorie der  Monge- Ampere' sehen  Gleichungen  gegenüber  allen 
Berührungstransformationen  zu  entwichein. 

Selbstverständlich  dehnen  sich  diese  Gesichtspunkte  auf 
andere  Classen  von  partiellen  Differentialgleichungen  aus1 1. 

Ribai  cour  und  Biaxchi  gaben  seinerzeit  eine  bemerkenswerthe 
Methode  zur  Ableitung  neuer  Flüchen  conslanter  Krümmung  aus 
einer  gegebenen  derartigen  Flüche.  Ich  habe  später  durch  schwie- 
rige Untersuchungen  streng  bewiesen,  dass  man  in  dieser  Weise 
durch  fortgesetzte  Operationen  oo'  Flüchen  conslanter  Krüm- 
mung erhält.  Merkwürdigerweise  ist  es  der  Aufmerksamkeit  der 
Herren  Bianciii.  Dvrboi  x  und  Backiund  vollständig  entgangen, 
dass  ich  hiermit  einen  ausserordentlich  wichtigen  Beilrag  zu 
dieser  Theorie  geliefert  habe.  Die  Bemerkung,  dass  die  Anwen- 
dung dieser  Methode  auf  die  Rotationsfläche  conslanter  Krüm- 
mung eine  Reihe  Flüchen  constunter  Krümmung  mit  algebraischen 
Krümmungslinien  liefert,  gehört  ebenfalls  mir. 

Im  Uebrigen  bemerke  ich  dass  man  die  Bemerkung,  dass 
man  Orthogonalsysteme  mit  oo'  Flüchen  conslanter  Krümmung 
finden  kann,  die  von  einer  arbiträren  Function  abhängen,  mit 
einem  Federstrich  aus  meinen  Sätzen  ableiten  kann. 


1;  Gieht  es  partielle  Differentialgleichungen  F'.r  >t :  }></ r  s  l  ==  o, 
welche  eine  unendliche  Gruppe  gestalten  und  die  Mon«;k- AmphikscIip  lorm 
nicht  hesitzen? 
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Theil  III. 

Das  Problem  alle  Minimalflüchen  zu  bestimmen  kommt, 
wie  bekannt,  darauf  hinaus,  alle  Flüchen  zu  finden,  deren  Haupt- 
tangenten in  jedem  Punkte  harmonisch  hinsichtlich  der  beiden 
Tangenten  liegen,  die  den  Kugclkreis  treffen. 

Indem  ich  nun  bemerkte,  dass  alle  Geraden,  die  den  Kugel- 
kreis treffen,  einen  Liniencomplex  bilden,  sah  ich  mich  schon 
längst  r;  dazu  veranlasst,  das  folgende  allgemeine  Problem  zu 
stellen : 

Gegeben  ist  ein  irreducibleroder  zerfallener  Liniencomplex. 
Es  werden  alle  Flächen  gesucht,  welche  in  dem  Sinne  hinsichtlich 
des  Complexes  conjugirt  sind,  dass  für  jeden  Punkt  die  Haupt- 
tangenten hinsichtlich  zwei  Complextangenten  conjugirt  sind. 

Jedes  derartiges  Problem  findet  seinen  analytischen  Aus- 
druok  in  einer  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

Rr  +  -Ss  H-  Tl  =  0  . 

Dieses  allgemeine  und  hervorragend  w  ichtige  Problem  ist 
in  neuerer  Zeit  von  mehreren  Geometern  aufs  Neue  formulirt 
worden.  Demgegenüber  erlaube  ich  mir  festzustellen,  dass  es 
zuerst  von  mir  aufgestellt  worden  ist.  Soweit  mir  bekannt,  bin 
ich  der  Einzige,  der  dieses  Problem  sogar  für  eine  Reihe  specieller 
Fälle  gelöst  habe. 

Ich  bemerkte  zunächst,  dass  mein  Problem,  sobald  der  be- 
treffende Liniencomplex  aus  allen  Treffgeraden  einer  ebenen 
Curve  C  besteht,  dadurch  gelöst  wird,  dass  man  die  Curve  C 
ins  Unendliche  verlegt  und  sodann  alle  Translationsflüchen  con- 
struirt,  deren  erzeugende  Curven  dem  besprochenen  Linien- 
complexe  angehören. 

Ich  löste  ferner  mein  allgemeines  Problem  für  den  tetrae- 
dalen  Liniencomplea-.  Zu  diesem  Zwecke  brachte  ich  die  Glei- 
chung des  Kugelkreises  auf  die  Form 

(a  -  b)  d$  dr,  +  [b  -  c)  dfj  rft  +  (c  -  «)      d$  =  0  , 
setzte  sodann 

(A)  i'  =  log#,    i?  =  logy,    L  =  log  z 

i)  Synthetisch -analytische  Untersuchungen  über  Minimalflächen. 
Archiv  for  Math.  Christiana  1877.  Vgl.  auch:  Kurzes  Rcsume\. .  Ges.  d.W. 
zu  Christiania  1872. 
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und  erhielt  so  die  Differentialgleichung 

[a  —  b)zdxdy  +  [b  —  c)xdydz  +  (c  —  a)  ydz  dx  =  0  , 
welche  mit  der  Gleichung 

bdy(xdz  —  zdx)-{-cdz[ydx  —  xdy)  +  adx[zdy —  ydz)  ==  0 

äquivalent  ist  und  somit  einen  Liniencomplex  zweiten  Grades, 
und  zwar  einen  tetraedralen  Compk.r  darstellt.  Ich  fand  nun, 
dass  die  Gleichung  jeder  Minimalflache 

durch  die  Substitution  (A)  eine  Flache 

-Q(log,r,  log//,  log  z)  =  0 

liefert,  welche  hinsichtlich  des  betreffenden  tetraedralen  Com- 
plexes  conjugirt  ist.  In  dieser  Weise  fand  ich  alte  Integralflachen 
der  betreffenden  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, welche  nicht  gleichzeitig  dem  singularen  intermediären 
Integral  genügen.  Diese  Flachen  gestatten  eine  schöne  geome- 
trische Erzeugung,  wie  ich  schon  im  Januar  4870  in  den  Göttinger 
Nachrichten  angedeutet  habe.  Nimmt  man  nämlich  zwei  sich 
schneidende  Gurven  c  und  /f,  deren  Tangenten  dem  tetraedralen 
Complexe  angehören  und  führt  sodann  auf  c  alle  ool  projective 
Transformationen  aus,  welche  das  Fundamental tetraeder  inva- 
riant lassen  und  dabei  den  Schnittpunkt  der  Curven  c  und  k  in 
irgend  einen  anderen  auf  Ä  gelegenen  Punkt  überfuhren,  so  er- 
zeugen die  erhaltenen  Curven  eine  Flache,  welche  hinsichtlich 
unsres  tetraedralen  Complexes  conjugirt  ist.  Diese  Fläche  ent- 
halt überdies  ool  Curven,  welche  mit  /.  hinsichtlich  des  Funda- 
mentaltelraeders  projectiv  sind. 

Die  hier  gegebene  geometrische  Integration  unsrer  parti- 
ellen Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  bleibt  noch  gültig, 
wenn  das  Fundamentaltetraeder  ein  ausgeartetes  ist. 

Diese  Flächenkatcgorien  haben  viele  schöne  geometrische 
Eigenschaften,  die  ich  früher  nur  flüchtig  angedeutet  habe.  Doch 
habe  ich  wiederholt  hervorgehoben,  dass  die  Haupttangenten- 
curven  dieser  Flächen  immer  bestimmt  werden  können.  Dies 
beruht  darauf,  dass  auf  jeder  derartigen  Flache  die  beiden 
Schaaren  Haupttangentencurven  sowie  die  beiden  Schaaren 
Curven,  welche  unsrem  tetraedalen  Complexe  angehören,  sogar 
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drei  gemeinsame  infinitesimale  Transformationen  gestalten.  Liegt 
eine  solche  Flüche  vor,  so  fallen  überdies  die  beiden  Quadraturen, 
welche  zunächst  zur  Bestimmung  der  beiden  zuletzt  besprochenen 
Curvenschaaren  erforderlich  sind,  einfach  weg. 

Indem  wir  uns  nun  wieder  zu  meinem  allgemeinen  Problem 
wenden,  bemerke  ich,  dass  ich  dasselbe  auch  für  den  Fall  ge- 
löst habe,  dass  der  Liniencomplex  in  einen  allgemeinen  linearen 
Complex  und  in  einen  speciellen  linearen  zerfallt,  dabei  voraus- 
gesetzt, dass  die  Axe  des  speciellen  Complexes  dem  allgemeinen 
linearen  Complexe  angehört.  Ich  erhielt1  die  Lösung  dieses 
Problems,  indem  ich  auf  alle  Minimal  flachen  meine  schöne  Be- 
rührungstransformation  anwandte,  welche  die  Minimalgeraden 
und  die  Punkte  des  Raumes  in  die  Punkte  und  die  Geraden  eines 
linearen  Complexes  eines  zweiten  Baumes  überfuhrt.  Bei  dieser 
BerUhrungstransformalion  gehen  die  Minimalflachen  über  in 
Flachen,  welche  zu  zwei  linearen  Complexen  in  der  bespro- 
chenen Beziehung  stehen. 

Da  ein  tetraedaler  Complex  zerfallen  kann  in  den  Inbegriff 
aller  Geraden,  welche  die  eine  unter  zwei  windschiefen  Geraden 
schneiden,  so  konnte  ich  ebenfalls  alle  Flachen  angeben,  welche 
hinsichtlich  eines  Complexes  eonjugirt  sind,  die  aus  zwei  spe- 
ciellen linearen  Complexen  besteht.  Wenn  die  Axen  dieser 
beiden  speciellen  linearen  Complexe  sich  schneiden,  so  erhalt 
man  die  Integralflüehcn  der  Gleichung  s  =  0,  welche  übrigens 
direct  aus  den  Minimalflachen  hervorgehen,  wenn  der  Kugelkreis 
in  ein  Geradenpaar  zerfallt. 

Für  alle  hier  betrachteten  partiellen  Üilferentialgleichungen 
zweiler  Ordnung  gilt  das  allgemeine  Gesetz,  dass  auf  jeder  Inte- 
gralflache die  beiden  Schaaren  von  Haupttangentencurven  und 
die  beiden  Schaaren  von  Complexcurven  drei  gemeinsame  infi- 
nitesimale Transformationen  gestatten. 

Wendet  man  meine  Bertthrungstransformation,  welche  Ge- 
rade in  Kugeln  umwandelt,  auf  mein  früher  besprochenes  all- 
gemeines Problem  an  ,  so  erhalt  man  ein  äquivalentes  ebenfalls 
wichtiges  Problem,  das  ich  folgendermassen  formulire. 

Ist  ein  h'uffrlmmplej  vorgelegt,  so  wird  eine  vorgelegte 
Flache  in  jedem  Punkte  von  gewissen  etwa  m  Kugeln  des  Com- 


1)  Vgl.  meine  Arbeit  Synthetisch  •analytische  Untersuchungen  über 
MinimaMächen.  Arehiv  for  Math.  IUI.  2,  1877*,  §4. 
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plexes  berührt.  Liegen  unter  diesen  m  Kugeln  jedesmal  zwei 
harmonisch  zu  den  beiden  zugehörigen  Krümmungskugeln  der 
Fläche,  so  erfüllt  diese  Flache  eine  gewisse  partielle  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung,  deren  Integralflachen  durch  diese 
Eigenschaft  definirt  sind. 

Meine  obenstehenden  Betrachtungen  gestatten  nun  ohne 
weiteres,  dieses  allgemeine  Problem  für  eine  Reihe  specieller 
Fülle  zu  erledigen. 

Besteht  der  Complex  aus  lauter  congruenlen  Kugeln,  also 
aus  Kugeln,  deren  Radius  r  durch  die  Gleichung 

r*  =  «f  =  Const. 

gegeben  ist,  so  erhält  man  die  partielle  Differentialgleichung  der 
Flächen  constanter  Krümmung. 

Retrachtet  man  dagegen  den  zerfallenen  Kugelcomplex,  der 
aus  allen  Punkten  und  Ebenen  des  Raumes  besteht,  so  erhält 
man  die  partielle  Differentialgleichung  der  Minimal  flachen. 

Ich  habe  gezeigt,  dass  jede  continuirliche  firuppe  mehrere 
Reihen  von  Differcntialinvarianten  liefert. 

Betrachtet  man  z.  R.  die  endliche  continuirliche  Gruppe  aller 
Bewegungen  des  Euklidischen  Raumes: 

«V    H  V 

bx 1    d;/'  bz 
0/  bf         bf         bf         bf__  bf 

vb.c    :r<V   **y  xbz    *bx  1 

so  kann  man  die  zugehörigen  Differentialinvarianlen  von  Curven 
suchen.  Rezeichnet  man  nun  mit  o  und  i  den  Krümmungsradius 
und  Torsionsradius,  sow  ie  durch  s  die  Rogenlüngc,  so  sind 

d  y      d  t  d*  Q 
r'  ds  '  ds'üs*" 

die  gesuchten  Differential  invarianten.  Meine  allgemeine  Inlc- 
grationtheorie  v\  eines  vollständigen  Systems  mit  bekannten  inlini- 


•  i)  Herrn  (iOI'ksat's  Resultate  hinsichtlich  Curven  des  vierfach  ausge- 
dehnten Raumes,  deren  drei  Krümmungen  gegebene  Functionen  der  Bogen- 
länge sind,  waren  früher  von  mir  angegeben  worden  i vgl.  fies.  d.  \V.  zu 
Christiania,  4882  . 
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tesimalen  Transformationen  erklärt  die  von  Huppk  und  mir  er- 
haltenen Resultate  hinsichtlich  der  Bestimmung  aller  Curven, 
deren  Krümmung,  Torsion  und  Bogenlänge  durch  eine  oder  zwei 
gegebene  Relationen  gebunden  sind. 

Sucht  man  andererseits  die  Differentialinvarianten  der  F/ü- 
chen  gegenüber  der  Euklidischen  Bewegungsgruppe,  so  erhält 
man  zunächst  die  beiden  Hauptkrümmungsradien 

HA  und  ft4  , 

sodann,  wie  ich  in  meinen  Vorlesungen  immer  hervorhebe,  vier 
Grössen  dritter  Ordnung 

ÖA  ^Üi  y?t 

Sst   dst   ös,   bst  ' 

in  den  soeben  geschriebenen  Formeln  bedeuten  s{  und  s4  die 
Bogenlängen  der  Krümmungslinien. 

Die  einzigen,  nicht  singulären  invarianten  Differentialglei- 
chungen sind  die  von  Weingarten  betrachteten  Gleichungen 

'**-'/>("•)  =  0  • 

Es  hat  ein  gewisses  Interesse,  diese  Betrachtungen  auf  die 
Gruppe  der  Nichteuklidischen  Bewegungen  auszudehnen. 

Wir  denken  uns  also  gegeben  eine  Fläche  zweiten  Grades 
im  dreifachen  Räume  und  ihre  sechs  projectiven  infinitesimalen 
Transformationen  aufgestellt. 

Diese  Gruppe  liefert  für  Flächen  zwei  unabhängige  Diffe- 
rentialinvarianten J,  3  zweiter  Ordnung,  vier  von  dritter  Ord- 
nung, fünf  von  vierter  Ordnung  u.  s.  w. 

Es  ist  nun  leicht,  diese  Differentialinvarianten  zu  bestimmen 
oder  jedenfalls  begrifflich  zu  deuten. 

Unsere  Fläche  zweiten  Grades  bestimmt  eine  Nichteukli- 
dische Geometrie  in  dem  von  Riemann,  Beltrami  und  Klein  an- 
gegebenen Sinne.  Dehnt  man  nun  den  Begriff  Krümmungskugel 
auf  diese  Geometrie  aus.  wie  Darboux  näher  ausgeführt  hat, 
so  hat  jede  Fläche  in  jedem  Punkte  zwei  Krümmungskugeln.  An- 
drerseits haben  die  Kugeln  eine  Invariante.  Es  lassen  sich  die 
Invarianten  J  und  3  wählen  als  die  Pseudokrüramungsradien 
unserer  Fläche. 

Die  allgemeinste  invariante  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung,  die  nicht  etwa  singulär  ist.  hat  daher  die  Form 

#y3;  =  0  . 
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Hierher  gehört  die  Differentialgleichung  aller  Flächen,  deren 
Haupttangenten  hinsichtlich  der  Fläche  zweiten  Grades  ein  con- 
stantes  Doppelverhältniss  haben. 

Hierher  gehört  andererseits  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  deren  Integralflächen  dadurch  charakterisirt 
sind,  dass  ihre  sämmtlichen  Haupttangentencurven  linearen  Com- 
plexen  angehören. 


Die  Entwickelungen  des  ersten  Theiles  dieser  Abhandlung 
geben,  mit  dem  Principe  der  Dualität  verbunden,  ein  neues  Re- 
sultat, das  ein  hervorragendes  selbständiges  Interesse  darbietet: 

Satz.  Ist  eine  beliebige  algebraische  Raumcurve  vorgelegt,  so 
giebl  es  oo*  hindurchgehende  Integralflachen  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

d*  z  ö*  3      d*  z 

welche  algebraisch  sind.  Es  ist  immer  möglich  alle  diese 
Flächen  zu  finden. 

Der  Beweis  beruht  darauf,  dass  die  Gleichung  s  =  0  die 
dualistische  Transformation  gestattet. 


Math.-pbya.  Claas«  1892. 
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umjetnosti.  U  Zagrebu  4898. 

Rad  Jugoslavenske  Akademijo  znatosti  i  umjetnosti.  Knjiga  107— HO.  U 
Zagrebu  4  891.  98. 

Starine,  na  sviet  izdaje  Jugoslavcnska  Akademija  znatosli  i  umjetnosti. 
Knjiga  24.  85.  U  Zagrebu  4891.  98. 

Vieslnik  Hrvatskoga  arkeologickoga  Diuztva.  Godina  XIV,  Br.  1.  3.  U  Za- 
grebu 1898. 

Magyar  tudom.  Akademiai  Alroanacli,  4891 — 92-rc.  Budapest  4891.  98. 

Mathematische  u.  naturwiss.  Berichte  aus  Ungarn.  Mit  Unterstützung  der 
Ungar.  Akad.  d.  Wissonsch.  herausgeg.  Bd.  8—9.  Bd.  4  0,  I.  Hälfte. 
Berlin,  Budapest  1891.  92. 

Ii  odalomtörteneti  Emlekek.  Kiadja  a  Mag.  lud.  Akadötnia  irodalomtörteneli 
bizoltsiiga.  Kotet3.  Budapest  1890. 

Krtckczesek  a  mathematikai  tudomänyok  köreböl.  Kiadja  a  Mag.  lud.  Aka- 
demia. Kötet  4  4,  sz.  4.  5.   Kot  45,  sz.  4.  Budapest  1891 .  98. 

KrtekezCsek  a  nyelv-es  szäptudomäoyok  köreböl,  Kiadja  a  Mag.  lud.  Aka- 
demia. Kötet  15,  sz.  6—10.  Budapest  4  890.  91. 

Ertekezesek  a  tärsadalmi  tudomänyok  köröböl.  Kiadja  a  Mag.  tud.  AkadCmia. 
Kötet  41,  sz.  5.  6.   Budapest  4891.  98. 

Ertekezesek  a  termöszcltudomänyok  köreböl.  Kiadja  a  Mag.  tud.  Akadämia, 
Köt.  20,sz.1— 4.  Köt.  81. sz.  1.8.4. Köt.82,sz.1— 3.  Budapest 4 890— 92. 

Krtekezäsek  a  törleneti  tudomänyok  köröböl.  Kiadja  a  Mag.  lud.  Akademia, 
Köt.  4  5,  sz.  2—6.  Budapest  1891.  98. 

Archacologiai  Ertesitö.  A  M.  t.  Akademia  arch.  bizottsägänak  es  av  Orsz. 
Regeszeti  s  emb.  Tärsulaluak  Köslönyc.  Köt.  40  sz.  3—5.  Köt.  41. 
sz.  1—5.  Köt.  4  8,  sz.  1.8.  Budapest  4  890— 92. 

Mathematikai  es  tcrmäszcttudomäny  Krtesitö.  Kiadja  a  Mag.  tud.  Akademia. 
Köt.  8,  rüz.  6—9.  Köt.  9,  Küz.  4—9.  Kol.  10,  Füz.  1—7.  Budapest 
4890—98. 

Jelcntes  a  Mag.  tudom.  Akad.  munkälödäsärol  es  penzlära  älläsäröl 
1883/84-bcn.  Budapest  4884. 

Archacologiai  Közlemcnyek.  Kiadja  a  Mag.  tud.  Akademia  archaeologiai 
bizottsäga.  Köt.  16  {=  Uj.  folyam  4  3).  Budapest  4  890. 

Mathematikai  es  terraCszcttudomänyi  Közlemänyek.  Kiadja  a  Mag.  lud. 
Akademia.  Köt.  24,  sz.  1—4  0.  Budapest  1890.  91. 

Nyclvtudomtinyi  Közlemtfnyek.  Kiadja  a  Mag.  tud.  Akademia.  Kol. 88,  r'üz. 
4 — 4.  Budapest  4  890.  91. 

Monumenta  Hungariae  juridtco-historica.  Corpus  statutorum  llungariae 
munieipalium.  T.  II,  P.  8.   Budapest  4  890. 

NyclvemlMlär.  R^gt  magyar  codexek  tfs  nyomlalvänyok.  Kiadja  a  Mag. 
tud.  Akademia  nyclvtudomänyi  bizottsäga.  Köt.  4  4.  Budapest  4890. 

Rapport  sur  l'activite  de  l'Acadömie  hongroise  des  sciences  cn  4  894.  Buda- 
pest 4  891. 

Ungarische  Revue.  Mit  Unterstützung  d.  Ungar.  Akad.  d.  Wissensch,  hsg.  v. 
P.  Hunfalvy  u.  Gust.  Heinrich.  Jahrg.  40  (4890).  II.  5-40.  Jahrg.  11 
(4891),  H.  1—10.  Jahrg.  48  (1899),  H.  1—5,  Budapest 4890— 98. 


Ada  et  documenta  hisloriam  Gabrielis  Belhlcn  Transsilvaniac  prineipis 
illustrantia.  .lussu  et  impensis  Collegii  hist.  Academiac  scienl.  Huag. 
cd.  Ant.  Gindely.  Budapest  4890. 

Codex  diplomaticus  Hungaricus  Andcgavonsis.  VI.  Budapest  1 894 . 

Magyarorszägi  tanulök  külfödön.  II.  Budapest  4892. 

Balassa.  Jözset.  A  magyar  nyelvjarasok.  Budapest.  4  894. 

Kardcsonyi,  Jdnos,  Szent  Istvän  kiräly  oklevclei.  Budapest  4  894. 

Kürösi,  Jösset,  Megyei  Monographiäk.  Kot.  4.  Budapest  189 1. 

Munkdcsi  Berndt,  Vogul  ntfpköltesi  gyiijtemtfny.  Kot.  4.  2.  Budapest  »892. 

  Votjäk  szötar.  Budapest  4890. 

Simonyi,  Zsigmond,  A  magyar  hatärozök,  II,  1.  Budapest  4  892. 

Ssildgyi,  Sdndor,  Erdely  es  az  cszakkeleti  hftborü.  Kot  4.  2.  Budapest 
4890.  91. 

Velics,  Antal,  Magyarvszagi  Torök  kiucstäri  deftcrek.  Kiadja  a  Mag.  lud. 
Akad.  Kot.  2.  Budapest  4  890. 

Verzeichnis  d.  öffentl.  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Franz-Josefs-Uni versitat  ru 
Czernowitz  im  Sommer-Sem.  1892,  Winter-Sem.  4892/98.  — 
Uebcrsicht  der  akad.  Behörden  im  Studienjahr  1892/93. 

Beiträge  z.  Kunde  steiermarkischer  Geschichtsquellen.  Hsg.  v.  d.  Histor. 
Vereine  f.  Steiermark.  Jahrg.  24.  Graz  1892. 

Mittheilungen  des  Historischen  Vereines  f.  Steiermark,  lieft  40.  Graz  4892. 

Zeitschrift  des  Kerdinandeums  f.  Tirol  u.  Vorarlberg.  3.  Folge.  II.  34.  35. 
Innsbruck  1890.  91. 

Berichte  des  naturwiss.-medizin.  Vereins  in  Innsbruck.  Jahrg.  19.  4  889/90 
1890/94).  Innsbruck  1891. 

Anzeiger  der  Akademie  d.  Wissenschaften  in  Krakau.  Jahrg.  1891, 
No.  10.  Jahrg1892,  No.  1—9.  Krakau  d.  J. 

Acta  historica  res  gestas  Poloniae  illustrantia.  (Editiones  collegii  historici 
Acad.  litt.  Gracov.).  T.  XII,  Vol.  2.  Cracoviae  1892. 

Archivutn  do  dziejäw  litcraturyi  oswialy  w  Polsce  (Wydawnictwo  Akad.w 
Krakowie).  T.  7.  W  Krakowie  1892. 

Atlas  geologiczny  Galicyi.  Zeszyt  4.  Atlas:  Tekst.  Krakow  1894. 

Itihlijoteca  pisarzöw  polskich  (Wydanictwa  Akad.  umioj  w  Krakowie}.  IX— 
XXII.  Krakowie  1890—92. 

Collectanea  ex  archivo  Collegii  historici  (Archivutn  Komisyi  histor.)  T.  6. 

Editionum  Collegii  hist.  Acad.  litt.  Cracov.  No.  47.  Krakow  4891. 
Monumenta  medii  aovi  historica  res  gestas  Poloniae  illustrantia.  T.  XII. 

W  Krakowie  1891. 

Pamietnik  Akademii  umiejotnoBci  w  Krakowie.  Wydziat  filolog.-hist  - 
filozof.  T.  8.  Krakow  4890.  —  Wydzial.  matemaL-przyrodn.  T.  48, 
zeszyt  4.  2.  Kraköw  4  891.  92. 

Rocznikzarza,du  Akademii  umiej.  w  Krakowie.  Rok1889.  W  Krakowie  4890. 

Rozprawy  i  sprawozdania  z  posiedzen  Wydzialu  filologicznego  Akademii 
umiejetnosci.  T.  4  4—16.  W  Krakowie  1891.92.—  Wydz.  bistor.-Gloz. 
T.  25—29.  W  Krakowie  1891.  92.  —  Wydz.  roatemat. -przyrodn., 
T.  21—28.  (See.  II.  T.  4—3).  W  Krakowie  4  891.  92. 

Sprawozdania  komisyi  do  badania  historyi  sztuki  w  Polsce.  T.  4,  zeszyt  4. 
T.  5,  zesz.  1.2.  W  Krakowie  1894.  92. 

Sprawozdania  komisyi  fizograficznej.  T.  25— 27.  Kraköw  4  890— 92. 
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Sprawozdaoia  komisyi  jezykowej  Akademii  umiej.  T.4.  W  Krakowie 4894. 
Zbiör  wiadomoäci  do  antropologii  krajowej,  wydaw.  stariniem  komisyi  an- 

Iropolog.  Akademii  umiej.  T.  4  4.  Kraköw  4890. 
Kotula,  Bolesi,  Rozmieszczenie  röslin  naczyniowych  w  Tatrach  (Distributio 

plantarum  vasculosarum  in  montibus  Tatricis).  Kraköw  4889— 90. 

Mittheilungen  des  Musealvereines  für  Krain.  Jahrg.5,  Ablh.4.2.  Laibach 
4892. 

lzvestija  Muzejskega  drustva  za  Kranjsko.  Letnik  2.  V  Ljubljani  4892. 

Abhandlungen  der  niathem.-naturwiss.  Classe  der  böhra.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  VII.  Folge.  Bd.  4.  Prag  4892. 

Abhandlungen  der  Classe  f.  Philos.,  Geschichte  u.  Piniol,  d.  k.  böhm.  Ge- 
sellschaft d.  Wissenschaften.  VII. Folge.  Bd.  4.  Prag  4892. 

Jahresbericht  der  k.  böhm.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften  für  das  Jahr 
4  894.  Prag  4892. 

Sitzungsberichte  der  k.  bohm.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften.  Math.- 
naturw.  Classe.  Jahrg.  4  894.  —  Philos. -histor.  philolog.  Classe. 
Jahrg.  4894.  Prag  d.  J. 

Spisfiv^poctenych  jubilejni  cenou  Kral.    Cesk.  Spolecnosti  nauk  v  Praze. 
CIslo  6.  V  Praze  4  894. 

Bericht  über  die  Lese-  und  Redehalle  der  deutschen  Studenten  in  Prag  im 
Jahr  4  894.  Prag  4892. 

Astronomische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  in  d.  J. 
4888—94.  (Appendix  z.  Jahrg.  49-52).  Hsg.  v.  L.  Weinek.  Prag  4893. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Prag  im  J.  4894.  Jahrg.  52.  Prag  4  892. 

Personalstand  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands-Universität  in  Prag  zu 
Anfang  d.  Studienjahres  4  892/93.  —  Ordnung  d.  Vorlesungen  im 
Sommersem.  4  892.  Wintersem.  4  892/93. 

Statuten  und  Rechenschaftsbericht  d.  Gesellschaft  zur  Förderung  deutscher 
Wissenschaft,  Kunst  und  Literatur  in  Böhmen.  Prag  4  894.  92. 

Miltheilungen  der  Deutschen  mathematischen  Gesellschaft  in  Prag.  Hsg. 
mit  Unterstützung  der  Gesellschaft  zur  Förderung  deutscher  Wissen- 
schaft, Kunst  und  Literatur  in  Böhmen.   W  ien,  Prag,  Leipzig  4  892. 

Neuwirth,  Jos.,  Geschichte  der  bildenden  Kunst  in  Böhmen  vom  Tode 
Wenzels  III.  bis  zu  den  Husitenkriegen.  Dazu  57  Licbtdrucktafeln. 
Mit  Unterstützung  der  Gesellschaft  zur  Förderung  deutscher  Wissen- 
schaft, Kunst  und  Literatur  in  Böhmen.  Bd.  4.  Prag  4  893. 

Mittheilungen  des  Vereins  f.  Geschichte  d.  Deutschen  in  Böhmen.  Jahrg.  29. 
No.  4—4.  Jahrg.  30,  No.  4  —  4.  Prag  4  890—92. 

Lotos.  Jahrbuch  f.  Naturwissenschaft.  Im  Auftr.  des  Vereines  »Lotos«  her- 
ausgegeben. N.  F.  Bd.  42.  13.  (der  ganzen  Reihe  Bd.  40.  41).  Prag 
4892.  93. 

Verhandlungen  des  Vereins  f.  Natur-  u.  Heilkunde  zu  Pres  bürg.    N.  F. 

H.  7  (Jahrg.  1887—94).  Presburg  4  894. 
Bullettino  di  archeologia  e  storia  dalmata.  Anno  1  4  (4894) ,  No.4  2.  Anno  4  5 

(4  892),  No.  4— 9.  Spalalod.  J. 
Almunach  d.  kaiserl.  Akad.  d.  Wissenschaften.  Jahrg. 4 4  (1 891).  W ien  d.  J. 
Anzeiger  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissenschaften  in  Wien.  Math. -naturw.  Cl. 

Jahrg.  4  894,  No.  25—27.  Jahrg.  1892,  No.  1— 23.  —  Philosoph.-histoi . 

Classe.  Jahrg.  4  883—94 .  Jahrg. 92,  No.  4— 23.  Wien  4  886— 92. 
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Archiv  f.  Österreichische  Geschichte.  Hsg.  v.  der  z.  Pflege  vaterländ.  Ge- 
schichte aufgestellten  Commission  der  Kais.  Akad.  d.  Wisscnsch. 
Bd.  77,  H.  2.  Wien  4  894 . 

Denkschriften  der  Kais.  Akad.  d.  Wissenschaften.  Math.-naturw.  Clause, 
Bd.  58.   Wien  4  894.  —  Philos.-hist. Classc,  Bd.  40.  Wien  4892. 

Sitzungsberichte  der  Kaiser).  Akad.  d.  Wissensch.  Math.-naturw.  Classc. 
Bd.  4  00  (4894),  Ahlh.  I,  Heft  4—7.  Ahth.  II*.  Heft  4—7.  Ablh.  IIb, 
Heft  4— 7.  Abth.  III,  Heft  4 — 7.  —  Philos. - histor.  Begister  zu  B«i. 
4  4  4— 4  20  (XH).  Wien  4890.  Bd.  42«  (4894).  Bd.  4  25  (4892).  Wiend.J. 

Mittheihingen  der  k.  u.  k.  geographischen  Gesellschaft  in  Wien.  4887. 
Bd.  30  (N.  F.  Bd.  20).   4  894 .  Bd.  34  (N.  F.  Bd.  24).  Wiend.J. 

Verhandlungen  der  k.  k.  zoologisch-botanischen  Gesellschaft  in  Wien.  189» 
(Bd.  40),  4894  (Bd.  44),  4892  (Bd.  42),  Quart.  I.  u.  II.   Wien  d.  J 

Publicalionen  für  die  internationale  Erdmessung.  Astronomische  Arbeiten 
der  k.  k.  Gradmessungs-Commission  :  Bestimmung  der  Polllöhe  uod 
der  Azimules  auf  den  Stationen  Krakau,  Jauerling  u.  St.  Peter  b.  Kla- 
genfurt. Ausgeführt  von  IV.  Tinter.  Wien  4894. —  Bd. III.  Lansen- 
beslimmungen.  Wien  4  894. 

Verhandlungen  der  Österreich.  Gradmessungs-Commission.  Prolokolle  üb. 
die  am  24.  April  u.  2.  September  abgehalt.  Sitzungen.   Wien  «892. 

Annalen  des  k.  k.  naturhistorischen  Hofmuseums.  Bd.  6,  No.  3. 4.  Bd.  7, 
No.  4—3.  Wien  4  894.  92. 

Abhandlungen  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Bd.  47,  H.  (4  .1 
Wien  4892. 

Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstall.  Jahrg.  4894  (Bd.  44  ,  II.  1 1 
4892  (Bd.  42),  H.  4.  Wien  d.  J. 

Verhandlungen  d.  k.  k.  geologischen  Rcichsanstalt.  Jahrg.  4  894,  No.  4  5— 18. 
4892,  No.  4—40.  Wien  d.  J. 

Mittheilungen  der  Scction  f.  Naturkunde  des  Oesterrcichisehen  Touriskti- 
Club.  Jahrg.  3.  Wien  4  894. 

Publicationen  der  v.  KulToer'schen  Sternwarte  in  Wien.  Hsg.  v.  Sorbat 
Herz.  Bd.  2.  Wien  4  892. 

Belgien. 

Annales  de  l'Academie  d'archeologie  de  Bclgique.  T.  46  (IV.Ser.  T.6,.  An- 
vers  4890.  —  Bulletin  (IV.  Sene  des  Annalesi ,  II.  Partie,  No. 
4—7.  ib.  4894. 

La  Cellule.  Recueil  de  Cytologie  et  d'histologie  generale.  T.  4—7.8,  laset. 
Louvain  4885 — 92. 

Düne  mark. 

Fortegnelse  over  de  af  de  Kong.Danske  Videnskabernes  Selskabs  i  lidsruni- 
met  4742—1891  udgivnc  videnskabeligc  arbejder.  Kjebenhavn 
4892. 

Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Forhandlinger  i 
aarel  1894,  No.  2.  3.  4  892,  No.  4.   Kjebenhavn  d.  J. 

Det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skrifter.  Naturv.  og  matli.  Afd. 
6.  Rttkkc.  Bd.  5,  No.  4.  Bd.  7,  No.  3—5.  Kjebenhavn  4891. 

Regesta  diplomalica  hisloriac  Danicae,  cura  Socictalis  Reg.  scientiar. 
Danicae.  Ser.  II,  T.  2,  I.  Kjebenhavn  4  892. 


Digitized  by  Google 


XV 


England. 

Proceedings  of  thc  Cambridge  Philosopliical  Society.  Vol.  7,  P.  S.  6. 
Cambridge  1892. 

Transactions  of  tbe  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  15,  P.  2.3.  Cam- 
bridge 1891/^2. 

Koyal  Irisb  Acadcmy.  Cunningbam  Memoirs.  No.  7.  Dublin  1892. 

Proccedings  of  the  R.  Irisb  Academy.  Ser.  III.  Vol.  2,  No.  2,  Dublin  1892. 

Transactions  of  tbe  11.  Irisb  Academy.  Vol.  29,  P.  17—19.  Dublin  1892. 

The  scientific  Proccedings  of  tbe  R.  Dublin  Society.  Vol.  7,  P.  8.  4.  Dublin 
1892. 

The  scientific  Transactions  of  tbe  R.  Dublin  Societv.  Vol.  4,  No.  9 — 13. 
Dublin  1891. 

Proceedings  of  tbe  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  18,  [No.  41,  p.  2G1 
—  37«.  Edinburgh  1892. 

Transactions  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  36.  P.  2.  3.  Edinburgh 
1891.  92. 

Proceedings  of  the  R.  Phvsical  Society.  Vol.  11,  P.  1  (Session  1890/91). 
Edinburgh  1892. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  Liverpool  Riological  Society.  Vol.  6 
(Session  1891/92).  Liverpool  1892. 

Proceedings  of  the  R.  Institution  of  Great  Britain.  Vol.  13,  P.  2  (No.  85). 
London  1892.  R.  Institution  (List  of  tbe  membcrs}  July  1891. 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  London.  Vol.  50,  No.  303—307.  Vol.  51, 
No.  308—314.  Vol.  5J,  No.  315.  316.  London  1891.  92.—  Exchange 
List  of  duplicates  and  deficiencies.    London  1892. 

Philosophical  Transactions  of  the  R.  Society  of  London.  For  thc  year  1891. 
Vol.  182,  A.  B.  London  1892.  —  Thc  R.  Societv  (List  of  the  members) 
30.  Nov.  1891. 

Cataloguc  of  scientific  papers.  4  874—83.  Vol.  IX.  Compilcd  by  the  R. 
Society  of  London.  London  4  894. 

Memoirs  of  the  London  Astronomical  Society.  Vol.  50.  London  1892. 

Proceedings  of  the  London  Malhcmatical  Society.  Vol.  22,  No.  421 — 429. 
Vol.  23,  No.  430—440.  445— 4 ',9.  London  1891.  92. 

Journal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  ils  Transactions  and 
Proceedings.  1892,  P.  1—6.  —  Charter  and  bye-laws.  List  of  fellows 
4  892. 

Report  on  the  scientific  resulls  of  thc  voyage  of  H.  M.  S.  Challenger  during 
the  years  1873 — 76.  Deep-Sca  Deposits.    London  1891. 

Memoirs  and  Proceedings  of  thc  Lilerary  and  Philosophical  Society  of 
Manchester.  IV.  Ser.  Vol.  5,  No.  1.  2.  Manchester  1891.  92. 

The  Manchester  Museum,  Owens  College.  Museum  Handbooks:  [I.]  General 
Guide  to  the  conlcnts  of  the  Museum  (illuslratcdj.  Manchester  1892. 
!II.]  Outline  Classification  of  the  animal  kingdom.  ib.  1894.  [III.] 
Marshall,  A.  M.  Descriptivc  Catalogue  of  the  embrvological  models. 
ib.  4891. 

Fra  n  k  rc  ich. 

Memoires  de  la  SociCtc  Nationale  des  sciences  naturelles  et  math£matiqucs 
deCherbourg.  T.  27,  (III.  Ser.  T.  7,.  Paris  1891. 
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Annales  de  la  Societe  Linneenne  de  Lyon.  Nouv.  ser.  T.  35 — 57.  Lyon. 
Paris  1  889— 91. 

Annales  de  la  Facultö  des  sciences  de  Marseille.  T.  1.  Marseille,  Paris- 
4891. 

Acad£mie  des  sciences  et  letlres  de  Montpellier.  Mgmoiresde  la  Section 
des  leltres.  T.  9,  Fase.  1.  2.  —  Mämoires  de  la  Section  de  mödecine. 
T.  6,  Fase.  2.  —  Memoires  de  la  Section  des  sciences.  T.II,  Fase. 2. 
Montpellier  o.  J. 

Bulletin  de  la  Societe  des  sciences  de  Nancy  (ancienne  Soc.  des  sciences 
naturelles  de  Strasbourg).  T.  4  4,  Fasc.25  (Annee24.4  891).  Paris  4892. 

Bulletin  des  seances  de  laSociöte  des  sciences  de  Nancy.  Annce  3  [189i;, 
No.  4-9.  Annöo  4  (1892),  No.  4.  2. 

Co  mite  international  des  poids  et  mesurc9.  Quatorzieme  Rapport  nux  gou- 
„vernements  signataires  de  la  Convention  du  metre  sur  1  exercice 
de  1890.  Paris  4894. 

Bulletin  de  la  Societe  mathematique  de  France.  T.  4  9,  No.  7.  8.  T.  20, 
No.  4.  3—6.  Paris  1892. 

Griechenland. 

Kcole  francatse  d'Athenes.  Bulletin  de  correspondance  hellcnique.  Annee 
16  (1892),  4—7.  Athen,  Paris  d.  J. 

Miltheilungen  des  Kaiserl.  Deutschen  Archäologischen  Instituts,  Athenische 
Abtheilung.  Bd.  16,  H.  4.  Bd.  4  7,  Ii.  4—3.  Athen  1892. 

Holland. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetcnschappcn  gcvesligt  (e  Amsterdam, 
voor  4890.  Amsterdam  d.  J. 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Letterkunde. 
Deel  XX.  Amsterdam  4894.  —  Afdeel.  Naluurkunde.  Deel  XXIX. 
ib.  4  892. 

Verslagen  en  Mcdedeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wclcnsch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. III.  Recks,  Deel  8.  Amsterdam  4  892.  Afdeel.  Natuurkunde. 
III.  Reeks,  Deel  8,  ib.  1891. 

Calalogus  van  de  boekerij  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevesligt  te  Amster- 
dam. Eerste  Verfolg.  Amsterdam  4  891. 

I'ascoli,  Joh.,  Veianus.  Carmen  in  certamine  HcpufTUano  praemio  aureo 
ornatura.  Amstelodami  1892. 

Annales  de  l'Ecole  Polytechnique  de  Dclft.  T.  7,  Livr.  2— 4.  Leide  1892. 

Die  Triangulation  von  Java.  Ausgeführt  vom  Personal  des  geographischen 
Dienstes  in  Niederltindisch-Oslindien.  Ablh.  Iii.  Im  Auftrage  des 
Ministeriums  der  Kolonien  bearb.  von  J.  A.C.Oudemans.  Haag  1891. 

Archive»  necrlandaises  des  sciences  exaetes  et  naturelles,  publiees  par 
la  Societö  Hollandaisc  des  sciences  a  Hartem.  T.  25,  Livr.  fl. 
T.  26,  Livr.  1—3.  Harlem  1892. 

Programma  van  de  Hollandsche  Maatschappij  der  wetcnschappcn  te  Haar- 
lem  vor  het  jaar  4  889.  90.  94.  —  Naamlijst  van  direclcuren  en  leden 
van  de  koll.  maalsch.  v.  wetenschappen  te  Haarlem.  21  raei  4889.91. 

Natuurkundige  Verhandelingen  van  de  Hollandsche  Maatschappij  der 
wetenschappen.  III.  Verzameling.  Deel  5,  St.  2.  Ikariern  1892 
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Archives  du  Musee  Teyler.  Ser.  II.  Vol.  3,  P.  7.  Harlem  4  892. 

Handclingen  en  Mededeclingcn  van  de  Maatschappij  der  Nederl.  Letter- 
kunde te  Leiden  over  het  jaar  1890/91 !  4894/92.  Leiden  1891.  92. 

Levensbcrigten  der  afgestorveno  medeleden  van  de  Maatschappij  der  Nederl. 
Letterkundc  tc  Leiden.  Bijlagc  tot  de  Handelingen  van  1891.  92. 
Leiden  d,.  J. 

Tijdschrift  voor  Nedcrlandsche  taal-  en  letterkunde,  uitgeg.  vanwege  de 
Maatsch.  der  Nederl.  Letterkunde.  Deel  11  (N.  R.  3),  AO.  1—4. 
Leiden  1892. 

Nederlandsch  kruidkundig  Archief.  Verslagen  en  mededeelingcn  der  Ne- 
derlandsche  Botanische  Vereeniging [Leiden].  Ser.  II.  Deel 6,  Stuk1.2. 
Nijmegen  1892. 

Aanteekeningen  van  het  verhandelde  in  de  soctiö-vergaderingen  van  het 
Provinciaal  Utrechtsch  Genootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  tor 
gelegenheid  van  de  algem.  vergad.  gehouden  den  16.  Juni  1891. 
Utrecht  d.  J. 

Questions  mises  au  concours  par  la  Societe  des  arts  et  des  sciences 
etablie  ä  Utrecht,  1892. 

Versieg  van  het  verhandelnde  in  de  algem.  vergad.  van  het  Provinciaal  Ut- 
rechtsch Genootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  gehouden  d.  16.  Juni 
1891.  Utrecht  d.  J. 

Kaiser,  Otto,  Die  Funktionen  der  Ganglienzellen  des  Halsmarkes.  Von  der 
Utrechter  Gesellschaft  f.  Kuost  u.  Wissensch.  gekrönte  Preisschritt. 
Haag  1894. 

Very,  Frank  W.,  Prizc  Essay  on  the  distribution  of  the  moon's  heat  .  .  .  . 
Puhl,  by  the  Utrecht  Society  of  arts  and  sciences.  The  Hague  1891 . 
Corrections.  (1  Blatt). 

Bijdragen  en  Mededeelingcn  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  tc 
Utrecht.  Deel  13.  's  Gravenhage  1892. 

Werken  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.  N.Ser.  No.57. 
58.  III.  Ser.  No.  3  Utrecht  1891.  92. 

Ondcrzoekingen  gedaan  in  het  Physiol.  Laboratorium  d.  Utrechtsche  Hoogc- 
school.  IV.  Reeks,  II,  1.  Utrecht  4  892. 

Italien. 

Bolletlino  delle  pubblicazioni  italianc  ricevute  per  diritto  di  stampa.  No.  4  44 
(4894  ).  No.  4  45— 164.  466.  468  (4892).  Firenze  d.  J. 

Bollettino  delle  opere  moderne  straniere  acquistate  dalle  biblioteche  pub- 
bliche governative  del  regno  d'ltalia.  Vol.  5  (4  890),  No.  5 — 12elndice 
alfabetico.  Vol.  6  (4894),  No.  42  e  Iodice  alfabetico.  Vol.  7  (4892;, 
No.  43.  4  4.  Roma  d.  J. 

Monitore  zoologico  italiano.  Anno  2  (4  894),  No.  42.  Firenze  d.  J. 

Memorie  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettore.  Classe  di  scienze 
matematiche  e  naturali.  Vol.  46  (Ser.  III,  Vol.  7),  Fase.  3.  Vol.  4  7 
(Ser.  III,  Vol.  8;,  Fase.  4.  Milano  4  894.  92. 

R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lottere.  Rendiconti.  Ser.  II,  Vol.  24. 
Milano  4  891. 

Atti  e  Memorie  della  R.  Arcademia  di  scienze,  lottere  od  arti  in  Padova. 

N.  Ser.  Vol.  7.  Padova  4  894. 
Rendiconti  del  Circolo  matemalico  di  Palermo.   T.  6  (4  892),  Fase.  4  —  5, 

Palermo  d.  J. 

1893.  2 
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Alti  e  Rendiconti  dell'  Accademia  medico-chirurgica  di  Perugia.  Vol.  3, 
Fase.  2—4.  Vol.  4,  Fase.  1.  2.  Perugia  1891.  92. 

Atli  dclla  Socielä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa.  Memorie. 
Vol.  6,  Fase  3.    Pisa  1892. 

Processi  verbali  dclla  Socielä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa. 
Vol.  7,  adunanza  del  18.  Gennajo,  8.  Marzo ,  15.  Novembre  1891, 
17.  Gennajo,  13.  Marzo,  15.  Maggie,  3.  Luglio  1892. 

Atli  dclla  R.  Accademia  dei  Lincci.  Memorie  della  Classe  di  scienze  fisiebe, 
matematiche  e  naturali.  Serie  IV.  Vol.  6,  '1889).  Roma  1890.  — 
Memorie  della  Classe  di  scienze  morali,  storiche  e  filologiche.  Ser.  IV, 
Vol.  6,  PI.  Vol.  7,  P.I.  Vol.  8.  P.l.  Vol.  9,  P.II.  (Notizie  dcgli  seavi), 

1891,  Setlcmbre-Dicembre.  Vol.  10,  P.  II.  (Notize  dcgli  seavi)  1892, 
Gennajo -Agosto.  Roma  1891.  92.  —  Rendiconti.  Ser.  IV.  Vol.  7, 
II.  Sem.,  Fase.  11.  12.  Ser.  V.  Classe  di  scienze  fisiche,  matemat.  c 
naturali.  Vol.  1  (1802),  I.Sem.,  Fase.  1  —  12.  II.  Sem.,  Fase.  1—10. 
Classe  di  scienze  morali,  storiche  e  filologiche.  Vol.  1  (1892},  Fase. 
1—9.  Roma  1892. —  Rendiconti  doli'  adunanza  solenne  del  5.giuj:no 

1892.  Roma  d.  J. 

AI  sommoPontificc  Leone XIII.  Omaggio  giubilare  della  Biblioteca  Vaticana. 
Roma  1888. 

Invenlario  dejjli  libri  slampali  palatino-valicani,  ed.  da  Enrico  Stevenson. 
Vol.  2,  P.  1.  II.   Roma  1886.  91. 

Regcslum  Clcmentis  Papae  V.,  ed.  cura  et  stud.  monachorum  Ord.  S.  Bene- 
dicti.  Annus  I— IX  (T.  1—7).  Romae  1885—88. 

Statuti  delle  gabeile  di  Roma,  pubblic.  da  Siyismondo  Malalesta.  (Biblioteca 
dell'  Accademia  storico-giuridica.  Vol.  5).  Roma  1886. 

Ehrte,  Francisc,  Hisloria  bibliothecae  Romanorum  Ponlificum  lum  Boni- 
falianae  tum  Avenioncnsis.  T.  1  (Biblioteca  dell'  Accademia  storico- 
giuridica.  Vol.  7).  Roma  1890. 

O^-T"^  U-^^kk  XX4^  qzJ**^0^  Tatiani 

Evangeliorum  harmoniae  arahice,  ed.  et  translat.  latina  donav. 
A.  Ciasca.  Romae  1888. 

Monutnenta  papyracca  Aegyptia  Bibliothecae  Vaticanae,  recens.  et  digess. 
Horat.  Marttrchi.  Romae  1891. 

Milthcilungen  des  Kais.  Deutschen  Archaeologischon  Instituts.  Römische 
Abtheilung  (Bulleltino  dell'  Imp.  Istituto  Archeologico-Germaoico. 
Sezione  Romana).  Bd.  6,  11.  3.  4.  Bd.  7,  H.  1.  2.  Rom  1891.  92. 

Rassegna  delle  scienze  geologiche  in  Ilalla.  Anno  1  (1891),  II.  Sem.,  Fase. 
3.  4.  Anno  2  (1892),  I.  Sem.  Fase.  1.  2.  Roma  1892. 

Alti  della  R.  Accademia  dei  Fisiocritici  di  Siena.  Ser.  IV.  Vol.  3,  Fase. 
10.  Supplemenlo.  Vol.  4,  Fase.  1 — 8.  Siena  1891.  92. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.   Vol.  27,  Disp.  1—4 
7—15.  Torino  1892. 

üssei  vazioni  meleorologiche  falle  nell' anno  1891  all' Osservatorio  della  R. 
liniversilä  di  Torino.  Torino  1892. 

Atti  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  letlere  ed  arti.  Ser.  VII.  T.  2,  Disp.  10. 
T.  3,  Disp.  1 — 3.  Venczia  1890 — 92. 

Memorie  del  R.  Istitulo  Venelo  di  scienze,  lottere  ed  arti.  Vol.  24.  Venczia 
1891. 
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Luxemburg. 

Publications  do  l'Institut  R.  Grand-Ducal  de  Luxembourg.  Scclion  des 
sciences  naturelles.  T.  81.  Luxembourg  1891. 

Observation  meteorologiques,  failes  a  Luxembourg  par  F.  Reuter.  Vol.  5. 
Luxembourg  1 890. 

Recueil  des  memoires  et  des  travaux  publies  p.  la  Societe  Rotanique  du 
Grand-Duchc  de  Luxembourg.  No.  2. 3.  (1875— 76).  Luxembourg 
1877. 

Rumänien. 

Bulotinul  Societä^ii  de  seiin^e  fizice  (Fiziea,  Chimia  si  Mincralogia)  diu 
Bucuresci-Romänia.  Anul  1,  No.  1—4,  7—10.  Bucarescl  1892. 

Russland. 

Meteorologische  Beobachtungen  angestellt  in  Dorpat  im  Jahre  1891, 
redig.  u.  bearb.  v.  A.  v.  Oellingen.  Jahrg.  26,  H.  1.  Dorpat  1892. 

Bericht  über  d.  Ergebnisse  d.  Beobachtungen  an  den  Regenstationen  der 
Kaiserlichen,  livländ.  gemeinnützigen  u.  Ökonom.  Societat  f.  d.  J. 
1889-91.  Dorpat  1892. 

Acta  Societatisscientiarum  Fennicao.  T.  18.  Helsingforsi  ac  1892. 

Öfversigt  af  Finska  Vetenskabs-Socicletens  Förhandlingar.  33  (1890—91). 
Helsingfors  1891. 

Fennia.  Bulletins  de  la  Societe  de  geographie  ünlandaise.  IV.  V.  Helsing- 
fors 1891—92. 

Finlands  Geologiska  Undersökning.  Kartbladet  18—21,  u.  Beskrifning  tili 
Kartbl.  18—21.  Helsingfors  1890—92. 

Journal  de  la  Societe  finno-ougrienne.  Suomalais-ugrilaisen  Seuran  Aika- 
kauskirja.  T.  10.  Helsingissö  1892. 

Mömoircs  de  la  Soci6le  finno-ougrienne.  II.  lAhlqvist,  Aug.,  Wogulisches 
Wörterverzeichnis).  Helsingissö.  III.  {Schlegel. G.,  La  stMe  funeroire 
du  Teghin  Giogh).  Helsingissö  1891.  92. 

Inscriptions  de  l'Orkhon.  Recueillies  par  l'Expedilion  finnoise  1890  et  publ. 
par  la  Societe  finno-ougrienne.  Helsingfors  1892. 

Universität  Kasan.  14  Dissertationen  a.  d.  J.  1888 — 92. 

Universitetskija  Izvestija.  God  31  (1891),  No.  11.  12.  God  32  (1892),  No. 
1—10.  Kiev  d.  J. 

Bulletin  de  la  Societö  Imper.  des  Naluralistes  de  Moscou.  Annee  1891, 
No.  2 — 4.  Annee  1892,  No.  1.  2.  Moscou  d.  J. 

Bulletin  do  l'Acadömie  Imperiale  des  sciences  de  St.  -  Peters bourg 
T.  34,  (Nouv.  Serie.  T.  2),  No.  3.  4.  St.-Petersbourg  1892. 

Memoires  de  l'Academic  Imperiale  des  sciences  de  St.-Petersbourg. 
VII.  Serie.  T.  38,  No.  4— 9.  11— 13.  T.  39,  P.  1.  St.  -  Petersbourg 
1891.  92. 

Repcrlorium  f.  Meteorologie,  hsg.  v.  d.  Kais.  Akad.  d.  Wiss.,  red.  v.  //.  Wild. 
Bd.  14.  St.  Petersbourg  1891. 

Annalen  d.  physikalischen  Centraiobservatoriums,  herausg.  von  //.  Wild. 
Jahrg.  1890,  Th.  2.  St.-Petersburg  1891. 

Acta  Horti  Petropolitani.  T.  11,  Fase.  2.  T.  12,  Fase.  1.  Petropoli  1892. 

2* 


Digitized  by  Google 


Archivcs  des  sciences  biologiques  publ.  par  l'lnstitut  Impcr.  de  mtfdecine 
expörimcntale  ä  St.  Pctersbourg.  T.  1,  No.  1—3.  Sl.  Petersbourg 
1892. 

Trudy  S.-Pctcrsburgskago  Obscestva  eslcstvoispytatelej.  T.  22.  Otdelenie 
bolan.  St.  Peterburg  1892. 

Obozrenie  prepodavanija  nauk  v  Imp.  S.- Peterburgsk.  Universitctc  na 
osennce  i  vesennee  polugodic  1892/93.  St.  Petorburg  1892. 

Otcct  o  sostojanij  Imp.  S.-Pcterburgsk.  Universiteta  za  1891  god.  S. -Pe- 
terburg 1891. 

Prolokoly  zasedanij  soveta  Imp.  S.-Pcterburgsk.  Universiteta.  No.  4t. 
St.  Peterburg  1891. 

Zapiski  istoriko -filologiceskago  Fakulteta  Imp.  S.-Peterburgsk.  Universi- 
teta. Cast  27—30.  St.  Peterburg  1891.  92. 

Pcrecen'  izdanij  i  prodolzenij  Svoda  zakonov.  St.  Peterburg  1892. 

Polozenie  o  gubernskich  i  ufczdnych  zemskich  uerezdenijach.  T.  2,  cast  1. 
Izdanic  1891  goda.  St.  Peterburg. 

Prodolzenie  Svoda  zakonov  Rossijskoj  Impcrii.  Po  1  Jjulja  1891  goda. 
St.  Peterburg. 

Corrcspondcnzblatt des Naturforscber- Vereins  zuRiga.  Jahrg. 35.  Riga  1892. 

Beobachtungen  der  Temperatur  des  Erdbodens  im  Tifliser  Physikalischen 
Observatorium  i.  J.  188*.  85.  Hrsg.  v.  /.  Mielberg.  Tiflis  1886.  91. 

Magnetische  Beobachtungen  des  Tifliser  Physikalischen  Observatoriums  i. 
J.  1890.  Hsg.  v.  J.  Mielberg.   Tiflis  1891. 

Meteorologische  Beobachtungen  des  Tifliser  Physikalischen  Observatoriums 
i.  J.  1890.  Hsg.  v.  /.  Mielberg.  Tiflis  1891. 

Schweden  und  Norwegen. 

Bergens  Museums  Aarsbcretning  for  1883.  8*.  89.  90.  Bergen  d.  J. 

Jensen,  Olaf  S.,  Turbellaria  ad  litora  Norvegiae  occidentalia.  Bergen  187». 

Koren,  Joh.  og  Danielssen,  Ü.  C,  Nyc  Alcyonider,  Gorgonider  og  Penna- 
tulider  tilhorendo  Norges  Fauna.  Bergen  1883. 

Jansen,  Fridtjof,  Bidrag  til  Myzostomernes  anatomi  og  histologi.  Bergen 
1885. 

Sars,  M.,  Koren,  J.  og  Danielssen,  Fauna  littoralis  Norvegiae.  Hfl.  2.  3. 
Bergen  1856.  77. 

Lorange,  A.,  Sämlingen  af  NorskeOIdsagcr  i  Bergens  Museum.  Bergen  1876. 

  Den  yngro  jernalders  svaerd,  udgivet  ved  Ch.  Delgobe.  Bergen  1889. 

Jahrbuch  des  Norwegischen  meteorologischen  Instituts  für  1889.  90. 

Christiania  1891.  92. 
Nyt  Magazin  for  Naturvidenskabernc.  Bd.  32  (III.  R.,  Bd.  6),  H.  3.  4. 

Christiania  1891.  92. 
Den  Norske  Nordhavs-Expedition  1 876— 1 878.  XXI.  Zoologi.  Danielssen,D.C.t 

Crinoida.  Echinida.  Christiania  1892. 
Norske  Rigsregistranlcr  tildeeis  i  uddrag.     Bd.  9,   H.  2.    Bd.  10— 12 

(1649—1660).  Christiania  1887— 91. 
Johannessen,  Axel,  Die  epidemische  Verbreitung  des  Scharlachfiebers  in 

Norwegen.  Gokr.  Preisschrift.  Kristiania  1884. 
Vold,  J.  Mourly,  Spinozas  erkjendelscslheone  i  dens  indre  sammenhaeng 

og  i  dens  forhold  til  Spinozas  mclafisik.  Kristiania  1888. 
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Acta Universitatis Lundensis.  Lu  nds  Universitet* Ärs-Skrift.  T.  87  (4 890/94), 
I.  II.  Lund  4890.  91. 

Kongl.  Vitterhets  Historie  och  Antiquitets  Akademiens  M&nadsblad.  Arg.  19 
(1890).  Stockholm  1891.  92. 

Antiquarisk  Tidskrift  för  Sverige,  utg.  af  Kongl.  Vitterhels  Hist.  och  Anti- 
quitets Akademien  genom  B.  E.  Hildebrand.  Delen  8,  H.  3.  4.  Delen  9, 
H.  3.  Delen  10,  H.  6.  Delen  H.H.*.  Stockholm  1891. 

Entomologisk  Tidskrift  utg.  af  Entomolog.  Föreningen  i  Stockholm.  Arg. 
12  (1891),  43  (1891).  Stockholm  d.  J. 

Tromse  Museums  Aarshefter.  44.  Tromso  1891. 

Bulletin  mensuel  de  l'Observatoire  mätöorologique  de  l'Universite  d'Upsal. 
Vol.  23  (1894).  Upsal  1891.  92. 

Schweiz. 

Neue  Denkschriften  der  Allgem.  Schweizer.  IGesellsch.  f.  d.  gesammten 
Naturwissenschaften.  Bd.  32,  Abth.  2.  Basel  1894. 

Verhandlungen  der  Schweizerischen  Naturforscbenden  Gesellschaft  in 
Freiburg  19.— 21.  Aug.  1894.  74.  Jahresversammlung.  Jahresbericht 
4  890/94.  Freiburg  4  892. 

Compte-rendu  des  travaux  präsentes  a  la  74.  Session  de  la  Soci6tö  Helv. 
des  sciences  naturelles  r6unie  ä  Fribourg  les  49  —  24  aoüt  4891. 
Geneve  4  891. 

Beitrüge  zur  vaterlandischen  Geschichte.  Hsg.  v.  d.  Historischen  u.  Antiqua- 
rischen Gesellschaft  in  Basel.  N.  F.  Bd.  4  (d.  ganzen  Reihe  Bd.  4  4), 
H.  4.  Basel  1892. 

16.  Jahresbericht  der  Historischen  u.  Antiquarischen  Gesellschaft  zu  Basel 
über  d.  Vereinsjahr  4  890  94.  Basel  4  89« . 

Verhandlungen  der  Naturrorschenden  Gesellschaft  in  Basel.  Bd.  9,  H.  2. 
Basel  1894  . 

Miltheilungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  a.  d.  J.  4  894 
(No.  4265— 1278).  Bern  4  892. 

Jahresbericht  der  Naturforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  N.  F.  Jahrg. 
35  (Vereinsjahr  1890/91).  C hur  4  892. 

Index  lectionum  quae  in  univers.  Friburgensi  per  menses  aest.  anni  4  892 
habebuntur.  Friburgi  llelvet.  4892. 

Memoires  de  la  Sociale"  de  physique  et  d'histoirc  naturelle  de  Geneve. 
Volume  stippllmentaire.  Centenaire  de  la  fondation  de  la  Societö. 
Geneve  4894. 

Vierteljahrsschrift  d.  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.  36, 
H.  2—4.  Jahrg.  37,  H.  4.  2.  Zürich  4894.  92.  —  Generalregister  der 
Publikationen  der  Naturforüchenden  Gesellschaft  in  Zürich  u.  Uebcr- 
sicht  ihres  Tauschverkehres.  Zürich  4  892. 

Serbien. 

Srpska  kralj.  Akademija.  Glas.  34—35.  U  Beograd  1892. 

Srpska  kralj.  Akademija.  Sporaenik  No.X— XIII.  XV.  XVII.  XVIII.  U  Beo- 
grad 1892. 

Türkei. 

Revue  medico-pharmaceutique.  Puhl.  p.  P.  Aptry.  Annec  4  (1891),  No.  7 
14.42.  Annee  5  4  892  ,  No.  1.  2.  5 — 7.  Consta  n  tinople  d.  J. 
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Nordamerika.  . 

Transactions  of  the  American  Philological  Association.  Vol.  22  (1 891  .  Bo- 
ston d.  J. 

Journal  of  the  American  Oriental  Society.  Vol.  15,  No.  2.  New  Häven  4892. 

Proceedings  of  the  American  Oriental  Society,  at  Washington,  Apr.  1892. 
New  Häven  1892. 

El  Instruclor.  Periödico  cientifico  y  literario.  Afio  9  (1892),  No.  2—4.6.7. 
Aguascalicntes  d.  J. 

Transactions  of  the  Texas  Academy  of  science.  Vol.  1,  No.  4.  Austin  1892. 

Johns  Hopkins  University  Circulars.  Vol.11,  No.93— 400.  Vol.12,  No.401. 
Baltimore  1894.  92. 

American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.  Publ.  under  the  auspices 
of  the  Johns  Hopkins  University.  Vol.  13,  No.  8.  4.  Vol.  4  4,  No.  1. 
Baltimore  1891. 

Johns  Hopkins  University  Studies  in  historical  and  political  science  Ser.  IX, 
1—12.  Ser.  X,  4—8.  Baltimore  4  891.  91. 

American  Academy  of  arls  and  sciences.  [Boston].  Memorial  of  Joseph 
Lovering.  Cambridge,  Mass.  4  892. 

Proceedings  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences.  N.  Ser.  Vol. 
47.  (Whole  Ser.  Vol.  25).  Vol.  48  (Whole  Ser.  Vol.  26).  From  Mas 
4  889  to  May  4891.  Selected  from  the  Records.  Boston  4890.  94. 

Proceedings  of  the  Boston  Society  of  natural  history.  Vol.  25,  P.  1.  II. 
Boston  4  894. 

Bulletin  of  the  B  u f  f  a  l  o  Society  of  natural  sciences.  Vol.  5,  No.  8.  Buffalo. 
4  891. 

Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  22,  No.  1—4.  Vol.  23,  No.  1—8.  Cambridge, 
Mass.  1891.  92. 

Memoirs  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  14,  No.2.  Vol.  17,  No.  2.  Cambridge,  Mass.  1892. 

Annual  Report  of  the  Curator  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at 
Harvard  College,  Camhridgo,  Mass.,  for  1890/91.  Cambridge,  Mass. 
1891. 

The  Journal  of  comparative  neurology.  Ed.  by  C.  L.  Hertick.  Vol.  1,  No.  4. 
Vol.  2,  No.  1.  Cincinnati  1891.  92.  No.  2.  3.  Granville  1892. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  Nova  Scotian  Institute  of  natural 
science  of  Halifax.  Vol.  7,  P.  4.  Ser.  II.  Vol.  1,  P.  4.  Halifax 
4890.  91. 

Second  Geological  Survey  of  Pennsylvania.  AÄ.  Soulhern  Anthracite  Field, 

Atlas  P.  III.  IV;  AA.  Western  Middle  Anthracite  Field,  Atlas  P.  III; 

Northern  Anthracite  Field ,  Atlas  P.  VI.  —  B.  —  AA.  P.  V.  VI. 

Harrisburg  1892. 
Proceedings  of  the  Haverford  College  Observatory  1891.  —  Sun  spot 

Observations. 

University  of  Nebraska.  Bulletin  of  the  Agricultural  Experiment  Station  of 
Nebraska.  Vol.  5,  Art.  4.  Lincoln,  Nebr.  4  892. 

University  of  Nebraska.  Fifth  annual  Report  of  the  Agricultural  Experiment 
Station  of  Nebraska.  Lincoln,  Nebr.  4  891. 

Publications  of  the  Washburn  Observatorv  of  the  University  of  Wisconsiu. 
Vol.  VIII,  (1888—91).  Madison  1892. 
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Traosactions  of  the  Me ri d en  Scientific  Association.  Vol.  4  (1889  —  90;. 
Meriden  4891. 

Memorias  fy  Revista)  de  la  Socicdad  cientifica  »Antonio  Alntc«.  T.  1, 
Cuad.41.  T.  5,  cuad.4 — 42.  T.  6,  Cuad. 4 .  2.  Mexico  4888— 92. 

Faye,  H.,  Teoria  de  los  errores.  Trad.  del  frances  p.  J.de  Mendizäbal  Tam- 
borrel.  Edicion  de  la  Socidad  »Alzate«.  Mexico  4888. 

Observatorio  meteorologico-magnetico  central  de  Mexico.  Bolctin  mensual. 
T.  3  (4890),  No.  3.  4.  Mexico  4  892. 

Bulletin  of  the  Minnesota  Academy  of  natural  sciences.  Vol.  3 ,  No.  2. 
Minneapol is  4894. 

Tbe  geological  and  natural  history  Survey  of  Minnesota.  The  49.  annual 
Report,  f.  the  year  4890.   Minneapolis  4  894. 

Proccedings  and  Transactions  of  the  R.  Society  of  Canada  for  the  year  1894. 
Vol.  9.  Montreal  1892. 

Geological  and  natural  history  Survey  of  Canada.  Annual  Report.  N.  Ser. 
Vol.  4  (1888—89).  Montreal  4890. 

Reports  on  the  Observation«  of  the  total  eclipse  of  the  sun  Dec.  21/22,4  889, 
and  of  the  total  eclipse  of  the  moon,  July  22, 1888,  publ.  by  theLick 
Observatory  [Mount  Hamilton].  Sacraniento  1894. 

Report  for  the  year  4  891/92,  presented  by  the  Board  of  Managers  of  the 
Observatory  of  Yale  University  to  the  President  and  Fellows.  (New 
Häven  o.  J.) 

Annais  of  the  New  York  Academy  of  sciences  (late  Lyceum  of  natural 
history).  Vol.  5,  Extra  No.  1—8.  Vol.  6,  No.  1—6.  New  York  1 891.  92. 

Transactions  of  the  New  York  Academy  of  sciences.  Vol.  40,  No.  2—8. 
Vol.  41,  No.  1—5.  New  York  1890—92. 

Bulletin  of  the  American  Geographica!  Societv.  Vol.  23,  No.  4,  P.  I.  II.  Vol.24, 
No.  4— 3.  New  York  4891.  92. 

Astronomy  and  Astrophysics.  Ed.  by  W.  Payne  and  G.  E.  Haie.  No.  4  04  . 
404.  (N.  Ser.  No.  4.  4)  Northfield,  Minn.,  d.  J. 

Geological  Survey  Department.  Annual  Report.  N.  S.  Vol.  4,  P.B.  N. 
(1888—89).  Ottawa  4891. 

Proceedings  of  the  Academy  of  natural  sciences  of  Philadelphia.  4  891, 
P.  I.— III.  (Jan.— Dec).  4  892,  P.I.  (Jan.— March  ).  Philadelphia  d.  J. 

Proceedings  of  the  American  Philosophical  Society,  held  at  Philadelphia, 
for  promoting  useful  knowledge.  Vol.  29,  No.  185.  436.  Vol.  30, 
No.  437.  4  38.  Philadelphia  1891.  92. 

Transactions  of  the  American  Philosophical  Society  held  at  Philadelphia  for 
promoting  useful  knowledge.  N.  Ser.  Vol.  4  7,  P.  I.  II.  Philadelphia 
4  892. 

Philipps,  H.,  List  of  surviving  members  of  the  American  Philosophical 
Society.  Correcled  to  Jan.  9,  4  892.  Philadelphia  d.  J. 

Observatorio  metcorolögico  del  Colegio  del  Estado  dePuebla.  Datos  ob- 
tenidos  en4891. —  Prognöstico  dado  para  el  ano  de  4  894.  Resumen : 
Setiembre  1891  —  Junio  4  892.  —  Resumen  general  correspondiente 
al  sfio  de  4894.  Puebla  4  891.  92. 

Proceedings  of  the  Rochester  Academv  of  science.  Vol.  4  ,  Broch.  4.  2. 
Rochester,  N.  Y.  4890.  94. 

Transactions  of  the  Academy  of  science  of  St.  Louis.  Vol.  5,  No.  4 — 4. 
Vol.  6,  No.  4.  St.  Louis  1888.  92. 


The  total  Eclipse  of  the  sun,  Jan.  1,  4  889.  A  Report  of  the  Observation s 
made  by  the  Washington  University  Eclipse  Party,  at  Norman,  Cali- 
fornia. Publ.  by  the  Academy  of  science  of  St.  Louis.  Cambridge 
1894. 

Missouri  Botanical  Garden.  Annual  Report.  2.  3.  St  Louis  1891.  92. 

Proceedings  of  the  California  Academy  of  sciences.   II.  Ser.  Vol.  3,  P.  1. 

San  Francisco  1891. 
Geographical  Society  of  California.  Special  Bulletin  by  Thomas  Crawford 

Johnston.  (San  Francisco)  1892. 

The  benefactors  of  the  University  of  Toronto,  after  the  great  fire  of  the 
44.  Febr.  1890.  Toronto  1892. 

Annual  Archaeological  Report  and  Canadian  Institute.  Session  1894,  being 
an  appendix  to  the  Report  of  the  Minister  of  education,  Ontario. 
Toronto  1891 . 

Traosactions  of  the  Canadian  Institute.  Vol.  2,  P.  2.  Toronto  1892. 

Annual  Report  of  the  American  Historical  Association  for  the  year  1889. 
189V.  Washington  1890.  91. 

Bureau  of  Education.  Circular  of  information,  4  891,  No.  2.  4.  8.  9,  Was- 
hington 4894. 

Bureau  of  Education.  Report  of  the  Commissioner  af  education  for  the 
year  4  888/89.  Vol.  1.  2.  Washington  4  891. 

Contributions  to  the  Nord-American  Ethnology.  Vol.  6.  Washington  1890. 

Dorsey,  James  Owen,  Omaha  nnd  Ponka  Letters.  Washington  4894. 

Pilling,  James  Constant,  Bibliography  of  the  Algonquian  languages.  Wash- 
ington 4894  . 

Thomas,  Cyrus ,  Catalogue  of  prehistoric  works  east  of  the  Rocky  Moun- 
tains. Washington  1891. 

U.  S.  Department  of  Agriculture.  Division  of  Ornilhology  and  Mammalogy. 
North  American  Fauna.  No.  5.  Washington  4  891. 

Smithsonian  Misccllaneous  Collections.  Vol.  34:  No.  140.  Leconte,  J.,  List 
of  the  Coleoplera  of  North  America.  P.  1.  Washington  4  863.  — 
No.  156.  Egleston,  T.,  Catalogue  of  minerals.  1863.  —  No.  167.  Le- 
conte, J.,  New  species  of  North  American  Coleoplera.  P.  1 .  4  863.  — 
No.  238.  List  of  the  institutions,  libraries,  Colleges  in  the  U.  S.  in 
correspondence  wilh  theSmithsonian  Institution.  1872.— No.335. List 
of  the  principal  scientific  and  litcrary  institutions  in  the  U.  S.  1879. 
No.  478.  Rhees,  H\  Catalogue  of  publications  of  the  Smithsonian 
Institution  1 846-1 882. 4  882.  —  Directory  of  officers,  collaborators  etc. 
of  the  Smithsonian  Institution,  National  Museum,  Geological  Survey, 
and  Fish  Commission.  4882. —  Henry,  J.,  Eulogy  on  Alex.  Dallas  Bache 
(From  the  Report  ol  the  Smithsonian  Institution  for  4  870).  4  872.  — 
No.  594.  Mills,  Ch.  K.,  Mental  over-work  and  premature  disease 
among  public  and  professional  men.  [Toner  Leclures,  Lect.  9]  1885. 
—  No.  663.  Traphagen,  Frank  W.,  Index  to  the  literature  of  Colum- 
bium  1804—4  887  ib.  4  888.  —  No.  708.  Allen,  H.,  Clinical  study  of 
the  skull.  (Toner  Leclures,  Lect.4  0j  4  890.—  No.744.  Tuckerman,  A., 
Index  to  the  literature  of  Thermodynamics  4  890.  —  No.  764.  Ro- 
gers ,  J.  A.,  The  correclions  of  sextanls  for  errors  of  eccentricity 
and  graduation.  ib.  1890.  —  No.  785.  Tuckerman,  A.,  Bibliography 
of  the  chemical  influence  of  light.  4  894. 

Smithsonian  Contributions  to  knowledge.  Vol.  27:  No.  85.  Appendix. 
Publications  of  learned  soeieties  and  periodicals  in  the  library  of  the 
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Smilhsonian  Inslitulinn.  P.  II.  Washington  4  856.  —  No.  4  03.  Cas- 
well ,  AI.,  Meteorological  observations  mnde  at  Providcnce,  R.  J., 
4  834—4  860.  4  860.  —  No.  421.  Bache,  A.  D. ,  Discussion  of  thc 
magnelic  and  meteorological  Observation»  made  at  Philadelphia 
4840—4845.  P.  H.  4864.  —  No.  800.  Gray,  Asa.,  Plates  prepared 
between  the  years  4  849  and  1859,  to  aecompany  a  Report  on  the  forest 
trees  of  North  America.  Washington  4  894. —  No.804.  Langley,  S.  P., 
Experiments  in  Aerodynamics.  1891.  —  Vol.  28.  Washington  4  892. 

Annual  Report  of  thc  Board  of  Rcgcnts  of  the  Smithsonian  Institution, 
showing  the  Operations,  expenditures  and  conditions  of  the  Institu- 
tion to  July  1889.  90.  Washington  4891.  92. 

Bulletin  of  the  U.  S.  National  Museum.  No.  44.  42.  Washington  4894  . 

Proccedings  of  the  U.S.  National  Museum.  Vol.  43  (4890),  Washington  4894. 

Observations  made  during  the  ycar  4  885—1888  at  the  U.  S.  Naval  Obvcr- 
valory.  Washington  4  894.  9t. 

Report  of  the  Superintendent  of  thc  U.  S.  Naval  Observatory  for  the  ycar 
ending  June  30,  1894.  Washington  d.  J. 

United  States  Coast  and  Geodetic  Survcy.  Bulletin  No.  25.  (Washington  4  892). 

Report  of  thc  Superintendent  of  the  U.  S.  Coast  and  Geodetic  Survcy,  show- 
ing the  progress  during  thc  fiscal  ycar  ending  with  June  4  890.  P.I.II. 
Washington  4  892. 

Bulletin  of  the  Geological  Society  of  America.  Vol.  4.  Washington  and  New 
York  1890.  Vol.  2.  New  York  and  Rochester  4  894. 

Bulletin  of  the  U.  S.  Geological  Survey  (Department  of  the  Interior).  No.  62. 
65.  67—84.  Washington  4  890.  94. 

Tcnlh  annual  Report  of  the  U.  S.  Geological  Survey  to  the  Secretary  of  thc 
Interior,  4  888—89,  by  J.  W.  Powell.  P.  I.  II.  Washington  4  890. 

U.  S.  Geological  Survcy  (Department  of  the  Interior).  Mineral  Resources  of 
thc  United  States.  Calendar  year  4889.  90.  Washington  4  892. 

Südamerika. 

Anales  de  la  Sociedad  cientifica  Argentina.    T.  32,  Entr.  6.  T.  33,  Enlr. 
1—6.  T.  34,  Entr  4.   Buenos  Aires  4894.  92. 

Lallemanl,  G.  A.,  Ei  Paramillo  de  Upsallata.  Memoria  presentada  a  la  Socie- 
dad cientifica  Argentina.  Buenos  Aires  4  890. 

Revista  Ai  gentina  de  historia  natural.  T.  4,  Entr.  6.  Buenos  Aires  4  891. 

Rcvisto  do  Obscrvatorio.  Publicacao  mcnsal  do  Observatorio  do  Rio  de 
Janeiro.  Anno  6  (1894)  ,  No.  4  4.  42.  Anno  7  (4892),  No.  4.  Rio 
de  Janeiro  d.  J. 

Boletim  da  Commissao  geographica  e  geologica  do  Estado  de  Sao  Paulo. 
No.  4—7.  S.  Paulo  1890. 

Actes  de  la  Societc  scientifique  du  Chili.  Tom.  2  (1892),  Livr.  4.  2.  San- 
tiago d.  J. 

Verhandlungen  des  deutschen  wissenschaftlichen  Vereins  zu  Santiago.  Bd.2. 
H.  3.  4.  Santiago  4892. 

Asien. 

Notulen  van  de  algemeene  en  bestuurs-vergaderingen  van  het  Bataviaasch 
Genootschap  van  kunsten  en  wetenschappen.  Deel  29  (1891),  Afl.2.3. 
Deel  30  (»892-,  Afl.  1.  2.  Batavia  d.  J. 
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Tijdschrift  voor  Indische  taal-,  land-  en  volkonkunde,  uitgeg.  door  het 
Bataviaasch  Genootschap  van  kunsten  en  wetenschappen.  Deel  34, 
Ad.  6.  Deel  35,  All.  1.3.  4.  Deel  36,  AH.  1.  Batavia, 's  Hage  4894.  92. 

Verbandelingen  van  het  Bataviaasch  Genootschap  van  kunsten  en  weten- 
schappen.  Deel  45,  Stuk  3.  4.  Deel  46.  47,  Stuk  4.  Batavia,  's  Hage 
1891.  92. 

Ncderlandsch-Indisch  Plakaatbock  1604  — 1811 .  door  J.  A.  van  derChijs. 
Deel  9.  10.  Uitgegeven  door  het  Batav.  Genootschap  van  kunsten  eo 
wetenschappen.   Batavia,  's  Hage  1891.  98. 

Dagh- Register,  gehouden  int  Casteel  Batavia  vant  passerende  dacr  ter 
plaetse  als  ovcr  gehael  Nederlands-India  anno  1663.  Uitgeg.  door 
het  Bataav.  Genootsch.  van  kunsten  en  wetensch.  med  raedemaking 
van  de  Nederlandsch-Indiscbe  Regeering  en  ondcr  toeficht  van  J.  A. 
van  derChijs.  Batavia,  s'Hage  1891. 

Jjzerman,  J.  W.,  Bcschribing  der  oudheden  nabij  de  grens  der  residentic's 
Soerakarta  en  Djogdjakarta.  Met  Atlas.  Uitgeg.  door  het  Balav.  Ge- 
nootsch. van  kunsten  en  wetenschappen.  Batavia,  'sGravenhage  1891. 

Verbeek,  R.  D.  M.,  Oudcrheidkundige  Kaarl  van  Java.  Batavia,  'sHage1891. 

Observations  made  at  the  Magnetical  and  Meteorological  Observatory  at  Ba- 
tavia. Publ.  by  order  of  the  Government  of  Netherlands  India.  Vol.  1 3 
(1890).  Batavia  1891. 

Regenwaarnemingen  in  Nederlandsch-lndie.  Jaarg.  12  (1890).  Batavia  (894. 

Boekwerken  ter  tafel  gebracht  in  de  vergaderingen  van  de  directie  der 
Kon.  Nutuurkundige  Vereeniging  en  Nederlandsch-lndie  gedurende 
het  jaar  1891. 

Natuurkundige  Tijdschrift  voor  Ncderlandsch-Indie,  uitgeg.  door  de  Kon. 
Natuurkundige  Vereeniging  in  Nederlandsch-lndie.  Deel  51  (VIII.  Scr., 
D.  4t).  Batavia  1892. 

India  Museum  Notes,  issued  by  the  Trustees.  Vol.  2,  No.  1—5.  Calcutla 
1891. 

Sclater,  W.L.,  List  of  Snakes  in  the  Indian  Museum.  Calcutla  4891. 

  List  of  the  Batrachia  in  the  Indian  Museum.  London  4  892. 

Imperial  University  of  Japan  (Tcckoku  Daigaku),  Tbc  Calendar  for  tbc  ycar 
1891/92.  Tokyo  4892. 

Journal  of  the  College  of  scienco,  Imperial  University,  Japan.  Vol.  5,  P. 
I.  IL  Tokyo  1892. 
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